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本 书 是 为 研究 生 学 习 数 学 物理 方程 而 编写 的 . 研究 生 在 本 科 阶 段 已 学 过 这 方 
面 的 课程 ,为 了 避免 重复 并 且 达 到 提高 的 目的 ， 本 书 选择 内 容 较 深 , 讲述 方法 立 
足 点 较 高 . 特别 是 引进 了 若干 泛 函 方面 的 理论 (例如 ,第 二 章 中 Hilbert 空间 概 
念 )， 并 且 尽 可 能 给 出 严格 的 数学 证 明 ( 例 如 ,第 四 章 详细 证 明了 本 征 函 数 系 完备 
性 定理 ). 当然 ,直观 的 物理 描述 方法 还 是 占 主导 地 位 . . 

本 书 共 分 八 章 ， 各 章 的 内 容 大 致 如 下 :第 一 章 讲述 数学 物理 方程 的 基本 问题 ， 
介绍 几 个 典型 定 解 问题 的 求解 方法 ,重点 讨论 定 解 问题 的 适 定性 (主要 是 惟一 性 和 
稳定 性 ). 第 二 章 讲 述 分 离 变 数 法 基本 原理 . 首先 引进 Hilbert 空间 概念 (特别 是 平 
方 可 积 函 数 空间 L [a,b]). 因为 正 交 函数 展开 是 分 离 变 数 法 的 关键 , 故 第 二 章 对 
一 定 函 数 类 按 完 备 的 正 交 归 一 系 展 开 问 题 进行 了 详细 的 讨论 . 本 章 讨论 的 另 一 个 
十 分 重要 的 问题 是 本 征 值 问题 ， 特 别 是 Sturm-Liouville 型 本 征 值 问题 . 第 三 章 介 
绍 求 解 定 解 问题 的 一 个 重要 方法 ， 即 Green 函数 理论 .本 章 特 别 强调 的 一 个 问题 
是 如 何 利 用 Green 函数 把 微分 方程 化 成 积分 方程 . 第 四 章 介 绍 一 种 十 分 有 用 的 近 
似 方 法 ,， 即 变 分 近似 方法 , 它 在 工程 或 物理 问题 中 应 用 广泛 , 第 五 章 是 关于 积分 
方程 的 基本 理论 , 因 微 分 方程 可 通过 Green 函数 转化 成 积分 方程 ,而 对 积分 方程 
的 讨论 往往 比较 简单 (例如 讨论 解 的 存在 性 ). 此 外 ,积分 方程 在 实际 问题 中 也 经 
常 出 现 . 第 六 章 讨 论 微 扰 理 论 , 主要 介绍 正则 微 扰 (参数 变形 法 和 多 尺度 展开 )、 
奇异 微 扰 及 边界 层 理论 方面 的 基本 概念 . 实际 问题 能 严格 求解 的 很 少 , 因此 微 扰 
理论 具有 实用 意义 . 这 方面 的 理论 相当 丰富 ， 本 章 仅 仅 介 绍 一 些 基 本 思想 . 第 七 
章 介 绍 目 前 科学 与 工程 的 热点 课题 , 即 数学 物理 方程 的 送 问 题 ,介绍 逆 问题 的 基本 
概念 和 主要 方法 . 最 后 , 第 八 章 介绍 若干 典型 的 非 线 性 数学 物理 方程 , 特别 是 这 
些 非 线性 方程 存在 的 “孤立 波 " 解 . 

整个 课程 大 致 需要 120 学 时 左右 ,总 的 来 说 , 量 比较 大 . 但 因 研 究 生 自学 能 力 
强 ， 本 书 的 数学 推导 详细 , 适合 于 自学 . 选择 适当 的 章节 , 在 80 学 时 (或 60 学 时 ) 
内 完成 教 与 学 的 任务 是 不 成 问题 的 . 

本 书 的 出 版 得 到 国家 杰出 青年 科学 基金 和 南京 大 学 "985" 工 程 的 资助 . 


| 一 


六 一 


[EN 


目 录 


第 一 章 ”数学 物理 方程 和 的 基本 问题 … 
1.1 数学 物理 方程 的 分 类 及 一 般 性 问题 PN 


1.1.2 两 个 自 变 量 二 阶 线性 方程 的 分 类 和 化 简 


1.1.3 多 个 自 变 量 线性 方程 的 分 类 和 标准 型 ee 
1.1.4 数学 物理 方程 的 一 般 性 问题 pe 
.2 波动 方程 与 Cauchy 间 题 的 适 定 性 
1.2.3 能 量 不 等 式 和 Cauchy 问题 的 适 定性 ev 
1.2.4 混合 问题 解 的 惟一 性 和 稳定 性 
.3 ”Laplace 方程 与 Helmholtz 方程 ee 

1.3.2 调和 孙 数 的 基本 性 质 ERT 


1.3.3 边 值 问题 的 适 定性 ……………… 


1.3.4 Helmholtz 方 程 与 辐射 问题 ese 
.4 热传导 方程 与 定 解 问题 的 适 定性 ee 
1.4.1 热传导 方程 的 Cauchy 问题 … 
1.4.2 一 维 热传导 方程 的 混合 问题 本 
1.4.3 混合 问题 的 和 通 定性 pe 


1.4.4 三 类 典型 方程 定 解 问题 提 法 比较 


习题 一 


2.1 Hilbert 空间 及 完备 的 正 交 函数 集 Ce 
2.1.1 Hilbert 空间 和 函数 空间 L2[a,6] 
2.1.3 有 限 区 间 上 的 完备 系 : Legendre 多 项 式 ………… 

.2 本 征 值 问题 和 Sturm-Liouville 系统 RN 
2.2.1 Hermite 算 子 及 本 征 值 问题 RN 
2.2.2 SturmLiouville 系统 eo】 上】 


2 


”iv ， 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


2.2.3 Stumy Liouville 多 项 式 系 统 RN (70) 
2.2.4 Hermite 多 项 式 与 Laguerre 多 项 式 (72 ) 
2.3 有 界 区 域内 定 解 问题 的 分 离 变数 法 RN (75) 
2.3.1 波动 方程 的 齐 次 混合 问题 (76) 
2.3.2 热传导 方程 的 齐 次 混合 问题 (79) 
2.3.3 椭圆 方程 的 边 值 问题 (81) 
2.3.4 非 齐 次 问题 的 本 征 函 数 展 开 pp (83) 
2.4 正 交 曲线 坐标 系 中 本 征 值 问题 的 分 离 变数 (80) 
2.4.1 于 此 标 系 中 的 本 钙 广 程 ， ee ee, (86) 
.5 无 鹤 区 域 混合 问题 的 分 离 变数 法 (98) 
2.5.1 波动 方程 的 Cauchy 问题 (99) 

2.5.2 Lapblace 方 程 的 边 值 问 题 (102) 

3.1.3 广义 函数 的 Fourier 变换 (119) 
3.2 二 阶 常 微分 方程 的 Green 画 数 RN (124) 
3.2.1 Cauchy 问题 的 Green 函数 二 (124) 
3.2.2 边 值 问 题 的 Green 画 数 PN 《127) 
3.2.3 非 齐 次 SurmLiouville 边 值 问题 (132) 
3.3 ”高 维 边 值 问 题 的 Green 国 数 PR (138) 
3.3.1 非 齐 次 问题 的 积分 公式 ee (138) 
3.3.2 ”Helmhdltz 方程 的 Green 隙 数 ee (141) 
3.3.3 无 界 空间 的 Green 函数 和 基本 解 … ee ee... (144) 
3.3.4 ”镜像 法 求 边 值 问题 的 Green 函数 ens, (151) 
3.4.2 波动 方程 的 Green 函数 RN 《160) 


[We 
t 


ty hh 


3.4.3 ”Cauchy 问题 的 基本 解 
3.4.4 混合 问题 Green 函数 的 镜像 法 ee 
(169) 
. (169) 


3.5 广义 Green 公式 及 非 齐 次 问题 的 积分 解 … 
3.5.1 共 罗 算 子 及 广义 Green 公式 


3.$.4 双 曲 型 方程 的 (Green 函数 ee 
. (181) 
* (185 
. (185) 
ee (185 

4.1.2 多 个 变量 的 变 分 问题 se 
4.1.3 恋 端 点 问题 和 自然 边界 条 件 pp 
4.1.4 泛 防 的 条 件 极 值 问 题 ee, 
4.1.5 ”Hamilton 原理 与 最 小 位 能 原理 ee 
4.2 变 分 法 在 本 征 值 问题 中 的 应 用 en 
4.2.1 Hermite 算 子 本 征 值 问题 与 泛 函 极 值 问题 的 等 价 …… 
(205) 
4.2.4 ”Ritz 和 Galerkin 法 解 本 征 值 问题 ee 
4.3 变 分 法 在 边 值 问题 中 的 应 用 
4.3.1 边 值 问题 与 泛 遇 极 值 问 题 的 等 价 … 
4.3.3 Ritz 法 解 边 值 问题 oe oe 上 a a 0 上】 0】 
4.3.4 ”Galerkin 法 及 非 齐 次 边 值 问题 
4.4.1 Kantorovich 法 Cee 


习题 三 … 


第 四 章 ” 变 分 近似 方法 


4.1 变 分 法 的 基本 问题 
4.1.1 泛 函 和 泛 函 极 值 的 基本 概念 


4.2.2 完备 性 定理 的 证 明 …………………… 


4.4.4 ” 共 思 梯度 法 


5.1.2 ”Fredholm 积分 方程 的 形成 


Te TOGO termereerrer worer mnroee 


ee (233 

习题 四 

第 五 章 “ 积分 方程 基本 理论 
5.1 积分 方程 的 形成 及 分 类 
5.1.1 Voltera 积分 方程 的 形成 


(163) 
(168) 


(171) 
(174) 
(178) 


(189 
(192 
(193 
(198) 
(201) 
(201) 


(206) 
(210) 

213) 
(213) 
(216) 
(220) 

222) 
(226) 


: (226) 


(229 
(232) 


(236) 
(238 
(238) 
(238 


(243) 
(245) 


“vi ， 数学 物理 方程 及 期 近似 方法 


5.2.1 第 二 类 Fredholm 方程 的 挝 代 法 ee a 
人 (255 ) 


5.2.3 可 分 核 方程 和 有 限 秩 核 近似 
5.2.4 非 线性 积分 方程 的 迭代 法 


5.3.5 一般 平方 可 积 核 … 


5.4 积分 变换 及 应 用 于 解 积分 方程 … 
5.4.1 Fourier 变换 及 逆 变 换 


5.4.2 Laplace 变换 及 道 变换 pp 

5.4.3 Hankel 恋 换 及 道 变换 pe 

.4.4 Hilbert 变换 及 道 变 换 pao os oo oo oe ee。 
习题 五 

第 六 章 ” 微 扰 理 论 
6.1 本 征 值 问题 的 微 拢 Ce 
6.1.1 算 子 本 身 的 微 扰 

6.1.3 边界 条 件 的 微 扰 ee 

6.1.4 区 域 微 扰 ee 

… (302) 
… (303) 


6.2 正则 微 扰 …… 
6.2.1 一 致 有 效 展 开 . 


(312) 
6.3 奇异 微 扰 及 边界 层 理 论 ee. 
6.3.2 二 阶 线性 方程 的 边 值 问题 
6.3.4 高 维 边 值 问 题 的 边界 层 sooteere estos eo oop et ten er 0ae 


6.2.4 多 尺度 展开 法 


6.4.2 Liouville Green 变换 ee ts 


(247) 


(247) 


(250) 


5.3 L?[a,6bj 空 间 中 的 积分 方程 ee 

5.3.1 ”Hemite 对 称 的 平方 可 积 核 pp 
5.3.3 平方 可 积 Hermite 对 称 核 的 极 值 性 质 ese. 
5.3.4 本 征 值 问题 的 有 限 秩 近似 ene a 上 
* (277) 
… (280) 
.. (280) 


(264) 
(264) 
(269) 
(273) 
(275) 


(283) 
(285) 
(287) 
(289) 
(292) 
(292) 
(292) 
(294) 
(297) 
(299) 


(309) 


(317) 
(317) 
(321) 
(326) 


(329) 


(334) 
(334) 


(337) 
6.4.3 具有 转折 点 的 本 征 值 问题 oo 


(339) 


6.4.4 WKB 近似 的 应 用 
习题 六 … 


第 七 章 ”数学 物理 方程 的 送 问 题 … 2 ee 
7.1 首 问 题 基 本 概念 和 分 类 
7.1.2 方程 逆 间 题 分 类 

7.1.3 ”不适 定 问题 的 正则 化 方法 


7.1.4 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 正则 化 方法 
7.2 脉冲 谱 技术 (PST)… 


… (371) 


7.2.3 应 用 于 二 维 波动 方程 的 逆 问题 


7.2.4 ”应 用 于 环境 污染 控制 的 逆 源 问题 pp 
.3 ”本 征 值 着 问题 
7.3.2 本 征 值 道 问题 的 惟一 性 ppp 


> 


7.3.3” 热 导 方程 系数 逆 问 题 的 惟一 性 


7.3.4 数值 方法 re 
… 〈389) 


-J 


-4 ”波动 方程 的 逆 散 射 


7.4.3 非 均匀 介质 反 演 的 Bom 和 Rytov 近似 
7.4.4 二 维 近 场 逆 散 射 成 像 理 论 


第 八 章 “” 非 线性 数学 物理 方程 ……… 


8.3 逆 散 射 方法 … a 
8.3.1 一 维 Schrodinger 方程 的 闭 散 身 间 题 … 


* (343) 
(347) 
(351) 


(351) 
(351) 
(354) 


… (360) 
* (363) 
… (365) 


(365) 
(367) 


(373) 
(375) 
(375) 


… (379) 
(383) 


(386) 


(389) 


… (393) 
… (395) 
(398) 

(406) 
8.1.1 Burgers 方程 及 冲击 波 
8.1.3 非 线 性 Klein-Gordon 方程 
8.1.4 非 线 性 Schrodinger 方程 eee 
8.2 HopfCole 变换 和 Hirota 方法 OEE 
8.2.1 Burgers 方程 的 Hopf-Cole 变换 
8.2.2 KdV 方程 的 广义 Hopf-Cole 变换 ee 
8.2.3 ”KdV-Burgers 方程 的 广义 Hopf-Cole 变换 ee 
8.2.4 ”Hirota 方法 ee 


(404) 


(406) 


… (406) 


(408) 
(411) 
(417) 
(419) 


… 《420) 


(422) 
(425) 
(426) 


… (430) 
… (430) 


“vii " 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


8.3.2 解 KdV 方 程 初 值 问题 的 基本 思想 RN (437) 
8.3.3 KdV 方程 初 值 问题 的 孤立 子 解 (440) 
8.3.4 Lax 理论 (445) 
8.4.2 Sine Gordon 方程 的 自 Bicklund 变换 em. (449) 
8.4.3 KdV 方程 的 自 Bicklund 变换 er. (452) 


Se ee 


第 一 章 ”数学 物理 方程 的 基本 问题 


数学 物理 方程 是 源 于 物理 及 工程 问题 的 微分 方程 ( 常 微分 方程 和 偏 微 分 方 
程 ). 典型 的 数学 物理 方程 包括 波动 方程 . 答 运 方程 及 位 势 方程 (Laplace 方程 ). 
它们 分 别 描述 三 类 不 同 的 物理 现象 : 波动 (声波 和 电磁 波 )、 输 运 过 程 (热传导 和 
扩散 ) 和 状态 平衡 (静电 场 分 布 .平衡 温度 场 分 布 和 速度 势 等 )， 从 方程 本 身 来 看 ， 
它们 又 是 三 类 方程 , 即 双 典 型 .抛物 型 和 椭圆 型 方程 的 最 简单 例子 

除 偏 微分 方程 外 ， 另 一 类 十 分 重要 的 数学 物理 方程 为 积分 方程 , 即 方程 中 含 
有 末 知 函数 (zi,x;，,…,X; ) 积 分 的 方程 . 典型 的 积分 方程 有 第 一 .第 二 类 Fred- 
holm 和 Volterra 方程 ,我 们 将 在 第 五 章 专门 讨论 , 

本 章 讨论 三 类 典型 数学 物理 方程 的 若 于 基本 问题 ,主要 内 容 有 :1.1 节 讨 论 数 
学 物理 方程 的 分 类 并 引出 定 解 问题 及 定 解 问题 适 定性 的 概念 ， 以 后 各 和 节 分 别 讨论 
波动 方程 .Laplace 方程 以 及 热传导 方程 的 各 种 定 解 问题 ,重点 是 解 的 惟一 性 和 稳 


1.1 数学 物理 方程 的 分 类 及 一 般 性 问题 


本 节 首 先 简单 介绍 有 关 偏 微分 方程 及 其 解 的 若干 基本 概念 ,然后 讨论 二 阶 线 
性 偏 微 分 方程 的 分 类 以 及 标准 形式 ,最 后 在 1.1.4 小 节 中 讨论 数学 物理 方程 的 一 
般 性 问题 ， 即 定 解 问题 以 及 定 解 问题 适 定性 概念 . 


1.1.1 基本 概念 :古典 解 和 广义 解 


含有 未 知 函 数 wx(zriyza,…，z) 及 偏 导数 的 方程 称 为 偏 微分 方程 , 如果 方 程 
中 出 现 的 偏 导 数 最 高 阶 为 mx 则 称 方程 为 m 阶 偏 微 分 方程 . 进一步 ,如果 方程 关 
于 4 及 4 的 各 阶 偏 导数 都 是 线性 的 , 则 称 方程 为 m 阶 线性 偏 微分 方程 
二 阶 线性 偏 微 分 方程 的 一 般 形式 为 
Lu=f (1.1.1) 
其 中 算 子 工 定义 为 
L = Dt hte (1.1.2) 


ox 


其 中 a; .6;、c 和 了 都 是 变量 上 = (rzz， ro) 的 函数 ,显然 ,可 以 写 出 无 数 偏 微 
分 方程 ,但 并 不 是 每 个 方程 都 有 它 的 实际 应 用 . 因此 我 们 主要 讨论 物理 和 工程 中 
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出 现 的 方程 , 这 样 的 方程 称 为 数学 物理 方程 . 典型 的 数学 物理 偏 微分 方程 有 三 
类 : 波动 方程 . 输 运 方程 以 及 位 势 方程 , 它们 分 别 具 有 以 下 形式 
(1) 波动 方程 


un — al Vi = flr,t) (1.1.3) 
(2) 输 运 方程 
us- avVh= g(r,t) (1.1.4) 
(3) 位 势 方程 
Vd = h(r) (1.1.5) 
其 中 rr= (zx1,x2,… ,Xx,) 表 示 空 间 变量 ,t 表示 时 间 变 量 ,V 为 Laplace 算 子 
vy?= Sy 2 (1.1.6) 


显然 , 以 上 三 个 方程 是 二 阶 线性 偏 微分 方程 (1.1.1) 的 特例 . 

以 二 阶 线性 偏 微 分 方程 (1.1.1) 为 例 , 我 们 来 说 明 方 程 解 的 概念 . 式 (1.1.1) 
的 解 是 指 函 数 u(xz1,x;,… ,x ) 具 有 方程 出 现 的 各 阶 连续 偏 导 数 , 使 方程 的 左边 
恒 等 于 右边 ,这 样 的 解 称 为 式 (1.1.1) 的 古典 解 . 考虑 二 个 自 变量 (xz,i) 的 波动 方 
程 


Ey =0 _ (1.1.7) 
作 变 换 
C= 7= (1.1.8) 
则 式 (1.1.7) 变 成 
32 
了 3 = 0 (1.1.9) 
上 式 的 解 可 积分 两 次 得 到 ,具有 一 般 形式 
u(¢,7)= F(t)+ G(y) (1.1.10) 


显然 上 式 是 式 (1.1.9) 解 的 基本 条 件 是 , F(t) 和 G(7) 必 须 具 有 连续 的 一 阶 偏 导 
数 . 回 到 原来 的 变数 ,可 得 式 (1.1.7) 的 通 解 为 : 

u(rz,t) = F(x +t)+ G(r-1) (1.1.11) 
把 上 式 代 入 式 (1.1.7), 显然 要 求 F(x+t) 和 G(x 1) 关于 (xz,t) 具 有 连续 的 一 
阶 和 二 阶 偏 导数 . 由 此 可 见 , 尽管 式 (1.1.7) 与 (1.1.9) 可 通过 变换 式 (1.1.8) 等 
价 起 来 , 但 二 者 的 古典 解 对 函数 下 和 G 有 不 同 的 光滑 性 要 求 . 式 (1.1.11) 中 任意 
函数 下 和 G 由 其 他 附加 条 件 决定 . 如 果 我 们 要 求 x(z,z) 满 足 初始 条 件 

& ,=-o= f(z); ul|so = g(x) (1.1.12) 
则 下 和 G 应 满足 
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f(x) = F(x)+ G(x) 
g(r)=F(r)-G (xz) (1.1.13) 
不 难 求 得 
2F(z) = fC) + | gd; 26G(z) = f(x) -god 
其 中 c 为 任意 实数 . 于 是 满足 初始 条 件 式 (1.1.12) 的 式 (1.1.7) 的 解 为 
a(x,t) = [f(r -+f(rt +i ed (1.1.14) 


上 式 称 为 d Alembert 公式 . 显然 ,上 式 满足 式 (1.1.7) 的 条 件 是 f(x) 具 有 连续 的 

一 阶 和 二 阶 导 数 , 而 g(z) 具 有 连续 的 一 阶 导数 , 即 要 求 FE C?*, gE€ Cl, 否则 式 

(1.1.7) 和 (1.1.12) 不 存在 古典 解 . 但 是 , 实际 物理 问题 往往 不 能 给 出 具有 如 此 
光滑 性 的 函数 f 和 g, 而 这 样 的 问题 却 有 实际 意义 . 例如 考虑 f 和 g 具有 形式 
2(x’ -1), Izl 志 1 

/n=1 0 ry 

显然 ,， f(x) 在 += + 1 处 一 阶 导 数 连续 , 但 二 阶 导 数 间 断 . 因此 ,严格 地 讲 
式 (1.1.7) 和 (1.1.15) 不 存在 古典 解 . 但 如 果 把 式 (1.1.15) 代 入 式 (1.1.14) 有 


g(x)=0 (1.1.15) 


u(x,t) = u(r,t)+ u(r,t) (1.1.16) 
其 中 
_ 2 2 之 
st) = 0 SS (1.1.17) 
0， 1 之 一 上 1>1 
2 _ 2 < 二 
ml) = 10 1 ， 1x+tl 夺 1 (1.1.18) 
0 ， 1x+tiI>1i 


显然 , 在 x-t 平面 上 除 四 条 直线 |x+1| 1 外, 式 (1.1.16) 满 足 波 动 方 程 (1.1.7). 
因此 , 可 把 式 (1.1.16) 看 作 式 (1.1.7) 的 一 种 广义 解 . 由 于 在 |x+1|=1 上 (x,t) 
的 二 阶 导数 间断 , 但 一 阶 导数 连续 , 故 这 种 广义 解 也 称 为 弱 间 断 解 

因此 ， 有 必要 推广 方程 解 的 含义 ,引进 广义 解 的 概念 , 广义 解 有 多 种 定义 ， 
本 节 介 绍 基于 函数 序列 收敛 概念 定义 的 广义 解 ,在 以 后 的 讨论 中 , 我 们 将 根据 具 
体 情况 , 给 出 广义 解 的 具体 定义 . 仍然 以 式 (1.1.12) 为 例 , 存在 古典 解 的 条 件 
EC 和 ggECI 不成立, 但 可 设想 用 下 述 方 法 来 解决 这 一 问题 . 我 们 选取 函数 序 
列 1 ,1 和 |g,1, 并 且 序 列 的 每 个 元 素 满足 f, E C 和 g, EC!, 于 是 对 每 一 对 广 
和 gg, 可 以 建立 一 系列 初 值 问 题 


“一 一 学 =0 (1.1.19) 


9u 
i120 = fu(7x); a7 


Un = g, (zx) (1.1.20) 


t-0 
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显然 , 这 些 初 值 问 题 的 古典 解 存在 且 为 
u(x,t) = [f(x 1)+ f(x+t)]+ 二 mod (1.1.21) 
当 wn 一品 时 ,如 果 序 列 | ,1 和 ig, | 在 " 某 种 意义 下 " 收 傅 到 f(x) 和 g(x) 


lim f, = f(x); lim g, = g(x) (1.1.22) 
并 且 1ui 也 在 “ 某 种 意义 下 "收敛 到 某 个 函数 u(x,z) 
lim u(x ,1t) ~ u(r,t) (1.1.23) 


则 把 u(x ,z) 称 为 * 某 种 意义 下 "的 广义 解 . 所 谓 “ 某 种 意义 下 ”", 可 以 是 严格 的 一 
致 收 但 ,也 可 以 是 “平均 收敛 "( 见 第 二 章 ) 或 “ 弱 收 化 "( 见 第 三 章 ),， 只 要 我 们 对 “ 某 
种 意义 下 ”的 选择 恰当 , 那么 所 得 的 广义 解 也 有 意义 . 

对 一 般 的 方程 (1.1.1), 设防 数 序列 iu, | 满足 可 微 条 件 (L 中 出 现 的 各 阶 导 
数 ) 且 在 “ 某 种 恰当 意义 下 "收敛 到 " 


lim uv = & (1.1.24) 
如 果 Lu 也 在 “ 某 种 恰当 意义 下 " 收 傅 到 f 
lim Lu, = (1.1.25) 


则 我 们 称 4 为 式 (1.1.1) 的 广义 解 . 
1.1.2 两 个 自 变量 二 阶 线性 方程 的 分 类 和 化 简 
考虑 二 个 自 变量 (zx,y) 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 


Lu=a 2 + 26b 六 + c 3 
其 中 a、b、c.d.e.f 和 gg 都 是 x 和 y 的 
已 知 函 数 . 我 们 从 下 列 问题 引出 上 式 的 
， 特征 方程 ,然后 根据 特征 方程 来 对 方程 
“i 进行 分 类 和 化 简 . 设 在 x-y 平面 上 给 定 
兴 曲线 C ,如 图 1.1.1，C 的 参数 方程 为 
ee z= y(t) 
eg y= yl) (1.1.27) 
在 C 上 给 定 xw= u(x,y)= ulgyg(i), 
Vi) Dept y(t)] 以 及 y= 
uyL p(t), y(t)1, 且 满 足 相 容 性 条 件 

图 1.1.1 曲线 C 及 邻 域 C” du ,dz dy 

dt Pagad 

曲线 C 上 的 wu 、p 和 g 称 为 Cauchy 数据 . 问题 是 , 由 C 上 给 定 的 Cauchy 数据 ， 如 
何 求 C 的 邻 域 C 上 w(x,，,y) 的 值 ? 利用 Taylor 展开 


9 9 ; 
和 + tgu=f (1.1.26) 


(xo. yo) 
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az sy ) u(ro,y0) t+ pAr + qAy + Buoyo) Ar) 


1 1 
十 Fy (Kory0)( Ay) + DF uy (Tor yO)ATAY 十 … 


其 中 (zyo) 在 C 上 , (zy )=(zo+Azryo+Ay) 在 C 上 . 为 此 , 至 少 必须 知 
道 C 上 zx(zryy) 的 二 阶 偏 导数 i, us 和 wu,. 在 C 上 有 


dp dp dx ,9p dy dr dy 
dt ar dt 十 ay dt 一 Ure di 十 Wry dr (1.1.28) 
和 (1.1.29) 


di or dt dy di > dt 
因为 u(x ,y) 是 式 (1.1.26) 的 解 ,， 故 从 式 (1.1.26) ~(1.1.29) 可 得 决定 u, we 
和 ww 的 线性 方程 组 


dz + do .dp : 
di + dy ,+0 uw = (1.1.30) 
.dy dg 
0 wu, + gr + yu = (1.1.31) 
auye +t 2bury + cuyy = f—- (dp+egt+ gu) (1.1.32) 
上 述 方程 的 解 是 否 存在 , 依赖 于 系数 行列 式 的 性 质 
a 20 ce 2 1 
; dy dx y dx 
A > 0 = a 全 ) 0 a dt (时 ) 
0 x yy 


如 果 曲 线 C 满足 4A 夭 0, 则 解 存 在 且 惟 一 . 反之 , 如 果 4=0, 则 Cauchy 数据 p 、g 
和 “不 能 任意 给 定 ， 否 则 方程 组 无 解 . 满足 A=0， 即 满足 方程 


dy “ dx dy dx 2 
[| 2 a7 守 + ec( 凶 | =0 (1.1.33) 


的 曲线 C 对 式 (1.1.26) 有 重要 意义 , 称 之 为 特征 曲线 . 相应 地 , 式 (1.1.33) 称 为 
特征 方程 . 因此 在 特征 曲线 上 ,Cauchy 数据 p 、g 和 不 能 任意 给 定 . 式 (1.1.33) 
可 改写 成 形式 


dy dy _ 
a (全) 2 +e=0 (1.1.34) 
于 是 可 解 出 
dy 一 
人 = (s+ Vb) (1.1.35) 


因此 , 特征 曲线 是 否 存 在 依赖 于 (64? - ac): 
(1) 当 5b? -ac>>0, 存 在 两 根 实 的 特征 曲线 ; 
(2) 当 刀 -ac=0, 两 根 实 的 特征 曲线 退化 成 一 根 ; 
(3) 当 妆 -ac<0, 不 存在 实 的 特征 曲线 . 
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据 此 可 把 式 (1.1.26) 作 下 列 分 类 , 称 式 (1.1.26) 是 : 

双 曲 型 的 : 如 果 6b? -ac >0; 抛物 型 的 : 如 果 刀 -ac=0; 椭圆 型 的 : 如 果 
b*—ac<0. 

由 于 a .6 和 c 是 (z,y) 的 函数 , 故 上 述 分 类 只 在 某 一 区 域 才 成 立 . 当 方 程 在 
不 同 的 区 域 具 有 不 同 的 类 型 时 , 称 之 为 混合 型 的 . 当 a、6b 和 * 为 常数 时 ,方程 在 
整个 (xz,y) 平 面 内 类 型 不 变 . 

例 1.1.1 一 维 波动 方程 (1.1.7) 是 双 曲 型 的 , 可 求 得 二 簇 实 的 特征 曲线 x 土 
t= 常数 ,它们 是 x-t 平面 上 的 直线 簇 ; 一 维 热 导 方程 


是 抛物 型 的 ， 只 有 一 徐 实 特征 曲线 := 常数, 是 zt 上 平面 上 平行 于 x 轴 的 直线 ;二 
维 Laplace 方程 
Py Py 
3 ay 
是 椭圆 型 的 , 不 存在 实 的 特征 曲线 . 
例 1.1.2 混合 型 方程 最 曲 型 的 例子 是 Tricomi 方程 


a (1.1.36) 


上 半 平 面 y>0, 方程 是 椭圆 型 的 ; 下 半 平 面 y<0, 方程 是 双 曲 型 的 , 这 时 具有 二 
能 实 特征 曲线 | 


z+ 半 VC = 常数 (1.1.37) 


而 在 z 轴 上 y= 10, 方程 是 抛物 型 的 . 
利用 特征 曲线 , 可 对 式 (1.1.26) 进 行 化 简 , 从 而 求 出 其 标准 形式 . 分 三 种 情 
况 讨论 : 
(1) 方程 (1.1.26) 是 双 曲 型 的 , 这 时 可 从 式 (1.1.34) 求 得 两 根 实 特征 曲线 
pli(z,y) = 常数 ; pz(z,y) = 常数 (1.1.38) 
利用 隐 范 数 微 分 关系 


人 
dz 2 i , (1 人 1,2) 


可 得 y; 满足 的 方程 为 
2 - 2 
a (3E) +26 于 且 +c( 澡 ] =0 (1.1.39) 
由 于 式 (1.1.38) 是 式 (1.1.34) 的 两 个 独立 解 ,， 故 Jacobi 行列 式 不 等 于 零 
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21 291 
D(g1,92) | dr 9y 
D(z，,y1 9 92 9 92 二) 
ar ay 
因此 可 取 变 换 
t= 91(7,y); 7 = p(x,y) (1.1.40) 
代入 式 (1.1.26) 并 利用 式 (1.1.39) 可 得 方程 
Ou du du 、 
5557+D5+E5+R 二 G (1.1.41) 


其 中 DE.\F 和 G 是 重新 定义 的 已 知 函 数 (为 了 方便 ,下 面 经 常 使 用 这 四 个 字母 ， 
并 不 意味 它们 在 每 个 方程 中 都 一 样 )， 上 式 称 为 Laplace 双 曲 方程 ,其 特征 曲线 是 
§ = 常数; 7 = 常数 

为 《7 平面 上 平行 于 坐标 轴 的 直线 簇 . 进一步 作 变 换 


-s+i. _s-t 
£7 2 7 一 7 (1.1.42) 
式 (1.1.41) 可 化 成 
Ou D27 oau DLL 、 
am oma ttarttus 6 (1.1.43) 


式 (1.1.41) 或 (1.1.43) 为 双 曲 型 方程 的 标准 形式 . 显然 一 维 波动 方程 (1.1.7) 或 
(1.1.9) 是 其 最 简单 的 形式 . 
(2) 方程 (1.1.26) 是 抛物 型 的 , 这 时 只 存在 一 根 实 特征 曲线 


2(z,y) = 常数 (1.1.44) 
pg 同样 满足 式 (1.1.39), 进一步 利用 如 -ac=0 可 化 成 
(ite 32) =0 (1.1.45) 
工 y 


取 &= p(x,y) 以 及 任意 函数 y= w(x,y), 只 要 两 者 浮 数 独立 (Jacobi 行列 式 不 等 
于 零 ), 代 入 式 (1.1.26) 有 
On 9 on 


r+ DaetEartPe™ 6 (1.1.46) 

进一步 作 函 数 变 换 
v= exp| -二 | Ee rdr | (1.1.47) 

式 (1.1.46) 又 可 写成 
3 - DPRE= Fu+t6 (1.1.48) 


he ee FE SO te He tr 
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形式 . 
(3) 方程 (1.1.26) 是 椭圆 型 的 ， 因 无 实 的 特征 曲线 存在 , 式 (1.1.34) 的 解 只 
能 是 复 函 数 ,， 故 设 
o(zy) = 9t(zy) +ipz(z,y) = 常数 (1.1.49) 
是 式 (1.1.34) 的 一 个 解 ， 则 可 取 变 换 
上 = Relg] = p(x,y); 7= Im[p]= g(x,y) (1.1.50) 
由 于 p(x ,y) 满 足 
oop\? 9 9 oo\? 
到 | +20 52 . 2 dl -0 (1.1.51) 
把 式 (1.1.49) 或 (1.1.50) 代 入 上 式 , 实 部 和 虚 部 分 开 可 得 
EN? 9&e 986 ae anY a7 97 anY 
a 二) 0 dy clo) 加 ‘(并 |) + 26 37 ay (到 
ae at dE 9n at6gd 9&9 
| 
利用 上 二 式 和 式 (1.1.50) 式 (1.1.26) 可 化 成 
gz 9 au 9 、 
和 (1.1.52) 
上 式 为 椭圆 型 方程 的 标准 形式 . 显然 二 维 Laplace 方程 是 其 最 简单 的 形式 . 
例 1.1.3 把 Tricomi 方 程 化 成 标准 形式 .Tricomi 方程 的 特征 方程 为 
y (Ee) +1 =0 (1.1.53) 
在 椭圆 型 区 域 >>0, 上 式 化 成 dz+iVydy=0, 故 
z+i 半 V33 = 常数 (1.1.54) 
取 变 换 
和 E 三 工 7 = 子 y (1.1.55) 
式 (1.1.36) 变 成 标准 形式 
a2u du 1 du 
a pt ayay™ © (1.1.56) 
在 双 曲 型 区 y<0, 式 (1.1.53) 化 为 drtv -ydy=0, 故 
z 寺 了 VC 3) = 常数 (1.1.57) 
取 变 换 
6=x- 子 (一 y); TE (1.1.58) 


3 
式 (1.1.36) 化 为 标准 形式 
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1.1.3 多 个 自 变量 线性 方程 的 分 类 和 标准 型 


由 1.1.2 小 节 的 讨论 知 , 方程 的 类 型 取决 于 式 (1.1.26) 左 边 包含 二 阶 偏 导 数 
的 项 , 这 些 项 称 为 方程 的 主 部 . 因此 , 对 ”个 自 变 量 的 二 阶 方 程 (1 ， 1.1), 只 要 考 
虚 式 (1.1.2) 的 主 部 Lo 即 可 

Lo = > 3 2 (1.1.60) 


X97 


在 n 维 空间 中 一 点 r= (x1,x2,… ,x;) 的 邻 域内 考虑 二 次 式 


40) = > Oa, (1.1.61) 


其 中 40 = aj (zz ,0 )， 我 们 总 可 取 di = aji， 并 设 它们 都 是 实数 ,这样 以 
al 为 元 素 的 矩阵 是 实 对 称 和 矩阵 ,存在 实 线性 变换 


= > co (1.1.62) 


可 化 二 次 式 (1.1.61) 为 标准 型 


A(7)= 2 a CN 一 > ( > agcgcy jpn 
并 ki=1 i7=1 
二 > ak MN = 三 Dn (1.1.63) 


其 中 鸣 = acdc ,而 i 只 了 1，- 1 或 者 0. 
另 一 方面 ， 在 下 =(zuz yzo) 邻 域内 ， 利用 式 (1.1.62) 的 系数 方 阵 c= 
[co 的 转 置 方 阵 c = [ch] 作 变换 
= Det, (i = 1,2,… ,7) (1.1.64) 
代入 式 (1.1.1) 和 (1.1.2)， 其 主 部 的 变换 为 
> 7 2 和 - > (De je 二 的 ay 


了 D2 n D2 
一 0 2 Ve ou 
= a 二 E . 1.1.65 
vy (1.1.65) 


根据 上 式 作 下 列 分 类 : 
(1) 如 果 所 有 的 ep = 1 或 者 -1, 即 二 次 式 (1.1.61) 是 正定 的 (或 负 定 的 ), 则 
称 式 (1.1.1) 在 点 r?= (x9,zx9,…,x0) 的 邻 域 为 椭圆 型 的 , 这 时 式 (1.1.1) 可 化 成 


(1.1.59) - 
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标准 形式 
2 (1.1.66) 
同样 为 了 方便 , 字母 b,c 和 上 在 下 面 多 次 使 用 , 但 并 不 意味 它们 相同 . 


(2) 车 在 r? = (x9,x9,…,7x0) 点 有 (nn 一 1) 个 oe =1( 或 -1), 而 另 一 个 为 -1 
(或 +1) 则 称 式 (1.1.1) 在 点 r?= (x?,zx3,… ,x ) 的 邻 域 为 双 曲 型 的 ， 有 标准 形式 


ee 
a Dm + cu = 矿 (1.1.67) 


和 
+1), 且 7 及 n 一 />1, 则 称 式 (1.1.1) 在 点 ro0= (zzl,…,zo) 的 邻 域 为 超 双 曲 
型 的 


{2 
2 > + cu = ff. (1.1.68) 

(4) 最 后 ， 如 果 恰 有 一 A ee 
(1.1.1) 在 点 ?= Eo ee 有 标准 形式 

3 9a? AN ou 
< 2 2 bi 3 +cu=f. (1.1.69) 

如 果 a; 为 常数 ， i a 显然 在 全 空间 内 , 波动 方程 
(1.1.3) 是 双 曲 型 的 , 输 运 方程 (1.1.4) 是 抛物 型 的 , 而 位 势 方程 (1.1.5) 是 椭圆 
型 . 由 此 可 见 , 波动 方程 . 输 运 方程 和 位 势 方程 确实 是 三 类 典型 方程 . 

例 1.1.4 考虑 L= 一 V:[p(r)V ]+g(r). 如 果 在 区 域 G 内 记 (r)>0, 则 革 
在 G 内 是 椭圆 型 的 , 于 是 方程 


plr)us t+ Lu = f(r,t) (1.1.70) 
plr)u+Lu = flr,t) (1.1.71) 
Lu = f(r) (1.1.72) 


其 中 o(r) >0, 分 别 在 G 内 属 双 曲 型 .抛物 型 和 椭圆 型 方程 , 以 上 三 个 方程 分 别 
是 比 式 (1.1.3) 一 式 (1.1.5) 更 为 一 般 的 波动 方程 . 输 运 方程 和 位 势 方程 , 它们 分 
别 描写 非 均匀 介质 中 的 波动 , 输 运 和 热平衡 . 


1.1.4 数学 物理 方程 的 一 般 性 问题 


我 们 知道 x 阶 常 微分 方程 的 通 解 依 赖 于 ”个 任意 常数 , 这 些 常 数 由 初始 条 件 
或 边界 条 件 决 定 . 对 偏 微分 方程 , 问题 要 复杂 得 多 , 通 解 一 般 依赖 于 任意 函数 . 例 
如 一 维 波动 方程 (1.1.7) 的 通 解 式 (1.1.11) 依 赖 于 二 个 任意 水 数 下 和 G, 为 了 决 
定 这 些 任意 函数 ， 必 须 附 加 其 他 条 件 ， 这 些 条 件 由 具体 的 物理 问题 给 出 我 们 主 
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要 讨论 下 列 三 类 条 件 : 
(1) 初始 条 件 : 例如 对 波动 方程 (1.1.70) 和 热 导 方程 (1.1.71), 变量 上 具有 
时 间 意 义 . 一 般 给 定 1=0 时 u(r, zt) 的 值 


| ul,o= pr) (1.1.73) 
对 波动 方程 , 由 于 出 现 对 上 的 二 阶 偏 导数 , 故 还 必须 有 
ulio = VCr) (1.1.74) 


这 样 的 问题 称 为 Cauchy 问题 或 初 值 问题 . 
(2) 边界 条 件 : 对 椭圆 型 方程 (1.1.72), 一 般 给 定 区 域 G 的 边界 9G 上 u(r) 
及 u(r) 的 法 向 导数 之 间 的 线性 关系 


(wm 十 pa) , | 
当 a=1,B8=0 时, 称 为 第 一 类 边界 条 件 ; 当 a =0,p8=1 时 , 称 为 第 二 类 边界 条 
件 ; 当 a 关 0,B 关 0 时 , 称 为 第 三 类 边界 条 件 . 这 样 的 问题 称 为 边 值 问 题 . 

(3) 混合 条 件 : 当 考 虑 有 限 区 域 G 内 的 波动 或 输 运 问题 时 ,必须 同时 给 定 初 
始 条 件 以 及 边界 条 件 , 这 样 的 问题 称 为 混合 问题 . 

上 述 初 始 条 件 或 边界 条 件 统称 为 定 解 条 件 , 求 偏 微 分 方程 满足 定 解 条 件 的 解 
的 问题 称 为 定 解 问题 . 注意 ,边界 条 件 式 (1.1.75) 是 线性 的 ,， 如果 边 界 条 件 非 线 
性 , 即使 方程 是 线性 的 , 整个 定 解 问 题 也 是 非 线 性 的 . 一 个 典型 例子 是 重力 作用 
下 水 表面 波 问题 , 方程 为 Laplace 方程 , 但 水 表面 的 边界 条 件 是 非 线性 的 . 

从 物理 上 看 , 定 解 问题 的 意义 也 很 明显 ,因为 方程 本 身 描述 物理 系统 的 一 般 性 规 
律 , 一 个 具体 的 物理 系统 必须 与 外 界 有 相互 作用 , 这 样 的 相互 作用 就 反映 在 边界 条 件 
上 . 此 外 , 一 个 系统 随时 间 的 变化 还 与 它 的 “历史 ”有 关 , 初始 条 件 即 反映 了 这 点 . 

由 以 上 讨论 可 知 ,对 位 势 方 程 ,我 们 一 般 讨 论 边 值 问题 , 即 定 解 条 件 为 给 定 
边界 上 的 数值 与 法 向 导数 的 关系 (1.1.75), 而 对 波动 方程 和 输 运 方程 则 可 提 混 合 
问题 或 初 值 问题 .这 不 是 偶然 的 , 它 涉 及 定 解 问题 的 适 定性 , 其 含义 是 : 如 果 定 解 
问题 同时 满足 下 列 三 个 条 件 : 

(1) 存在 性 : 即 定 解 问题 存在 古典 解 ; 

(2) 惟一 性 : 如 果 解 存在 , 是 否 惟一 ? 

(3) 稳定 性 : 例如 初始 条 件 式 (1.1.73) 或 (1.1.74) 中 g(r) 或 y(r) 有 微小 变 
化 , 解 的 变化 情况 如 何 ? 

那么 称 定 解 问题 在 古典 意义 下 是 适 定 的 , 否则 , 称 定 解 问题 在 古典 意义 下 不 
适 定 . 由 实际 物理 问题 导出 的 定 解 问题 ,其 解 一 般 存在 且 惟 一 , 而 稳定 性 具有 十 
分 重要 的 意义 . 因为 无 论 是 初始 条 件 中 的 数据 , 还 是 边界 条 件 中 的 数据 ,甚至 方 
程 中 的 非 齐 次 项 , 都 是 由 实验 测 得 , 必定 存在 误差 ,如 果 它 们 的 微小 误差 带 来 解 
的 很 大 变化 , 则 在 古典 意义 下 这 个 问题 已 没有 多 大 实际 意义 . 此 外 , 解 的 存在 性 


= b(r) (1.1.75) 
G 
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涉及 所 给 定 解 条 件 的 相 容 性 ， 如果 给 出 了 矛盾 的 定 解 条 件 , 解 显然 是 不 存在 的 ,而 
惟一 性 问题 则 涉及 所 给 定 解 条 件 的 完备 性 问题 . 

随 着 近代 科学 技术 的 发 展 , 出 现 了 许多 不 适 定 问题 , 这 些 不 适 定 问题 具有 明 
显 的 物理 意义 . 一 个 典型 例子 是 重力 探矿 中 导出 的 Laplace 方程 的 Cauchy 问题 ， 
在 古典 意义 下 , 这 个 问题 是 不 适 的 ( 见 1.4 节 和 5.1 节 的 讨论 ). 为 此 发 展 了 许多 
求解 不 适 定 问题 的 方法 , 我 们 将 在 第 七 章 作 简单 介绍 . 


1.2 波动 方程 与 Cauchy 问题 的 适 定性 


本 节 讨 论 最 简单 的 双 曲 型 方程 ， 即 波动 方程 的 若干 重要 性 质 . 主要 有 : 波动 
方程 的 Cauchy 问题 .混合 问题 和 齐 次 化 原理 ,以 及 能 量 不 等 式 和 适 定性 问题 . 尽 
管 讨 论 以 波动 方程 为 主 , 但 许多 定性 的 结果 对 一 般 的 双 曲 型 方程 成 立 . 

1.2.1 波动 方程 的 Cauchy 问题 

考虑 波动 方程 的 Cauchy 问题 
0 本 (n 3) 

u(r,t) 1,-0 = 9(r); u(r,t) ,0 = Yr) (1.2.1) 
其 中 r= (zi,zz，…zn). 我 们 用 球面 平均 法 求 n =3 时 式 (1.2.1) 的 解 ,基本 思 


想 是 ; 代替 直接 求 u(r,t), 先 计算 z 时 刻 以 r 为 中 心 , 半径 为 & 的 球面 $3。 上 4 的 
平均 值 , 如 图 1.2.1. 设 球面 S。 上 流动 坐标 为 六 = (x ,x ,,x 3)， 则 


E = V (zi 工人 1) 十 (ry a 并 人 十 (Zz3 并 人) 
而 u(r,z) 的 平均 值 4(&,z) 为 


(x1 x2 ,xX3) 


u (é,1) = ulr’ ti)dS- 


2 
4re2 册 5 
(1.2.2) 
其 中 dS 是 Se 上 的 面 元 . 如 果 求 得 u(&， 
i ), 只 要 令 &->0, 于 是 应 该 有 
u(r,t) = lim[ u (&€,£)] 
(1.2.3) 
设 球面 Se 包围 的 体积 为 Ve, 对 (1.2.1) 
第 一 式 两 边 在 S。 内 作 体 积分 


图 1.2.1 球面 平均 | udre = | Vidre (1.2.4) 
* € 
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人 式 (1.2.4) 右 边 
|, V ddre= | dS = | .3 2d0 


_- -al ae (1.2.5) 


得 到 上 式 , 已 利用 
1 , ,1 
u (Et) = iel ,1)dS” = 二 | an (1.2.6) 


其 中 dQ 为 立体 角 元 dQ= sin0dbdp, 而 式 (1.2.4) 左 边 
92 ? 92「 92 (§ ，- 

| ,wan 二 S| aanda = a = 4r a] ?a dri 

因此 有 
2 re 
2 i] a ridri (1.2.7) 

上 式 两 边 对 £ 求 导 , 得 u(&,i) 满 足 的 方程 
1 9 ( 2 区 Ca 

é = 0 


£29é8\° 9€) at 
或 者 
二 人- 三 (1.2.8) 
作 变 换 v = sx ， 得 一 维 波动 方程 
92m dv 
5 一 = 0 (1.2.9) 
由 1.1.1 小 节 知 ,，w(&,z) 可 表示 成 
v(£,1) = fi(t ~ €)+ f(t + €) (1.2.10) 
因此 , 球面 平均 (8,i) 为 
5 (1) = Ef €) + falt + €)] (1.2.11) 
当 &>0 时 ,u(&,i) 必 须 有 限 , 故 要 求 
[fi(t ~ é€)+ f(t + é€)]|leo=0 (1.2.12) 
于 是 有 
f(t) = f(t) ff() 
因此 
人 = f(t+€)- f(t-é) (1.2.13) 


两 边 对 & 求 导 
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其 (人 1) = 8+ = [f(t:-é£€)+f (t+ é€)] (1.2.14) 
ee 
u(r,t) = limlu] = 2f (7) (1.2.15) 
为 求 (1), 必须 利用 式 (1.2.1) 中 初始 条 件 , 为 此 计算 
Fg2) = [f(t+€) -f(t é§)] (1.2.16) 
与 式 (1.2.14) 相 加 得 
次 (人 0) + 六 (G8) = 2f (t+ §) (1.2.17) 
令 :=0 得 


[二 (ec + #2)]| = 2 广 (6) 
把 式 (1.2.6) 代 和 人 上 式 ,得 
2F(6)= |; | 民 二 | 0) | 
eu EA 0 | yag| 


当 &=t 时 , 由 式 (1.2.15) 


t=0 


u(r,t) = 2f(€) 1s-， 
故 最 后 得 


u(r,t) = 人 tpd9 + :| Yaa] (1.2.18) 


式 中 S, 是 半径 为 1、 圆心 在 r 点 的 球面 : 
Ir-r | = 忆 . 用 球面 元 表示 ， 上 式 变 为 


Ea ds |. as | 


(1.2.19) 
其 中 上 =|lr-r|， 上 式 即 为 三 维 波动 方 
程 Cauchy 问题 的 解 ， 称 为 Poisson 公式 . 
当 wp 和 y 分 别 具 有 连续 的 三 阶 和 二 阶 偏 
导数 时 , 即 pg € C3,VE C:, 不 难 验 证 式 
(1.2.18) 或 (1.2.19) 确 是 三 维 波动 方程 
图 1.2.2 Huygens 原理 Cauchy 问题 的 古典 解 . 由 式 (1.2.19) 可 
知 , 点 处 x(r,t) 的 值 完 全 由 球面 
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(zi x) +(r2- x) +(r- rr) =7 
上 的 初始 分 布 p 及 y 值 决定 , 如 果 yp 和 y 局 域 在 某 一 区 域 G 中 , 如 图 1.2.2, 当 
td 或 :>D 时 ,了 点 处 u(r,t) 等 于 零 , 其 中 4d 和 DD 分 别 是 r 点 到 G 的 最 小 和 
最 大 距离 . 因此 波动 有 明显 的 前 阵 面 和 后 阵 面 , 该 现象 称 为 Huygens 原理 . 

对 二 维 波动 n =2, 初 值 分 布 

u |,-0 = p(x,T2); us | = y(x1, 7x2) 
可 看 作 三 维 情况 的 特殊 情况 , 故 式 (1.2.19) 仍 成 立 . 由 于 初始 条 件 与 z3 无 关 , 故 
可 积 出 . 把 积分 投影 到 x1 -zz 平面 上 , 球面 元 与 平面 元 之 间 有 关系 

dS cosy = qzi dx» 

其 中 7 为 两 个 面 元 的 法 向 之 间 的 夹 角 

cosy = Vt — (zi— rx) (rx) 


代入 式 (1.2.19) 可 得 


1 多 (zz Jdry dz 


2 DV-( (zi1—- x1) (zy -zx ) 


u(x1,T2,t)= 


g(x1 ,x )dzi dz 


+ 去 六 |， D Vi? ( 


(1.2.20) 


坟 zx) (za x) 


其 中 D 为 圆 域 
(xz1- X11) +(r2- x) 

对 二 维 Cauchy 问题 , 由 于 积分 在 圆 面 上 
进行 ,如 图 1.2.3, 故 Huygens 原理 已 不 
再 成 立 . 进一步 对 式 (1.2.20) 使 用 降 维 
法 ,可 得 一 维 波 动 方程 Cauchy 问题 的 
解 ， 设 初始 条 件 为 

u |, -0 一 p(x1) 

|, = yes) (1.2.21) 图 1.2.3 积分 在 圆 内 进行 
作 坐 标 平移 六 =zr -zi 7P= 一 2， 
在 圆 域 积分 , 式 (1.2.20) 化 成 


2 


O x 


( = 却 | 人 d | 和 d72 
u(x1,t)= 元 _» zl + TJ1) dn /3 J 
/于 -了 dn 


”于 = p(xzit an] _V 云 VE (1.2.22) 
T7177 


2 


求 出 积分 得 到 
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u(x1,t) = 划 ve + 71)d7i + 二 P| wz + 71)d71 
即 
ui 洒 = 4 [g(a tt) + p(t)]+ #/" yr)ar (1.2.23) 
上 式 与 式 (1.1.14) 一 致 . 当 pgp€C ,yyE€ CI! 时 不 难 验证 上 式 确 是 一 维 波动 方程 
Cauchy 问题 的 古典 解 . 
进一步 分 析 式 (1.2.23) 的 意义 , 考察 局 域 在 [a,6] 区 域内 的 初始 分 布 ,如 图 
1.2.4, 经 过 时 间 t 后 , 波动 到 达 的 范围 ( 受 初始 分 布 影响 的 区 域 ) 由 不 等 式 
a-t<r<b+t, (1>0) (1.2.24) 
限定 . 而 在 此 范围 以 外 , 则 u(xzi,t)=0. 在 zx1-t 平面 上 ， 上 式 表示 的 区 域 称 为 
区 域 [ < ,65] 的 影响 区 域 ， 如 图 1.2.5. 


9 或 少 


影响 区 域 


a 


图 1.2.4 初 值 局 域 分 布 图 1.2,5 [a,5] 的 影响 区 域 


由 式 (1.2.23) 可 知 , & 在 (zi,t) 点 的 值 仅 仅 依 赖 于 ri 轴 上 区 间 [zrl- 
ZX1+t] 上 的 初始 分 布 , 而 与 其 他 点 上 的 初始 分 布 无 关 , 因此 区 间 [zi -zzt+z] 
称 为 点 (xz1,t) 的 依赖 区 间 . 作 二 条 直线 

XI=a+t+t; XI=60-—£ (1.2.25) 

及 zi 轴 围 成 的 三 角形 区 ,如 图 1.2.6， 
在 此 区 域内 的 任 一 点 (zi,z) 的 依赖 区 间 
都 落 在 区 间 [c ,6] 之 内 部 . 因此 , 解 在 此 
三 角形 区 域 中 的 值 就 完全 由 [ae ,5] 上 的 
初始 分 布 决定 , 而 与 此 区 域外 的 初始 分 
布 元 关 , 这 个 三 角 区 域 称 为 [a ,bj 的 决 
4 ba 定 区 域 . 给 定 [a ,5] 上 初始 分 布 , 就 可 以 
在 其 决定 区 域 中 求 得 Cauchy 问题 的 解 . 
值得 注意 的 是 ,一 维 波 动 方程 的 特 


图 1.2.6 [ea,b 的 决定 区 
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征 线 (x1+z= 常数 ) 起 着 十 分 重要 的 作用 , 这 正 是 双 曲 型 方程 的 普遍 特性 ， 即 在 
yi- 平面 上 , 波动 沿 特 征 线 传播 . 


1.2.2 非 齐 次 波动 方程 和 推迟 势 


考虑 非 齐 次 方程 的 Cauchy 问题 
ur + Lu = g(r,t) (1.2.26) 
其 中 L= 一 VY-[p(r)V]+ ql(r), 在 区 域 G 内 p(r)>0, 故 上 式 是 双 曲 型 方程 . 
设 初始 条 件 与 式 (1.2.1) 中 相同 . 由 于 式 (1.2.26) 是 线性 方程 , 可 令 w= xi + wa， 
其 中 ui(r ,i) 满 足 齐 次 方程 ,但 初 值 不 为 零 ， 如 式 (1.2.1) 中 所 表达 ，u2(r ,i ) 满 
足 非 齐 次 方程 , 而 初 值 为 零 . 
Duhamel 齐 次 化 原理 指出 , 只 要 求 得 wj(r,t), 则 ws(r,z) 的 解 可 用 ui(r,!) 
来 表示 . 设 齐 次 方程 的 下 列 Cauchy 问题 
prt+Loy = 0; pl,-. = 0; 9 |,_ ,= g(r,r) (1.2.27) 
的 解 为 p(r,t,r); 则 wz(r,i) 为 


u(r,t) = | gr nar (1.2.28) 
结论 的 证 明 是 容易 的 ,事实 上 因为 


9 
和 pr) + dr = Proc e+ | ear 

=|'3 32dr (1.2.29) 
Ey = + 给 和 dr = g(r, ) + | Sar 


=g(r,t) -| Ledr (1.2.30) 


=g(r,t) 一 L| dr = g(r,t)— Lu; 


故 
a 
5 
因此 式 (1.2.28) 满 足 非 齐 次 方程 . 由 式 (1.2.29) 和 (1.2.30) 立 即 看 出 wz(r,t) 同 
样 满足 齐 次 初始 条 件 . 利用 齐 次 化 原理 及 1.2.1 小 节 的 结果 , 立即 可 求 得 下 列 定 
解 问题 的 解 


= g(r,i) (1.2.31) 


ot 
当 n=3 时 , 由 式 (1.2.19) 得 


92 = 92 
4 2 5 = g(r,t); ul|,-o0 = 0; u|,.o=0 (1.2.32) 
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Sl g(r ,rT) 8’ 
pl(r,t,t) Ee 4r s,, £ dSs (1.2.33) 


其 中 &=|r-r |, 故 
u(r,t) = J (roadr | 加 上 dr (1.2.34) 


作 变 换 上 -rz=zr 则 


_ 工 (人 人 
py 由 ds'dr (1.2.35) 
在 半径 为 = 的 球面 上 , 面 元 为 dS = rd0, 于 是 上 式 变 成 
2 (rt-t) 2,, 
es 二 | tar da (1.2.36) 
上 式 中 积分 相当 于 在 球 |r -| = 万 中 作 体 积分 ,于 是 有 
u(r,t) = | i Ew (1.2.37) 


其 中 dv 是 球 |r -+r 1?*= 2 中 的 体 元 . 上 式 u(r ,zt) 称 为 推迟 势 . 
当 n=2, 利用 式 (1.2.20) 得 


g(x1 ,X22 ,Tdr dz 


EC 
p(x1, Tx2,t,T) 二 | 人 5) > (= zy) (Zz a r2 )2 
其 中 听 为 贺 内 : (x -x +(zx2~ xy? 志 (t1 -Tr)?. 因此 , 当 n=2 时 ,方程 
(1.2.26) 的 解 为 


1 f g(z yz r)drzrdzz dr 
nd LF re 


(2 -rt - (zr- rz) (rr) 
(1.2.38) 
最 后 , 当 n=1 时 , 由 式 (1.2.23) 


p(xr,t,r) = 了 gs,0)ds 
于 是 , 方程 (1.2.32) 的 解 为 
u(r,t) = | p(x,t,rT)dr = Se gs, r)jdsdr. (1.2.39) 


1.2.3 能 量 不 等 式 和 Cauchy 问题 的 适 定性 


为 了 简单 ,考虑 一 维 波动 方程 Cauchy 问题 的 适 定性 问题 . 由 上 面 的 讨论 , 当 
92 和 y 满足 一 定 的 可 微 条 件 时 


u |,-。 一 p(x) 
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ul|,o = yx) (1.2.40) 
的 古典 解 存在 且 由 式 (1.2.23) 表 示 . 
余下 的 问题 是 讨论 式 (1.2.40) 解 的 . 
惟一 性 和 稳定 性 问题 . 为 此 引进 能 量 积 
分 的 概念 . 考虑 图 1.2.7 中 zt 平面 上 
的 三 角形 区 ， 即 区 间 (zi, zz) 的 决定 区 ， 
用 平行 于 z 轴 的 直线 截 三 角 区 为 二 部 
分 , 交 特 征 线 于 (A,B) 二 点 , 线段 AB 
用 L, 表示 , 显然 L, 随 + 变化 , 当 t=0 。 图 1.2.7 在 三 角 区 域 上 作 能 量 积分 
时 ,Lo 表示 三 角 区 的 底 边 zizz. 在 工 ， 


上 作 积 分 
E(L,) -下 [( 合 ) + ( 闫 ) ]az (1.2.41) 
E(L,) 在 物理 七 有 能 量 的 意义 , 故 称 为 能 量 积分 . 下 面 证 明 不 等 式 
E(L,) < E(L,) (1.2.42) 
由 于 E(L,) 之 0, 故 只 要 证 明 E(L,) 随 i 单调 下 降 即 可 ， 即 证 明 
EY <0 (1.2.43) 


因 (A,B) 二 点 坐标 是 1 的 函数 , 故 式 (1.2.41) 中 上 下 限 是 1 的 函数 , 利用 变 上 、 
下 限 求 导 公 式 可 得 
dE(L,) _ 『 au Pu , du du 
dt (有 at2 9x 部 和 ) ” 


A 
— [ui(A)+ ui(A)+ ui(B)+ ui(B)] (1.2.44) 
积分 号 内 第 二 项 分 部 积分 有 

2 2 
Et = | 党 ( 税 - 3 六)dz +2u(A)u (4A) -2u(B)u.(B) 
-[x2(A)+a(4A)+au2(B)+a2z(B)] 
由 于 x 满足 波动 方程 (1.2.40),， 故 
EE A) (AP + Lu(B) + we(B)]2H<0 
因此 , 式 (1.2.42) 得 证 . 利用 式 (1.2.42) 可 证 明 波动 方程 Cauchy 问题 解 的 惟一 
性 : 三 角形 区 域内 的 解 w(xz ,i) 由 [zi,zx2] 上 的 初 值 分 布 惟一 地 决定 , 而 与 此 区 间 
以 外 的 初 值 无 关 . 设 式 (1.2.40) 存 在 两 个 解 ui 和 xz， 则 p= ui 一 u, 满足 


22 2 
?2 _22 -0; 


917 3 pl-o= ptso=0 (1.2.45) 


，20 . 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


由 于 上 =0 时 


ean JI) + (je 


a E(L,)=0, 即 p= p=0, 因此 g= 常数 ， 
又 上 =0 时 p=0, 故 9 二 0， 于 是 al = wu2; 惟一 性 得 证 ! 
为 了 证 明 稳 定性 , 考虑 积分 
Ei(L;) = ERLE (1.2.46) 
对 Ei(L,) 求 导 | 


a dE i duqy - [az(za) + u(r8)] 


< Par < dz+| (全 ) dz 
< eaz ti[( 合 ) + (器 ) Ja 


利用 能 量 积分 式 (1.2.41)， 上 式 变 成 
dE1(L,) 


PEL) + E(L,) (1.2.47) 
两 边 乘 e 可 得 
SleE(L)] Se ECL) (1.2.48) 
故 
Ei(L,) 去 eiE(LI) + (Ee (1.2.49) 
利用 式 (1.2.42)， 上 式 变 成 | 
BT) (1.2.50) 


上 式 称 为 能 量 不 等 式 , 其 意义 是 把 ; 时 刻 解 的 积分 值 E1(L,) 与 初始 给 定 的 条 件 联 
系 起 来 . 下 面 利 用 能 量 不 等 式 来 说 明 Cauchy 问题 式 (1.2.40) 关 于 初 值 微小 变化 
的 稳定 性 . 设 xi 和 为 式 (1.2.40) 中 初 值 分 别 为 (gp1,y1) 和 (gq ,ys) 时 的 解 , 记 
2 二 MI 一 22 和 P= P17 Pp2, 以 及 y= Wp2) 由 式 (1.2.50) 

B B > 

| |ui ~ uz2)?*dz <e| | Pi 一 pa2|2dz 

B 2 

re -DD (ln wt | ja 

故 当 zE(0,T)( 其 中 了 为 任 一 有 限 正 数 ) 时 , 对 任 一 给 定 的 e>0, 存在 ”>0, 使 


B B | B19 9 2 
[le glidr < 7 | lar < ns | 2 2 


dr<7 
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时 有 
B 
| | aa 一 uz | ?dx < 8 
因此 Cauchy 问题 式 (1.2.40) 在 均 方 偏差 意义 下 , 对 初 值 分 布 是 稳定 的 . 上 述 结论 
不 仅 对 高 维 波 动 方程 的 Cauchy 问题 成 立 , 而 且 可 推广 到 更 一 般 的 双 曲 型 方程 的 
Cauchy 问题 上 去 . 
1.2.4 混合 问题 解 的 惟一 性 和 稳定 性 
首先 考虑 最 简单 情形 , 即 一 维 波动 方程 的 混合 问题 


glu Ou 


本 0， rx € (0,7), :>0 (1.2.51) 
ul-o= ulzy=0 
ul|, =0 一 p(x); ui | 0 三 CA -) (1.2.52) 


用 分 离 变 数 法 ( 见 第 二 章 ) 不 难 求解 上 述 定 解 问题 , 但 我 们 不 具体 求解 它 ， 而 假定 
其 解 存 在 , 证 明 解 的 惟一 性 和 关于 初始 分 布 (g,y) 的 稳定 性 . 


考虑 能 量 积 分 
‘ du 2 ou 2 
El) = | 人 ) MM (于 ) Jaz (1.2.53) 
对 z 求 导 
dE(z:) 六 du g2a ou Ou 
| dt 2 (六 Dt2 9x 元 先 )d (1,2.54) 
第 二 项 分 部 积分 , 并 利用 边界 条 件 , 可 得 
dE(:) ‘9u 9g2a A? _ 
dt | Di (于 5 者 jd = 0 (1.2.55) 
即 
E(z) = 常数 (1.2.56) 


上 式 的 物理 意义 很 明显 , 它 表示 波动 过 程 中 能 量 守恒 . 下 面 利用 上 式 证 明 混合 问 
题解 的 惟一 性 , 为 此 只 要 证 明 下 列 零 初 值 问题 只 有 和 零 解 即 可 
du ou 


9t? oz 


uliso= xl-=0 zl-o= wl,so=0 (1.2.57) 
dr = 0 (1.2.58) 


上 /au 1auy 
E00) -上 (号 ) + ( 闫 ) ]1， 
故 由 式 (1.2.56) ,E(z)=0， 于 是 zw = u;=0, 因 此 w= 常数 , 而 由 初始 条 件 ,x=0, 即 
等 初 值 问题 只 有 零 解 , 于 是 混合 问题 的 惟一 性 得 到 证 . 


因 z:=0 时 
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为 了 证 明 混 合 问题 关于 初 值 的 稳定 性 ,考虑 积分 


E1(1) = | zdz (1.2.59) 
同 1.2.3 小 节 一 样 , 不 难 推出 下 列 能 量 不 等 式 
El(i) < eE(0) +(e -~ 1)E(0) (1.2.60) 


于 是 立即 得 出 结论 : 波动 方程 的 混合 问题 式 (1.2.51) 和 (1.2.52) 的 解 在 下 述 意 义 
下 是 稳定 的 . 对 任何 给 定 的 。>0, 一 定 可 以 找到 7 >0, 只 要 初 值 分 布 之 差 满 足 


{ i 
jez) - gaz) ldz < 7; | -wldr < 7; 


‘|9 ao， |? 
| | (1.2.61) 
则 解 Ul 和 U2 之 差 (ui | u2) 满 足 


{ 
ja- wldr<e (1.2.62) 


即 初 值 的 微小 变化 只 能 引起 解 的 微小 变化 , 故 稳 定性 得 证 . 下 面 考 虑 三 维 波动 方 
程 ， 设 混合 问题 


zi -Vi=0 rE€EG (1.2.63) 
xz-o= er)i wl,jo = plr) (1.2.64) 
(e+ BB), =0, (a/p > 0) (1.2.65) 


的 解 存在 ,现在 证 明 其 惟一 性 和 关于 初 值 分 布 的 稳定 性 . 为 此 只 要 推出 与 式 
(1.2.56) 和 (1.2.60) 相 似 的 能 量 守恒 式 和 不 等 式 即 可 . 考虑 能 量 积 分 


E(z) -| [全 | + ar+ GudS (1.2.66) 
下 面 来 证 明 能 量 守 恒 式 
E(1) = 常数 (1.2.67) 
对 瓦 (z) 求 导 
dE(z) Ou Ou ou 2 9u 
re 败 攻 F272 + (Vu).: (? 2 | + 直 BY jdS 
(1.2.68) 


利用 Green 公式 ( 见 1.3.2 小 节 ) 


au \ gr 二 9u us | ou 
| (YE )ar 二 | 0 | 2 adr 


代入 上 式 
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由 于 满足 式 (1.2.63) 和 (1.2.65) 故 
dE(:) _ 0 
dt 


于 是 式 (1.2.67) 得 证 . 由 此 可 推出 定 解 问 题 式 (1.2.63) 一 (1.2.65) 解 的 惟一 性 . 
下 面 来 证 明 能 量 不 等 式 (1.2.60) 对 三 维 混合 问题 也 成 立 , 只 要 EE(i ) 的 定义 
改 成 式 (1.2.66). 事实 上 , 对 Ei(i:) 有 


E1(t) = | war (1.2.69) 
二 边 求 导 得 到 
dE = ?j « Sedr 魏 | ar 十 | ( 营 ) dz 
<| arr [( 亲 ) + ( 闫 ) Ja Bu dS 
=E(t)+ E(t) 


其 中 第 二 步 是 因为 cX8>0， 上 式 两 边 乘 e 
号 [eEI(b]< etE(z) 

积分 得 

Ei(1) SeE(0) + ec Ee)dr 
利用 式 (1.2.67) 

Ei(1) < eE(0) + (e: -1)E(0) (1.2.70) 
故 得 证 . 由 上 式 不 难得 到 结论 : 当初 始 条 件 gi 与 p;, yi 与 po 任意 "接近" 时, 解 
ui 与 wz 也 可 任意 接近 . 具体 有 , 对 任何 给 定 的 e>0, 一 定 可 以 找到 7>0， 只 要 
初始 条 件 之 差 (gi - p92) 与 (p1- 如) 满足 


9 9 
| lp pal?dr < 7; | “21 9p2 


2 
dz az| dr<y, (i=1,2,3) 


ln-gbar<n ,lp-plas<y 
那么 ,总 有 
| ln- wldr<e 
至 此 ,我 们 证 明了 波动 方程 Cauchy 问题 和 混合 问题 的 解 在 均 方差 意义 下 的 
惟一 性 和 稳定 性 , 该 结论 对 一 般 的 双 曲 型 方程 基本 成 立 . 
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1.3 Laplace 方程 与 Helmholtz 方程 


本 节 讨 论 二 个 最 简单 的 椭圆 型 方程 ， 即 Laplace 方程 与 Helmholtz 方程 , 主要 
分 析 二 个 自 变 量 的 Laplace 方 程 和 调和 函数 的 基本 性 质 .Laplace 方程 边 值 问 题 的 
适 定性 和 Helmholtz 方程 与 辐射 问题 ， 


1.3.1 二 个 自 变 量 的 Laplace 方程 
满足 Laplace 方程 


2 2 2 
人 3 注 =0 (1.3.1) 
的 函数 u(x ,… ,xz, ) 称 为 调和 函数 . 考虑 n=2, 分 别 以 z 和 y 代替 x 和 x， 
人 (1.3.2) 
az2 ay 
由 复 变 函数 理论 , 任何 解析 函数 w(x) 
w(z) = E(x,y) +in(r,y) (1.3.3) 


(其 中 z= x+iy) 的 实 部 (x,y) 及 虚 部 7(z,y) 都 是 方程 (1.3.2) 的 解 . 适 次 函 
数 z"(n 宇 0) 是 解析 函数 


w= z= (rt+iy)" = rexp(ing) (1.3.4) 
其 中 (>，9?) 是 平面 极 坐标 ,于 是 
Re(w) = r’"cosng; Im(w) = rsinng (1.3.5) 


都 是 方程 (1.3.2) 的 解 . 由 于 式 (1.3.2) 是 线性 方程 , 故 上 式 的 任 一 线性 组 合 也 是 
它 的 解 


u(r,p) = D(ascosng + bssinng)r” (1.3.6) 
n=0 
当 r 一 % ,w= zx "是 解析 函数 ， 故 
Re(w) = r "cosng; Im(w) = 一 r "sinng (1.3.7) 


是 式 (1.3.2) 在 无 限 远 处 正则 的 解 . 可 以 证 明 , 在 平面 极 坐 标 下 Laplace 方程 
(1.3.2) 有 分 离 变 数 形式 的 通 解 
u(r,p) = Co + Dolnr + > (Ascosng + Bisinng)(Csr” + Dir ") (1.3.8) 
式 中 Dolnr 可 有 解析 沙 数 w= lnz(z 冯 0) 的 实 部 推 得 . Laplace 方程 的 一 个 重要 性 
质 是 在 变换 下 } . 
= ECzyy)i 7 = 7(zy) (1.3.9) 
方程 的 形式 不 变 , 其 中 (x,y) 和 w(xz,y) 是 任 一 解析 聘 数 的 实 部 和 虚 部 .验证 如 
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下 : 由 复合 函数 求 导 法 则 

9 _ 9& 9 + 97 9 

ax 90z96 dx 9 

2 2 2 32 2 2 32 2 
9 026 9 图 三 + 区 + (各) 3 9é€ dp 9 
az? 9ri9€ \9r) 938 az97y \9r) az Gx gr 9697 
了 2 oe a ae 2 了 2 02 9 ; 37 2 了 2 38 37 9 
dy ay’9é€ [下 9€? dy: 97 (于 9 信 0ygy9697 


9 aé\: /ag\ 1o 9an\* /an\ io 
52 ay [zj 一 (5) ja [(2) (2) j 款 
ae aa 1397 37 9 9€ 9n 96863737 9 
(年 + EE + (到 一 3) 充 + (天 5z ”ay5ay15557 
因 (zx,y) 和 w(x,y) 是 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 , 满足 Laplace 方程 ,并且 由 
Cauchy-Riemann 方程 | 


9€ _ 97. 9€ __ 97 
rx Oy’ y 9x 
代入 上 式 即 得 
了 2 ， 22 9 2 37 2 区 2? 
az2 9y [到 ( 妈 ) (3 和 
因此 只 要 
9E 2 37 2 
[4 
在 新 坐标 系 (6, 7%) 下 ，Laplace 方程 仍 变 成 Laplace 方程 
a2u on 加 
9&2 + 9ay =0 


而 且 由 于 曲线 族 &(x,y)= Cl 与 7(z,y)= C2(C1 和 C, 为 常数 ) 代 表 两 族 相互 正 
交 的 曲线 , 故 变 换 式 (1.3.9) 构 成 正 交 曲线 坐 标 系 . 

上 述 结 论 是 应 用 保 角 变换 法 求解 二 维 Laplace 方程 边 值 问题 的 基础 . 因 涉 及 
许多 复 变 函 数 方 面 的 理论 , 这 里 不 作 进 一 步 讨论 . 

复 变 函数 中 一 个 十 分 有 用 的 公式 是 Cauchy 积分 公式 : 设 f(z) 是 区 域 G 中 单 
值 解析 函数 ， 则 


1 (6) f(z), zE€EG 


2ri yo Ez = 0， z &G (1.3.10) 
下 面 利 用 上 式 求解 圆 内 Laplace 方程 的 第 一 边 值 问题 
Ou du 可 
元 十 有 = 0,(r < R) 
ul,-rx = u(R,g)= g(9) . (1.3.11) 
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暂且 设 f(z) 在 圆 r = R 上 和 解析, 则 有 


《6 1 Re d 
f(z) = 去 和 ae = 3 | fCRer) Re (1.3.12) 


因 在 圆周 r= R 上 ,é€ = Rei ,而 在 圆 内 ><R 上 ,z= rei?, 记 z* =(R?/r)ei?。 显 
然 = "位 于 圆 外 , 故 由 式 (1.3.10) 


1 _f(€) = re ? dg 
Up es me me 二 | 所 Re 二 Ros (1.3.13) 


两 式 相 减 
了 了 
Re Re rl 


= 去 三 f(Re? )( 尺 2 — r?) 
2rJo Ri+ 一 2Rrcos(p — i 
取 上 式 的 实 部 , 即 得 式 (1.3. ey 


"gg(9)(R’ -ri)dp 
o Ri?+r?—2Rreos(g’ - 9)’ ,(r < R) (1.3.15) 


上 式 称 为 Poisson 公式 ， 函数 
G(R,pir,p ) = 


(1.3.14) 


u(r, p) = 元 


KR2 7 
R + 于 一 2Rrcosg(p 一 p) 
称 为 Poisson 核 . 推 得 式 (1.3.15) 时 ， 曾 假定 f(z) 在 贺 上 解析 . 事实 上 可 以 证 明 ， 
只 要 g(q) 在 圆周 上 连续 , 式 (1.3.16) 仍 是 边 值 问题 的 解 . 

利用 关系 


(1.3.16) 


G(R,pir,p') = 1+2D)p"(cosng’ cosng + sinng’sinng) (1.3.17) 
天 一 了 


(其 中 p = r/R < 1), 不 难 表 明 式 (1.3.15) 具 有 式 (1.3.8) 的 形式 , 因此 式 
(1.3.15) 确 是 Laplace 方 程 的 解 . 进一步 还 可 验证 : 当 g(p) 是 连续 函数 时 , 它 还 
满足 边界 条 件 . 如 果 引 进 广义 函数 弱 收 敛 的 概念 ( 见 第 三 章 ), 有 关系 
lim[ G(R, 9;r,9')] = 2x6(p- 9?) 
于 是 有 
urs) on = lmlulr,p)] = | g(p')e(p - 9)dy’ = g(9) 


故 式 (1.3.15) 满 足 边界 条 件 . 
上 面 简单 介绍 了 复 变 函数 方法 讨论 二 维 Laplace 方程 , 它们 在 弹性 力学 .流体 
力学 和 电磁 学 等 方面 有 十 分 重要 的 应 用 . 


1.3.2 调和 函数 的 基本 性 质 
首先 考虑 三 维 空间 情形 ,介绍 调和 函数 u(r ) 的 两 个 基本 性 质 ，(1) 均 值 性 : 
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调和 上 函数 u(r ) 在 其 定义 域 G 内 任 一 点 Mo 的 值 , 等 于 u(r) 在 以 Mo 为 球 心 , 而 
含 于 G 中 的 任 一 球面 Se 上 的 积分 平均 值 


- _ 1 
u(Mo) = sR ,as (1.3.18) 
反之 , 如 果 x(r) 满 足 均值 公式 , 则 u(r) 在 G 内 必定 是 调和 函数 ; (2) 极 值 性 : 调 


和 函数 不 可 能 在 其 区 域内 部 达到 极 值 , 故 极 大 值 和 极 小 值 只 能 在 G 的 边界 23G 上 
取得 . 为 了 证 明 上 述 性 质 , 先 引 进 Green 公式 ,利用 


| v.4ar=| 4 .ndS (1.3.19) 
G dG 
取 A = uvVwv 得 第 一 Green 公式 
gv 
| vodr + | . (Vu)drt = | 本 3nds (1.3.20) 
取 A 和 =vvu 则 
因 9u 
J ovaar + { (vu) . (Vu)dr = |, as (1.3.21) 
上 两 式 相 减 得 到 Green 公式 
dv du 
| eve -vvi)dr = | (3 jas (1.3.22) 
显然 要 求 < 和 ww 在 G 内 二 次 可 微 , 在 9G 上 一 次 可 微 . 取 v=1/|r - ro| 可 得 
1 yh 
u(ro) -- 志 | 1 r 一 ro0 [dr 


| 1 _ ou ES (1.3.23) 


| 六 一 rol97 9n r 一 ro | 


十 
4 aG 
严格 地 ,要 在 ro 点 控 去 半径 为 s 的 小 球 , 然后 令 e 一 0, 如 图 1.3.1. 如 果 u(r) 清 
足 Laplace 方程 YY 和 = 0 则 


If 1 ar al 1 
“ro = 二 [二 中 ES (1.3.24) 


式 (1.3.22) 中 取 v=1, 而 x 满足 Laplace 方程, 可 得 调和 隔 数 的 另 一 性 质 


E 


[ 2xds - 0 (1.3.25) 


aG 9n 
上 式 有 明显 的 物理 意义 : 在 静电 场 中 ， 
意味 着 穿 过 闭 曲面 9G 的 电 通 量 守恒 ; 如 
果 描 述 执 平衡， 则 意味 着 G 内 能 量 守 
恒 ,， 因 为 G 内 不 存在 热源 . 
为 了 证 明 式 (1.3.18), 取 9G 为 以 ro 
为 球 心 ,RR 为 半径 的 球面 S。 在 Sk 上 图 1.3.1 r 和 ro 的 矢量 关系 
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2 a 
代入 式 (1.3.24) 


1 
u(ro) = 4 pel 3nd 二 suds (1.3.26) 


利用 式 (1.3.25) 即 得 式 (1.3.18), 反之 结论 证 明 略 . 

从 均值 公式 式 (1.3.18) 可 直接 推出 极 值 性 . 下 面 给 出 一 直观 的 说 明 , 详细 的 
证 明 可 参看 有 关 书 籍 . 用 反 证 法 , 设 调和 函数 wx(r) 在 G 内 Mo 点 取 极 值 , 则 由 zx 
的 连续 性 ,总 可 取 以 Mo 为 圆心 ，s 为 半径 的 小 球 , 在 球 内 一 致 有 

u(r)> ul(Mo)(Mo 是 极 小 时 ); u(r)<u(Mo)(Mo 是 极 大 时 ) 

两 种 情况 均值 公式 都 不 可 能 成 立 , 因此 u(r) 不 是 调和 函数 , 于 是 极 值 点 Mo 不 可 
能 在 G 内 取得 , 在 G 内 调和 函数 只 可 能 存在 鞍点 ， 如 图 1.3.2. 设 u(r) 在 9G 上 
取 极 大 值 为 M 


max Lu(r)] 三 max[ u(r)] = M (1.3.27) 


又 因 Laplace 方程 是 齐 次 方程 ,( - M) 一 定 是 [ - u(r)j] 的 极 小 值 , 因此 极 值 性 可 
表示 成 


max ， | u(r)1= max | u(r)|=M (1.3.28) 


r€EG 


图 1.3.2 Mo 极 小 、 极 大 和 鞍点 三 种 情况 
对 n 维 情 形 , 式 (1.3.22) 中 取 v(r) 


1 
ee 2 
Dr 人 


-lnlr-rol, n=2 


于 是 可 得 均值 公式 
u(ro) = ce 65 (1.3.29) 


其 中 SR 是 半径 为 R 的 维 球面 ,w, 为 n 维 单位 球面 的 面积 w, = 2x”"%?/AT(n/2). 
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1.3.3 边 值 问题 的 适 定 性 
考虑 Laplace 方程 的 第 一 类 边 值 问 题 
Viu= 0,r€EG; ulsc = f(r),r E90G 《1.3.30) 
设 上 述 问 题 的 解 存 在 , 下 面 利 用 极 值 性 证 明 它 的 惟一 性 和 稳定 性 . 
首先 ,证 明 解 的 惟一 性 ; 设 存 在 两 个 解 wi 和 zx， 则 “= ui =- xs 满足 


V2 = 0; u |a6 = 0 (1.3.31) 
由 式 (1.3.28) 
max | u(r)|l= max| u(r)|=0 (1.3.32) 
rE CG rEa6 
如 果 在 G 内 u(r) 了 0, 则 应 有 
max | u(r)|= max| u(r) |0 (1.3.33) 
rE CraG r€EG 


上 式 与 式 (1.3.32) 了 矛盾 ! 故 在 G 内 恒 有 u(r) 夺 0, 即 ul 二 wz, 惟一 性 得 证 . 
下 面 证 明 稳 定性 , 设 ul 和 u, 分 别 是 下 列 问题 的 解 


vii=0; ule= (1.3.34) 
Via = 0; zx2|ac = f2 (1.3,35) 

并 且 在 9G 上 有 | 广 - 户 |<e, 令 调和 函数 x= xi- us, 则 满足 
Viu= 0; ulse = fi- fo (1.3.36) 


利用 式 (1.3.27) 有 


max | u(r)|l= maxl u(r)|= max|f/- fl<e 
rE G+IG rEaC rEaC 


即 在 G 内 | wi 一 uz|<e. 这 表明 解 对 边 值 的 微小 偏差 是 一 致 稳定 的 . 对 第 二 .三 类 
边界 条 件 , 已 不 能 利用 式 (1.3.27), 但 可 用 下 述 方法 来 证 明 其 解 的 惟一 性 . 考虑 
下 列 边 值 问题 . 


Vi=f, rE€EG 
(+B je BT), rE€EIG (1.3.37) 
其 中 a/B 之 0. 设 上 述 边 值 问题 存在 两 个 解 ul 和 wy, 则 =i- 1 满足 
Vi = 0; (« 1p 
令 式 (1.3.21) 中 =w 则 有 
| vidr = |), SudS -| (vayar (1.3.39) 


利用 (1.3.38) 第 一 式 


= 0 (1.3.38) 
36 


-| (Vu)2dr ll uudS =0 . (1.3.40) 
G aG 9n 1 
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分 三 种 情况 讨论 : 
(1) 第 一 类 边界 条 件 wu |sc =0 代入 上 式 得 到 
| (Vu)’*dr = 0 
G 
因此 
= 一 =…= 一 =0 (1.3.41) 


故 w= 常数 , 又 因 xlac=0 故 w 三 0, 于 是 ui 三 us, 惟一 性 得 证 . 

(2) 第 二 类 边界 条 件 , 由 式 (1.3.40), 同样 得 w = 常数. 因此 , 对 第 二 类 边界 
条 件 , 式 (1.3.37) 的 解 可 确定 到 只 差 一 个 任意 常数 . 

(3) 第 三 类 边界 条 件 , 由 式 (1.3.38) 的 边界 条 件 及 式 (1.3.40) 


| (Vu)?dr + B,2gS =0 

G DG a 

由 假定 8/a >0, 故 由 上 式 可 推 得 “= 常数 和 xlac=0, 故 wu 夺 0, 于 是 ul 夺 u,, 惟 
一 性 得 证 . 

1.3.4 Helmholtz 方程 与 辐射 问题 


考虑 波动 方程 
pu = VYp(r,t) (1.3.42) 
如 果 我 们 求 上 式 的 时 谐 解 
p(r,t) = u(r)exp(— ikt) (1.3.43) 
则 u(r) 满足 方程 
Va(r)+ kru(r)=0 (1.3.44) 


其 中 & 为 任 一 实数 . 显然 上 式 是 椭圆 型 的 , 称 为 Helmhoitz 方程 或 约 化 波动 方程 . 
对 Helmholtz 方程 , 边 值 问题 的 解 已 不 存在 惟一 性 . 例如 ， 考 虑 第 一 类 边 值 问题 
Va(r)+hu(r)=0, rE€EG 
a& ln- = f(r), reEaG 
其 中 G 为 半径 等 于 x/k 的 球 外 , 因 齐 次 问题 ww| ,1 -w=0 存在 非 零 解 


| (1.3.46) 


Irl| 
其 中 ec 为 任 一 常数 ， 故 对 式 (1.3.45) 的 解 xn,，u + w 也 是 解 , 而 且 这 样 的 解 有 无 
穷 多 . 但 式 (1.3.45) 来 源 于 具体 的 物理 问题 , 例如 声波 的 辐射 问题 ; 在 球面 |r| = 
x/k 上 给 定 声 压 p= foexp( 一 iki), 求 球 外 开 空 间 的 辐射 声场 , 则 u(r ) 满 足 定 解 
问题 式 (1.3.45). 为 了 使 w(r) 惟 一 , 还 必须 附加 其 他 条 件 , 这 样 的 条 件 称 为 
Sommerfeld 辐射 条 件 . 表述 如 下 : 对 边 值 问 题 


(1.3.45) 


第 一 章 ”数学 物理 方程 的 基本 问题 . 31 


V(r) + ku(r) = g(r), reECG 


u(r)lac = f(r), rEaG (1.3.47) 
其 中 G 表示 闭 区 域 G 以 外 的 开 区 域 , 要 求解 满足 : 
(1) 无 限 远 条 件 
jim V mm 天 -iku|= 0; (1.3.48) 
(2) 在 G 内 
[Vsiw(r)| = 有 限 常数 (1.3.49) 


物理 上 , 式 (1.3.48) 表 示 u 应 取向 外 部 空间 辐射 波 场 的 解 ， 而 式 (1.3.49) 表 示 辐 
射 能 量 的 有 限 性 . 
3 例 1.3.1 考虑 三 维 空间 的 Helmholtz 方程 


Vi +Azu = 0 (1.3.50) 
的 二 个 球 对 称 解 
ui = SP), 12 = SP ikr ) (1.3.51) 
因 
9 . 9 ， . 1 . 
3 ~ ikui = 本 r 3 ~ ikus = (2ik + )exp(- ij) 


故 ul 满足 辐射 条 件 式 (1.3.48), 而 wu 不 满足 . 事实 上 , 由 式 (1.3.43) 
pi(r,t) = Texp[ik(r -1)]; 9g2(r,t) = Texp[ ik(r+ 2)] 


(1.3.52) 
显然 ,pi(r,t) 表 示 从 原点 向 外 辐射 的 球面 波 , 而 ps，(r ,i) 表 示 由 无 穷 远 处 向 原点 
入 射 的 球面 波 , 因 此 xi 表示 辐射 解 . 如 果 要 求 式 (1.3.45) 的 解 满足 辐射 条 件 ， 显 
然 应 取 w 二 0, 故 这 时 式 (1.3.45) 的 解 惟 一 . 

因 边 值 问题 式 (1.3.47) 中 给 定 G 的 边界 3G 上 边界 条 件 , 而 求 G 的 外 部 G 
中 x(r) 的 值 , 这 样 的 边 值 问题 称 为 外 边 值 问题 . 对 Laplace 方程 , 也 可 定义 第 一 、 
二 和 三 类 外 边 值 问 题 ， 如 果 限 定 u(r) 在 无 穷 远 处 的 渐 近 行为 (相当 于 无 限 远 处 存 
在 边界 条 件 ), 可 证 明 解 的 惟一 性 . 

注意 :如 果 式 (1.3.43) 中 时 间 关 系 取 


P(r,t) = u(r)explikz) (1.3.53) 
则 无 限 远 条 件 式 (1.3.48) 应 改 为 
lim V 六 ”1 SE + iku =0 (1.3.54) 
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人 exp(— ikr), i 


表示 向 外 辐射 的 解 . 


1.4 热传导 方程 与 定 解 问题 的 适 定性 


explik(t ~ r)] 


本 节 讨 论 最 简单 的 抛物 型 方程 ， 即 热传导 方程 的 定 解 问题 , 以 及 解 的 若干 重 
要 性 质 . 主要 内 容 有 : 热传导 方程 的 Cauchy 问题 .混合 问题 以 及 混合 问题 的 适 定 
性 . 最 后 对 三 类 典型 方程 的 定 解 问题 提 法 作 一 小 结 , 讨论 几 个 不 适 定 的 定 解 问 
题 . 


1.4.1 热传导 方程 的 Cauchy 问题 
考虑 一 维 热传导 方程 的 Cauchy 问题 
ee t>0; ul|,o = f(zx), 工 和 所 (- co,oo) 


(1.4.1) 
用 Fourier 积分 法 解 上 述 定 解 问题 ( 见 第 二 章 ,2.5 节 ), 首先 设 f(z) 的 Fourier 积 
分 存在 , 并 且 当 x 一 土 吕 时 u 和 uw, 一 0( 最 后 这 些 条 件 可 减弱 ), 用 U(X ,i ) 表 示 
u (xX,t) 的 Fourier 积分 


3 ” iAr 
U(A,t) = a u(x,ti)dr (1.4.2) 
反 变换 为 
u(x,t) = ye (1.4.3) 
对 式 (1.4.1) 作 Fourier 变换 , 得 决定 U(X,:) 的 方程 
0 全 人 + A2U(A,t:)=0 
二 (1.4.4) 
U0.0D10 = 声 | f(z)dz = FO) 
上 式 的 解 为 
U(XA,1) = F(A)exp(— Xz) (1.4.5) 


代入 式 (1.4.3) 即 得 解 


u(x,t) -az-aiF (A)dA 一 去 | | ez-D-4ep(s)dhds 


去 | .。 
(1.4.6) 
式 中 对 4 的 积分 如 下 
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o - 2 0 2 cs 2 
| eM(x-5) -2 dA = | ei4(z-s) -A ‘dA +| eiA(x™s) A ‘dA 
一 oo 一 co 0 


= ?| eX icos[ ACxz — s)ldA 
0 


令 Ta) 如 下 
lI(a) = 2 ecos( a ) a (1.4.7) 
则 
A = 2 Ae esin(ah)d) = 二 | sinQad(e *) = -区 To) 
于 是 T(a ) 满 足 
df(a) 


2 + 六 1(a)=0; La = 2 ed = (1.4.8) 
故 求 得 
® 2 TT 一 5 2 
I(a)|s-,, 二 ?| e 2 ‘cos[ A{x 5)jdA = exp| 于 | 


(1.4.9) 
上 式 代 入 式 (1.4.6) 即 得 Cauchy 问题 式 (1.4.1) 的 形式 解 


uz,t) = G(x ~ st) f(s)ds (1.4.10) 


其 中 函数 G(x 一;,zt) 称 为 热传导 方程 的 Poisson 核 , 在 热传导 方程 中 起 着 十 分 重 
要 的 作用 


G(r-s,t)= 


(1.4.11) 


?| 4 
下 面 验证 式 (1.4.10) 确 为 Cauchy 问题 式 (1.4.1) 的 古典 解 , 分 二 步 讨论 : 

首先 ,验证 式 (1.4.10) 满 足 热 导 方程 : 显然 当初 值 函数 f(x) 为 有 界 的 连续 函 
数 时 ， 积 分 式 (1.4.10) 对 所 有 的 上 >0 收敛 , 且 在 积分 号 内 对 zx 及 上 微分 任意 次 而 
得 的 积分 也 对 所 有 的 上 >0 收敛 , 故 由 积分 式 (1.4.10) 定 义 的 x(z,i) 当 上 >0 时 
关于 x 和 上 都 无 穷 可 微 . 此 外 直接 计算 表明 G(z -ss,z)( 当 上 >0 时 ) 满 足 方程 
G, 一 Ger=0. 因 此 , 当 t>0 时 , 式 (1.4.10) 满 足 热 导 方程 . 

其 次 ,必须 验证 式 (1.4.10) 满 足 初始 条 件 . 这 里 不 进行 详细 的 证 明 , 仅 指出 ， 
如 果 引 进 广 义 函 数 弱 收敛 ( 见 第 三 章 )， 有 关系 式 


( 莹 一 5) 
4 


limG(x —s,1) = im ep| - 
利用 5 函数 的 人 性质, 当 A(z) 是 连续 函数 时 


a(x,0) 1 = limu(z,t) = | a fs)ds = fz) (1.4.13) 


|= sz (1.4.12) 
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综 上 所 述 , 当 f(z) 是 xz 的 有 界 连续 函数 时 , 式 (1.4.10) 确 实 给 出 Cauchy 问题 式 
(1.4.1) 的 古典 解 , 且 此 解 当 :>0 时 关于 zx 和 上 都 无 穷 可 微 . 
对 f(z ) 的 限制 可 进一步 放宽 : 设 f(x) 连续 , 并 且 
| f(x) I! Mexp( Ax’) (1.4.14) 
其 中 常数 M 和 A 大 于 零 , 则 方程 (1.4.10) 是 Cauchy 问题 式 (1.4.1) 在 z-: 平 
面 上 带 状 区 域 民 
R:[-~o<r<~m,0<teT] (1.4.15) 
中 的 古典 解 , 并 且 在 R 中 w(x ,i) 无 穷 可 微 , 即 nw EC”, 其 中 T<1/(4A). 
对 非 齐 次 热传导 方程 的 Cauchy 问题 
gt), :>0; ul|,-o = 0， rE(-%,%) 
(1.4.16) 
也 存在 Duhamel 齐 次 化 原理 . 设 p(x ,t,r) 是 下 列 齐 次 问题 的 解 


2 
22 _9p_0, t>r; ul|,-. = g(x,r), ‘TE(-%,%) 


Di 9x? 
(1.4.17) 
则 式 (1.4.16) 的 解 为 
wz = (zerdr (1.4.18) 
于 是 , 从 式 (1.4.10) 立 即 可 得 到 . 
We = [| GC -st- rels,r)dsdr (1.4.19) 


如 果 初 始 条 件 是 非 齐 次 的 ， 即 满足 (1.4.1) 的 第 二 式 , 则 显然 有 
u(r,t) = | ccz - s,t)f(s)ds +|| ez —s,t— rtr)g(s,r)dsdr 


(1.4.20) 
对 n 维 初 值 问题 , 同样 可 求 得 定 解 问题 
an "92 
EF 2 3 = Bris ras nt), t>0 (1.4.21) 
u [a 过 JCzly Za，Zn) 
的 解 为 
u(r,t) = | ou r-r l,i)flr Rr + ju GlIr—r |,t- rg(r ,rdrdr 
(1.4.22) 
其 中 Poisson 核 为 


g 1 YY” | r 一 r1| . 
全 人 元 全 地 LDO= | 二 | exp(- 志 计 二 ) (1.4.23) 
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n 
其 中 |r-r |*= 2») (一 Xe )2 3 dar = dzi dz dz 
kl 


利用 式 (1.4.10) 还 可 求 半 无 限 区 域 的 热传导 问题 的 解 


ou 927 本 
Ft Fm0 xzE(c)， 1>0 (1.4.24) 
ul,-o= f(z); u(x,t)|,-0 = 0， :>0 (1.4.25) 


为 了 把 上 述 问 题 化 成 式 (1.4.1), 根据 边界 条 件 , 将 f 作 奇 延 拓 于 人 负 灶 轴 
_ _ f(x), ->>0 
f(r) = >, < 0 (1.4.26) 
于 是 由 式 (1.4.10) 
oo 0 一 oo _- 
u(x,t) = | f(s)G(r - s,t)ds = | G(x — s,t)f(s)ds +| G(x — ss,t)f(s)ds 
_ oo -oo 0 
由 奇 延 拓 式 (1.4.26)， 即 得 问题 的 解 为 
u(r) = | FOLGE -sD) -G(r + st)]d (1.4.27) 


如 果 式 (1.4.25) 中 为 第 二 类 边界 条 件 | -,=0, 则 应 对 f(z) 作 偶 延 拓 
flz), rr>0 


f(x) = f(z) -<0 (1.4.28) 
于 是 有 解 
xz = | FDIGGz = st) + Gr + st)]ds. (1.4.29) 
1.4.2 一 维 热传导 方程 的 混合 问题 
下 面 求解 有 限 区 间 上 一 维 热传导 方程 的 混合 问题 
况 -2% =0， rx € (0,7), it:>0 (1.4.30) 


zu |-o = f(x); u(x,t)| ,0o= u(r,t)|,-/=0 (1.4.31) 
用 分 离 变 数 法 解 之 , 设 解 u(xz ,it) 有 形式 


u(xz,t) = X(r)T(i) (1.4.32) 
代入 式 (1.4.30) 可 得 X(z) 和 T(z) 满足 的 方程 
X’(r)+AX(r) = 0; T’(1)+ XT(1:)=0 (1.4.33) 
其 中 4 为 分 离 变数 常数 , 为 使 n(x,z) 满 足 边 界 条 件 , 要求 X(z) 满 足 
X(z)| ,0= X(zx)|,-/=0 (1.4.34) 


(1.4.33) 第 一 式 和 式 (1.4.34) 构 成 本 征 值 问 题 , 有 非 零 解 的 条 件 是 4 只 能 取 分 离 
值 4;, 相应 的 非 零 解 为 X, (zy) 
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)，= 二 X,(z) = Ausin| 3 | (2 = 1,2,…) (1.4.35) 


区 于 1 
称 X, (xz) 为 本 征 函 数 , 而 相应 的 4, 为 本 征 值 (本 征 值 问题 的 详细 讨论 见 第 二 章 ). 
(1.4.33) 第 二 式 的 解 为 


T,(z) = Cexp(- | (1.4.36) 
因 式 (1.4.30) 和 (1.4.31) 是 线性 问题 , 故 满足 个 加 原理 , 通 解 应 为 
加 2 
u(r,t) = D2 Bsin( 到 je 人- | (1.4.37) 
利用 初始 条 件 可 求 得 
B, = ?| fe sin(2 )ar 
于 是 定 解 问题 具有 形式 解 
u(rz,t) = ) grr f(z )dr’ (1.4.38) 


其 中 g(xz,x ,it) 定 义 为 


oo Ea 2 2 
g(xX,X Li) = 了 )ee|- 3 | (1.4.39) 
n= 


2 
由 于 级 数 中 存在 指数 因子 , 容易 证 明 在 区 域 [0<x<1;t>0] 中 , 对 wx(z,i) 求 导 
与 求 和 可 以 变换 次 序 ， 从 而 式 (1.4.38) 确 实 满足 式 (1.4.30) 和 (1.4.31). 此 外 ， 
为 了 保证 式 (1.4.38) 是 问题 的 古典 解 ，F(z) 还 必须 满足 : (1) 相 容 性 条 件 f(0) = 
(CO)=0. (2) f(z) 具 有 连续 的 一 阶 导数 , 即 FCz)E Cc!. 
g(x ,Xx ,t) 的 男 一 种 常用 形式 为 


g(r,x 二 >， [G(x ~~-x -2kl,t)—- G(r+x 一 2Rt)] 
k=-o0 


(1.4.40) 
其 中 G(xz,i) 为 


G(r,t) = (1.4.41) 


Re 
V 4rt 41 
为 了 证 明 式 (1.4.40), 只 要 把 该 式 右 边 看 作 z 的 函数 , 作 Fourier 展开 即 可 . 事实 
上 ,多 数 0(z,i) 


0(x,t) = S G(x — 2k!l,z) (1.4.42) 


是 xz 的 周期 函数 旦 周期 为 / 
0(x+1,t) = 0(z,t) (1.4.43) 
显然 
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[bz -~ x,i)- 0(rx+x,t))|,.o=0 (1.4.44) 
故 g(x ,Xx ,tt) 可 展 成 Fourier 级 数 , 即 式 (1.4.39), 具体 证 明 过 程 略 . g(x ,x ti) 
称 为 混合 问题 式 (1.4.30) 和 (1.4.31) 的 含 时 Green 函数 ( 见 第 三 章 详 细 讨 论 ) ， 具 
有 性 质 


limg (x sx’,1) = ?sn (sn (3 )= S(z x) (1.4.45) 
当 边 界 条 件 为 第 二 类 边界 条 件 u.|,_。= ui|,_,=0 时 Green 函数 为 
加 2_ 2 
gi(x,r ,t) = 十 (jos je 了 ) (1.4.46) 


/ 
与 式 (1.4.40) 对 应 


oo 


gi(Xsx st) = PD [G(r 一 281)+GOrT+ -2k,1)] 


(1.4.47) 
而 相应 定 解 问题 的 解 为 
u(x,t) = | a f(r) de (1.4.48) 
如 果 边 界 条 件 是 |,-o=0 和 ,|,-,=0, 可 定义 Green 函数 g(x ,x ,1) 


gi (xs st) = 2 十 V2 | we 他 十 | (n+ 1 Yee ] 


而 相应 定 解 问题 的 解 为 
u(x,t) = | ez fr ) dr, (1.4.49) 
1.4.3 混合 问题 的 适 定性 
设 热传导 方程 的 混合 问题 


2 
= grt), xE (a,b), :>0 (1.4.50) 
u(r,t)| ,0 = f(x), rE€l[la,b] (1.4.51) 
u(r,t) | = p(t); u(r,t)|,-., = y(t) (1.4.52) 


解 存在 , 现在 证 明 其 惟一 性 及 关于 f(z)、p (1) 和 y(i) 的 稳定 性 . 为 此 首先 介绍 
热传导 方程 


ar a2 0 (1.4.53) 


的 极 值 原理 : 设 wu (x,t ) 在 矩形 R:[a 志 x 二 65;0 志 1 这 T] 上 连续 , 并且 在 R 内 部 
满足 式 (1.4.53)， 则 它 在 矩形 的 两 个 侧面 (x = ae ,563;0 委 1 委 了 T) 及 底 边 (上 = 0,a 扫 
xz 和 pb) 上 取得 最 大 值 和 最 小 值 , 如 图 1.4.1. 换言之 ,x(z,z) 的 最 大 值 或 最 小 值 


aas Se pe ee nan ereeeeerre 
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在 初始 时 刻 1 =0 或 者 边界 上 得 到 . 因 式 (1.4.53) 是 齐 次 方程 ,如果 u(x ,1) 的 最 
大 值 为 M, 则 最 小 值 一 定 是 ( - M). 于 是 , 极 值 原理 可 表示 成 

max | u(z,1) |= _Max ,| (zt) | (1.4.54) 
用 反 证 法 来 证 明 上 述 结果 , 设 u(x ,i) 在 点 (zo,to) 得 到 其 最 大 值 :a < xo<65;0< 
to 仿 T , 则 应 有 


(1.4.55) 
如 果 to<< 工 则 w(xo,to)=0, 但 有 可 能 
最 大 值 在 it。= TT 发生,， 故 一 般 只 有 
u(xo,to) 之 0. 为 了 引出 了 矛盾， 考虑 辅 


助 函 数 
(zt) = u(r,t) + er’ 
. (1.4.56) 
图 1.4.1 极 值 原理 其 中 ss >0 为 常数 , 因 w(x,i) 在 区 域 


及 R:[ae 委 z 委 ;0 委 上 魏 了 连续， 因此 在 
某 一 点 (zi,ti),w(z,t) 达 到 最 大 值 . 设 a<zi<b;0<it 夺 TT, 则 同样 应 有 


92w (r,t1) 


or SS 
a 
J (1.4.57) 
过 
但 直接 计算 可 得 
Wi— Wix= Ui Ur 2 =~2e<0 (1.4.58) 


式 (1.4.57) 和 (1.4.58) 是 矛盾 的 , 因为 由 式 (1.4.57) 
dw(z1,t1) a2w(z ,£1) 
0 1 人 >0 (1.4.59) 
上 式 右边 非 负 ， 而 式 (1.4.58) 右 边 严 格 为 负 , 于 是 w(x,i) 只 可 能 在 1=0 或 者 
z=a 和 6 上 取得 其 最 大 值 , 设 M 是 u(xz ,i) 在 初 值 :=0 或 者 边界 x=a 和 2 上 
的 最 大 值 , 下 面 来 证 明 在 整个 R 上 


u(rz,ti)<M (1.4.60) 
因 我 们 已 证 明 w(x ,t) 的 最 大 值 在 1:=0 或 者 z=a 和 6 上 得 到 , 故 在 R 内 
wz,t) = u(r,t)+ er: M+eb’ (1.4.61) 
因此 
u(xz,t)=w-er rvRM+eb? (1.4.62) 


式 中 令 e 一 0, 则 在 整个 R 区 域 上 均 有 式 (1.4.60) 成 立 . 而 由 假定 ，M 是 zx (zz) 
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在 初 值 :=0 或 边界 + = a 和 4 上 的 最 大 值 , 故 极 值 原理 得 证 . 
利用 极 值 原理 ,容易 证 明 混 合 问题 式 (1.4.50) ~(1.4.52) 解 的 惟一 性 和 稳定 


性 . 
(1) 惟一 性 : 设 存在 两 个 解 x 和 4, 则 wu = xl- us 满足 齐 次 问题 
2 
于 - 5 性 = 0; vc=0 ul ,= wl.,=0 (1.4.63) 
由 极 值 原理 
max | u(x,t)|= ,Max ,| u(r,t)|=0 


故 在 整个 RR 上 有 w 志 0, 于 是 wl 二 4; ,惟一 性 得 证 ; 

(2) 稳定 性 : 设 初 值 或 边 值 偏差 1a - wu;|<e, 由 极 值 原理 , 在 R 内 都 有 
1ui - uz1<e, 于 是 稳定 性 得 证 . 

下 面 介 绍 另 一 种 方法 证 明 热传导 方程 混合 问题 解 的 惟一 性 和 稳定 性 ,这 种 方 
法 不 仅 对 第 一 类 边界 条 件 适 用 ， 而 且 对 第 二 .三 类 边界 条 件 也 成 立 . 考虑 混合 问 
题 


zi — Vu = g(r,i), r ECG， :>0 (1.4.64) 
9u _ 、 
wo = f(r); (e+ ps) ,ort), rrEaG (1.4.65) 
为 证 明 解 的 惟一 性 ， 只 需 证 明 齐 次 问题 
w -Viw=0, rE€EG, 1>0 (1.4.66) 
_n. 9w 
四 | -0 = 0; (eetpa) =0 (1.4.67) 
只 有 零 解 即 可 , 为 此 作 积 分 
I(z) =| wdr (1.4.68) 
C 
于 是 有 
dl dw 
r= ?| Br dr = ?| wr wdr (1.4.69) 
利用 Green 公式 
2 _ 2 9w 
| wr wdr = | cva) dz 十 = 5 d5 (1.4.70) 
式 (1.4.69) 变 成 
dl dw _ 
下 =-- ?| vau)zdr + 5 d5S (1.4.71) 


利用 (1.4.67) 第 二 式 边 界 条 件 ， 上 式 第 二 项 
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= | &( 驳 ) as， “天 0 


DG a 9n 


J w Feds = 
. - | Sw2dS, BA0 
aG el 


于 是 ， 当 a/B 之 0 或 者 B/a 宇 0 时 总 有 dI/dt 志 0, 因此 TI(:) 是 单调 下 降 函 数 ， 又 
根据 初始 条 件 : 1(0) =0, 故 1(z) 三 0, 但 根据 定义 式 (1.4.68):I1(i) 之 0, 故 只 有 
1(1)=0, 因此 w=0, 惟 一 性 即 证 . 
下 面 来 证 明 式 (1.4.64) 和 (1.4.65) 对 初 值 f(r) 的 均 方 渐 近 稳定 性 ， 为 此 设 
g(r,1)=0 和 bl(r,t)=0, 对 积分 
1(1) = | sar (1.4.72) 
求 导 得 
dl Au 
Ep ?| uv udr Se :|| ev zx)zdr 一 | 酸 de (1.4.73) 
利用 不 等 式 


0 < (1.4.74) 


( 式 (1.4.74) 的 证 明 将 在 第 四 章 中 给 出 ) 其 中 41 是 本 征 值 问题 


a (ertpa ,= 0 (1.4.75) 
的 最 小 本 征 值 , 式 (1.4.74) 代 入 式 (1.4.73) 应 有 
们 入 -2137(9) (1.4.76) 
即 有 
T() < I(0)exp(— 221) (1.4.77) 
因此 , 对 混合 问题 
u,— YU = 0， rE G， :>0 (1.4.78) 
ee (etpe) ,=0 (1.4.79) 


不 管 初 值 f(r ) 相 差 多少 , 解 u(r ,z) 的 均 方 偏差 当 z 足够 大 时 可 任意 地 小 , 故 混 
合 问题 对 初 值 f(r) 是 均 方 浙 近 稳定 的 . 


1.4.4 三 类 典型 方程 定 解 问题 提 法 比较 


由 前 面 各 节 的 讨论 可 以 看 出 , 我 们 对 Laplace 方程 提 边 值 问 题 , 而 对 波动 方 
程 和 热传导 方程 则 提 混 合 问题 或 Cauchy 问题 . 特别 是 热传导 方程 ,总 是 给 定 1 = 
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0 的 初始 值 , 求 :>0 方程 的 解 ， 这些 定 解 问题 来 源 于 实际 的 物理 问题 , 它们 是 适 
定 的 . 那么 为 什么 对 Laplace 方程 不 提 Cauchy 问题 , 对 波动 方程 不 提 边 值 问题 呢 ? 
如 果 给 定 :=0 的 值 , 求 :<0 时 热传导 方程 的 解 , 将 给 出 什么 样 的 结果 呢 ? 下 面 
的 讨论 指出 , 这 些 定 解 问题 都 是 不 适 定 的 , 我 们 用 简单 的 例子 来 说 明之 . 
例 1.4.1 二 维 Laplace 方程 的 Cauchy 问题 
du du 
I 
ulyo= pr); ws),o= yr), rE(-%,%) (1.4.81) 
如 果 作 变换 :=iy, 则 上 述 定 解 问题 变 成 波动 方程 的 Cauchy 问题 


a? 92 
“一 二“ = 0， rE€E(-%,%) (1.4.82) 


0， >y > 0， rE€E(-%,%) (1.4.80) 


uliso = Plz); wlio -ig(r), xzE(-%,%) (1.4.83) 
由 式 (1.1.14)， 上 述 问 题 的 解 为 


u = 去 [ptz+D+gz-01- 了 | wood (1.4.84) 
于 是 式 (1.4.80) 和 (1.4.81) 的 解 为 


十 


u(x,y) = [yz +iy)+ g(x ~ iy)] — | yls)ds 


I-l 


= Rel p(x +iy)]j ~ [yds 一 | wod] 


Rel p(x + iy)] + [| + it)dt + jy 一 iz)dz | 


| 


一 Re| p(x 十 jy) 十 wz 十 iD)dt | 


(1.4.85) 

根据 复 变 育 数 理论 ， 上 式 要 求 在 复 平面 z=x+iy 上, 函数 wp(z) 和 Y(z) 是 

解析 淆 数 . 因此 边 值 不 能 任意 给 定 , 否则 定 解 问题 式 (1.4.80) 和 (1.4.81) 无 解 . 

下 面 考察 关于 初 值 的 稳定 性 , 对 初 值 y 附加 微小 变化 6y = 2 *sinmz ， 其 中 & 和 

n 都 是 正 整数 ， 当 nn 充分 大 时 ,56y 及 (一 1) 阶 以 下 导数 的 绝对 值 都 可 任意 小 . 但 
解 的 变化 


元 Fi[exp(ny) — exp(— ny) Jsinnz (1.4.86) 


由 此 可 见 , 尽管 by 可 任意 小 , 但 bu 却 可 任意 大 ， 因 此 二 维 Laplace 方程 的 
Cauchy 问题 是 不 稳定 的 . 
例 1.4.2 波动 方程 的 边 值 问 题 


x7 ay ™ B(x,y), (zyy)E CG (1.4.87) 


1 . . 
Su = sinhnysinnr = 
n 
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ulac = f(x,y), (zy)EaG (1.4.88) 
其 中 G 为 (7, x 14,) 的 和 矩形 ,3G 为 其 四 条 边 . 下 面 来 证 明 上 述 定 解 问题 的 解 不 惟 
一 ,为 此 只 要 证 明 相 应 的 齐 次 问题 


2 2 
ee "i (1.4.89) 
存在 非 零 解 . 令 u(xz,y) 有 分 离 变 数 形式 
u(xz,y) = p(xr)y(y) (1.4.90) 
代入 式 (1.4.89) 
(x) yy(y) 
dy | 
两 边 恒 等 的 条 件 是 等 于 同一 常数 ( 设 为 ~&?), 于 是 可 得 
pg +kip= 0; vy +kiy=0 (1.4.92) 


上 式 的 通 解 是 
p(x) = Asinkzr + Beoskr 


(x) = Csinky + Deosky Hee) 
由 (1.4.89) 第 二 式 ,B8= D=0, 而 
A=; k= (n,m = 1,2,.) (1.4.94) 
因此 齐 次 问题 有 非 零 解 | 
u(z,y) = Asin| FE sin( S| (1.4.95) 
其 中 n 和 mx 还 必须 满足 自 洽 条 件 
i (n,m = 1,2,…) (1.4.96) 


上 式 意味 着 当 /AL 为 有 理 数 时 , 定 解 问题 式 (1.4.87) 和 (1.4.88) 的 解 不 惟一 ， 
并 且 存 在 无 穷 多 解 ; 当 LWA 为 无 理 数 时 , 解 惟一 . 
例 1.4.3 热传导 方程 对 负 时 间 的 不 稳定 性 , 考虑 定 解 问题 


au Ou _ 
FF-0, XE(0D), 1<0 (1.4.97) 
u |,.-0= u |.) = 0; u 本 = p(x) (1.4.98) 


用 分 离 变数 不 难 求 得 上 述 问题 的 解 为 
u(x,t) = Dao- sin (SE), (t < 0) 


22 
(1.4.99) 


1 
全 三 了 (ep)sanf | 


车 初 值 条 件 有 扰动 
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69 = sin( A) 
(& 为 正 整数 )， 则 解 的 变化 为 


2_ 2 
Bu = exp( - “和 ‘sin( 3*). (1.4.100) 


显然 , 由 于 i:<0， 当 充分 大 时 59 可 任意 小 , 但 sx 却 可 任意 大 . 因此 热传导 问 
题 对 负 时 间 是 不 稳定 的 . 物理 上 , 热传导 方程 描述 不 可 逆 过 程 , 不 可 能 根据 : =0 
时 刻 的 状态 反 推 :<0 的 状态 . 从 方程 本 身 的 形式 来 看 , 由 于 热传导 方程 仅 出 现 : 
的 一 阶 偏 导 , 故 对 时 间 反 演 不 具有 不 变性 . 波动 方程 则 出 现 1 的 二 阶 偏 导 , 对 时 
间 反 演 具 有 不 变性 , 可 从 t=0 的 波动 状态 反 推 知 :<0 的 波动 状态 , 但 是 如 果 波 
动 方 程 包 含 不 可 逆 的 阻尼 或 耗 散 项 , 间 样 不 具有 时 间 反 演 不 变性 . 


1.1 求 方程 


的 双 曲 型 ,椭圆 型 和 抛物 型 区 域 ,并 研究 它们 与 参数 / 的 相关 性 . 
1.2 求 下 列 方程 的 标准 形式 
Og2u ou 19u 


(a) wx 了 2 9y 0; 
2 2 
(b) T+y 5 洗 =0( 往 意 与 上 题 比较 ， 说 明 一 阶 项 对 方程 的 影响 ); 
927 Ou 
(c) Ix? 世 3 > =0; 
Pu Pu ,Fo 
(d) > 37 Ty! Tar Yay 0; 
a2 a2 92 » 92 
(9) i ye” ; 2 7 0 
1.3 证 明 两 个 自 变 数 的 二 阶 常 系数 椭圆 型 或 双 曲 型 方程 
a2u 92 a 9 . 
tt Aa+BaytCe= 
经 过 函数 变换 
u(x,y) = exp(ar + by)v(xr,y) 
能 化 成 简单 形式 
a2 了 2 
7 + 元 +cwv=g 
并 求 a 和 6. 


1.4 证 明 方 程 
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a2 92 six 2 
(1 一) 了 +2zy 5 的 + (1 y) 5 =0 
在 单位 加 x* + y?=1 的 附近 是 混合 型 的 . 
1.5 证 明 函 数 
一 
3 a 
在 锥 面 x*+ y*= +? 内 部 满足 波动 方程 
Bi, 
ar? ay Di 
1.6 证 明 球面 波 问 题 
Pu Pu Pu lu 
gz2 9 ar a 312 
2z |,-o = 9(r); zj = Yr) 


的 解 为 


u(r,t) = 元 {(r-at)o(r 一 at)+(rr+at)p(r+atr)j + 3] ope)dp 
提示 :可 利用 Poisson 公式 或 直接 在 球 坐 标 中 求解 . 利用 该 公式 求 当 


Ca 
PON MR 
时 的 解 . 
1.7 以 下 列 问 题 为 例 , 说 明 双 曲 型 方程 的 极 值 原理 不 成 立 
Ou _ ou 
Fi = 可 2， rE€ (0,n), :>0 
u(xz,t) | ,0 = sinz; u(xX,t); ,0 = sinz 
u(r,t)| ,0 = u(x,t) | .= 0. 
1.8 考虑 方程 
a? 92 
5 += 0, (c > 0) 
及 正方 形 区 域 
2 2 
orye |- 2 2] 
证 明 郴 数 


ulxr,y) = cosA/ 2 xcosa/ 有 y 


满足 上 述 方程 ,由 此 说 明 对 上 述 方程 极 值 原理 不 成 立 . 
1.9 求解 Cauchy 问题 


Aanu du a2 2 


= > 0 
于 a 了 5 3 C 本 0 t> 


u(xz,y,z,t)| ,0 = p(xr,y,z) 


提示 ; 作 变 换 zx =Vazr’ ;y=Vby ;z=Ycz. 
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1.10 车 方程 


du 2 Olu 


+ - 
3 a rit eu (c>0) 


的 解 x 的 绝对 值 在 矩形 R:(a 志 x 入 8B;0 委 1 很 TT) 的 侧 边 x=a 和 x=B8 上 不 超过 8B, 而 在 
底面 :=0 上 不 超过 M, 证 明 解 在 R 内 满足 不 等 式 

ulr,t) | max(Me’, B) 
由 此 证 明 混 合 问题 的 惟一 性 和 稳定 性 , 提示: 作 变 换 w(x ,1)=e"v(z,1), 对 v(x ,i) 利 
用 极 值 原理 . 


i pe te 
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分 离 变 数 法 是 解 定 解 问题 的 基本 方法 , 其 关键 是 一 定 函 数 类 按 某 一 正 交 函数 
系 展 开 ,以 及 求解 本 征 值 问题 . 本 章 2.1 节 介 绍 Hilbert 空间 (主要 是 L*[a,b] 空 
间 ) 及 完备 的 正 交 归 一 函数 系 概念 . 介绍 若 于 完备 的 正 交 归 一 系 , 如 定义 在 [ 一 1， 
1] 区 间 上 的 Legendre 多 项 式 集 和 定义 在 单位 球面 上 的 球 谐 孙 数 集 , 其 方法 直接 利 
用 著名 的 Weierstrass 定理 ,然后 再 回 到 它们 满足 的 特殊 微分 方程 . 2.2 节 介 绍 
Hermite 算 子 及 其 本 征 值 问题 ,讨论 Sturm-Liouville 系统 ,是 本 章 的 核心 . 2.3 节 介 
绍 分 离 变数 法 求 有 限 区 域内 定 解 问题 , 是 2.2 节 内 容 的 直接 应 用 ,所 举例 子 基 本 
上 限于 直角 坐标 系 . 2.4 节 则 是 2.2 节 和 2.3 节 的 进一步 展开 , 介绍 正 交 曲线 坐 
标 系 中 Laplace 方程 和 本 征 方程 的 分 离 变 数 . 最 后 在 2.5 节 介 绍 无 穷 区 域 (或 半 无 
穷 区 域 ) 定 解 问题 的 分 离 变 数 , 由 于 此 时 本 征 值 构成 连续 谱 , 正 交 函数 展开 中 级 
数 求 和 变 成 积分 , 故 必 须 运 用 积分 变换 技术 . 


2.1 Hilbert 空间 及 完备 的 正 交 函数 集 


利用 Hilbert 空间 的 概念 来 处 理 数学 物理 中 出 现 的 “特殊 函数 "， 如 Legendre 
多 项 式 和 球 谐 函 数 ,将 是 十 分 方便 的 . 因此 本 节 首 先 介绍 Hilbert 空间 的 概念 , 特 
别 是 元 素 为 区 间 委 z 委 上 平方 可 积 函数 组 成 的 Hilbert 空间 L*[a,61, 然后 讨 
论 一 定 的 函数 类 如 何 按 完备 的 正 交 归 一 函数 集合 展开 问题 . 


2.1.1 Hilbert 空间 和 函数 空间 节 : [a,b ] 


根据 泛 函 分 析 理 论 , 完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空间 . 所 谓 内 积 空间 是 指定 
义 在 数 域 上 的 向 量 空间 L ,对 它 的 每 一 对 向 量 x 和 w 可 以 定义 内 积 (w ,wv) 满 足 
下 述 公理 : 

(1) 正定 性 : (4,w) 之 0 当 且 仅 当 x=0 时 等 号 成 立 ; 

(2) 共 轿 对称 性 :(w,v)=(v,u)"; 

(3) 线性 :(au + bv,w)=a(u,w)+b(v,w). 
内 积 的 引进 使 我 们 可 以 定义 向 量 之 间 的 “角度 ”， 从 而 可 讨论 向 量 之 间 的 正 交 性 . 
所 谓 “ 完 备 ” 则 指 L 中 的 每 一 Cauchy 序列 都 收敛 于 工 中 的 一 个 元 素 . 不 完备 性 的 
一 个 例子 是 有 理 数 集 , 序列 
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Sv = > 证 
是 有 理 数 集 , 但 收 伍 到 无 理 数 e. 现在 我 们 特别 感 兴 趣 的 是 由 元 素 为 [a ,6] 上 的 平 
方 可 积 复 值 攻 数组 成 的 函数 空间 , 称 为 L*La ,6]. 下 面 来 证 明 这 个 函数 空间 是 一 
个 完备 的 内 积 空间 , 因此 是 一 个 Hilbert 空 间 , 证 明 分 三 步 : 
(1) 首先 ,证 明 元 *[a ,的 是 一 个 向 量 空间 : 在 函数 空间 中 , 两 向 量 方 和 户 的 
加 法 掖 自然 规律 定义 为 逐 点 相 加 
(万 + 亡 )(Czr) = fi(xr)+ for) 
而 与 复 标量 a 乘法 定义 为 
af = LUz) 
可 以 证 明 两 个 平方 可 积 的 函数 之 和 仍 是 平方 可 积 的 . 事实 上 ， 因 为 
[fitfrt = fi + fl +2Ref fo) EL ft f+21 fi fl 
志方 有 +1 户 旺 +21 广 1 有 户 I 秋 201 广 本 +1 亡 ) 
两 边 积 分 表明 , 平方 可 积 耳 数 六 和 f; 之 和 仍 是 平方 可 积 的 , 因此 中 数 空间 
L’*[a,65] 是 一 个 向 量 空间 . 
(2) 其 次 ,定义 函数 空间 L*[a,b] 上 fi 和 f; 的 内 积 


CPP = | fr Cd fl) de QD) 


由 上 式 定义 的 内 积 显然 满足 公理 (1) 一 (3), 因此 L*[a ,bj 是 一 个 内 积 空 间 . 
(3) 最 后 ,必须 证 明 工 :fa ,6] 的 完备 性 ,根据 Risez-Fisher 定理 , 设 /1 (x)， 
f(r) 是 L*[a ,6b] 中 的 元 素 ， 若 
lim | f, — f% 1 ° = im| [Cx) -f(x)|l:dr—>0 (2.1.2) 


me 


则 存在 一 平方 可 积 函 数 /(x), 而 序列 f(x) 平均 " 收 但 于 它 , 即 存在 /(x)€ 
L [ua ,0 使 得 


lim| 17) -f(r)lidr =0 (2.1.3) 


综 上 所 述 , 函 数 空间 L*[a ,5] 是 完备 的 内 积 空间 ,因此 它 是 一 个 Hilbert 空间 ,以 
后 将 直接 称 这 个 函数 空间 为 Hilbert 空间 . 根据 内 积 的 定义 式 (2.1.1) 可 以 定义 函 
数 系 | /1 的 正 交 性 和 归 一 性 , 若 f; 和 /满足 


(fi,f;) 三 | fC) f(r)de = 8; (2.1.4) 
则 称 函 数 系 !| 户 : 是 正 交 归 一 的 . 另 一 种 常用 的 正 交 归 一 性 定义 为 上 式 的 推广 


Gf)= | (f(r)p(r)dr = 6, (2.1.5) 
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其 中 权 函 数 o(z)>0, 这 时 称 } 记 | 带 权 p(x) 正 交 归 一 ， 
我 们 的 问题 是 : (1) 什么 样 的 函数 集 在 Hilbert 空间 中 起 基 函 数 作 用 ? (2) 对 
任 一 函数 f(x ), 如 何 用 基 消 数 精确 地 允 近 它 ? 


2.1,2 完备 的 正 交 归 一 函数 集 


假如 有 一 Hilbert 空间 中 的 正 交 归 一 函数 集 1f;1, 问题 是 ' ,| 能 否 作 为 Hilbert 
空间 中 的 基 函 数 ” 即 Hilbert 空间 中 的 任 一 元 素 f(x) 能 否 表示 成 1f! 的 线性 组 合 


f(x) = > :f(r) (2.1.6) 


且 上 式 右边 的 无 穷 级 数 在 [a ,6 ] 中 每 一 点 二 上 收敛 于 Fa )， 称 这 种 收敛 为 逐 点 
收敛 . 如 果 式 (2.1.6) 成 立 , 称 正 交 归 一 集 | f;1 是 完备 的 正 交 归 一 函数 集 , 且 当 式 
(2.1.6) 右 边 一 致 收敛 于 广 ,时 称 c; 为 广义 Fourier 系数 ,或 展开 系数 . 这 时 很 
容易 求 得 

(f, DD = De = = (2.1.7) 
但 是 要 求 式 (2.1.6) 一 致 收敛 于 f(x) 过 于 苗 刻 了 事实 上 , 有 可 能 找 不 到 满足 上 
述 完备 性 要 求 的 正 交 归 一 集 , 因为 式 (2.1.6) 必 须 对 Lazfu ,6] 中 所 有 f(x ) 都 成 
立 , 这 一 点 可 以 从 Fourier 级 数 展开 理论 中 得 到 简单 的 说 明 , 定义 三 种 收敛 性 概 
念 , 即 : 逐 点 收敛 .一 致 收 化 和 平均 收敛 . 假如 f(z) 是 以 2x 为 周期 的 函数 ， 则 可 
以 得 到 下 列 定理 : 

(1) 如 果 f(x) 在 [ 站 上 分 民 光 半 则 有 逐 点 收敛 定理 


De” = [f(r +0)+ flr -0)] (2.1.8) 


上 式 对 具有 第 一 类 间断 点 的 总 义 很 明 显 ， 如 图 2.1.1(a); 
(2) 如 果 f(x) 在 [一 x,x] 上 连续 ,f(x) 分 段 连续 并 且 f( 一 x) = f(x), 则 有 
一 致 收敛 定理 
> ae" = f(x) (2.1.9) 


显然 ,要求 左 式 一 致 收 伊 于 f(x )， 则 A(z) 连 第 一 类 间断 点 都 不 允许 ， 如 图 
2.1.1(b); 


(3) 如 果 .FAz) 在 [ -rz 上 分 段 连续 ,， 则 平均 收敛 定义 为 


器 | [f(x) Dae”™ dz 
上 三 式 中 展开 系数 为 


=0 (2.1.10) 


a = 二 | fr)e war 
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三 种 收敛 性 的 定义 可 由 图 2.1.1 简单 说 明之 . 可 见 平均 收敛 对 f(x ) 要 求 要 宽 得 
多 ,特点 是 允许 f(x) 具有 图 2.1.1(c) 所 示 的 奇 性 (测度 为 零 ， 对 积分 不 贡献 ). 


fx) 


AD Ax) 


-1 XX 一 于 一 开 入 + 
0 + x + x 0 Tn 


(3) 逐 点 收效 上 AD (b) 一 和 丝 收 伍 二 Ar (平均 收 亿 上 Ha 
图 2.1.1 三 种 不 同 的 收敛 特性 


由 此 重新 定义 L*[a ,5] 中 正 交 归 一 集 的 完备 性 ;车 对 任 一 /(x)€ LLa,b] 都 可 
有 止 交 归 一 函数 集 在 平均 收敛 的 意义 上 通 近 


im| |/(x) - Nap dz =0 (2.1.11) 
oj 过 


则 称 } ;| 是 定义 在 L*[a,6b] 上 的 完备 函数 集 . 下 面 求 式 (2.1.11) 意 义 下 展开 系数 
ai: 记 非 负 量 M， 


,= fn) -> ya,| dr >0 (2.1.12) 
其 中 1f;| 是 一 个 正 交 归 一 集合 ,fen bj]. 我 们 要 求 。 ; 使 M, 极 小 
™, =| (三 广 - 2 ~ De ff ara :fdr 
(f,f)— -Dae pg 


En i.y=1 


其 中 c 圭 (f,f;),， 上 式 加 上 和 减 去 we ， 则 有 


M, = (fp lw ol 
显然 M, 极 小 的 条 件 是 上 | 
a = a = | /ODF (x) dx (2.1.14) 
这 时 有 


2 


el 2: 守 0 (2.1.15) 


= | |f0) = Dafla) | dr = (7)) - 
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亦 即 
(ff) 和 | ce (2.1.16) 


上 式 称 为 Bessel 不 等 式 . 当 广 是 完备 系 时 ,根据 式 (2.1.12),limM, =0(n 一 2)， 
因此 有 


b 加 
[rar = Blof (2.1.17) 
4 i=1 


上 式 称 为 Parseval 等 式 或 完备 关系 式 . 因此 在 平均 收敛 意义 下 有 展开 关系 
大 z) 从 Daf lr); a; = WS "fr(r)dr (2.1.18) 


一 


当 第 一 式 右边 一 致 收敛 时 等 号 成 立 . 下 面 作 几 点 说 明 : 
(1) 对 带 权 p(x)>0 正 交 归 一 集 , 平均 收敛 定义 为 


lim| |/- > oj?p(z)dx = 0; (2.1.19) 
(2) 完备 关系 起 (2.1.17) 可 用 另 _ 关 系 式 表示 ， 由 式 (2.1.18) 
AD = Dope) = DA ar] ft) 
ND (zflr)] fr dr 
成 立 条 件 为 
Dos = 8(x — zx) (2.1.20) 


称 作 封闭 关系 式 . 有 关 右 边 8 函数 的 详细 讨论 见 第 三 章 . 

上 述 我 们 假定 已 存在 一 个 正 交 归 一 的 函数 系 , 接 着 的 问题 是 在 任何 区 间 
La ,0] 上 是 否 确实 存在 一 个 完备 的 正 交 归 一 集 ” 如 果 存 在 ,如 何 找到 它 的 表达 式 ? 
著名 的 Weierstrass 定理 告诉 我 们 ,可 以 建立 x 的 宕 次 多 项 式 序列 ,使 它 一 致 收敛 
于 有 限 闭 区 间 [a ,6] 上 连续 的 任意 函数 , 由 此 我 们 可 以 解决 刚才 提出 的 问题 . 

Weierstrass 定理 : 若 p(x ) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 存在 一 个 多 项 式 序 列 
P, (zx), 在 [a,5] 上 一 致 地 

limP, (xz) = p(x) (2.1.21) 


Weierstrass 定理 表明 ,和 宕 次 函数 系 [1,x,… ,zx",…] 构 成 [a ,6] 上 连续 函数 类 ， 即 
C[La ,bj 函数 在 一 致 收敛 意义 下 的 完备 系 . 但 是 L*[a,5] 中 的 元 素 只 要 求 在 [a， 
2 上 平方 可 积 , 不 一 定 连 续 . 因此 , 在 一 致 收敛 的 意义 上 [1,z,…,z”，] 并 不 构 
成 L*[a,65] 上 的 完备 系 . 但 我 们 来 说 明 , 在 平均 收敛 意义 下 ,[1,z，…zr"，…] 构 
成 L*[a,6b] 中 的 完备 系 . 首先 指出 (证 明 略 )L*[a ,6] 中 任 一 函数 f(x), 可 用 连续 
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阴 数 以 任意 精度 平均 逼近 ,， 即 给 定 任 意 小 es 总 存在 PECLe no 
| |f(x)- p(x)| dr < e 
又 1) P27) = (fp)+ yw P(e) ,因此 
Pls PODdr | i pe -Pad 
cae pa 
由 式 (2.1.21) 即 得 
| |f-P,l’dr<e 


亦 即 L?[a ,4b61] 上 任意 函数 f(x) 总 可 以 用 多 项 式 序列 P,(x) 来 平均 下 近 . 因此 ， 
在 平均 收敛 意义 下 [1,x,…,x”,…] 构 成 L*[a,6b] 的 完备 系 (但 不 正 交 和 归 一 ). 
我 们 不 详细 证 明 Weierstrass 定理 , 仅 给 一 粗略 的 说 明 . 首先 定义 泣 数 序列 
JC- x)", 0 |rl<l 
6,(7) = | 


(2.1.22) 
0， | >1 


其 中 CC, 由 归 一 化 条 件 决定 
| az)dz = 1 
可 以 证 明 当 w->co 时 C, ~. 事实 上 ， 令 积分 
+1 
1(n) = | -vd 
通过 分 部 积分 ， 可 得 到 递 推 关系 


+ +1 » 
I(n) = xr(l 一) -| -27nd — 272)" lrdr 


一 一 2 a 一 2 一 1)(1 -— xr)" lrdr 二 一 2n[1(n)- I(n - 1)] 


因此 
2n 二 
1an) = 7 Fil? 1) 
当 n=0 时 ,1(0)=2 
1(n) 2n 2(n—1) .2 2”"n1 (2"n 1)? 


2r+1 2 -1)+1 Qn+D Qa -1 (nt1)! 
当 很 大 时 ,， 利 用 Stirling 公式 lInn! 之 nlnn 一 n, 可 得 到 

lnI(n) OIn(2n)! ~ In(2n + 1)! 
即 


(2n)1 1 


I(n) ~ rr) 37 11 
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函数 f(x)= (1 到)"” 随 n 变化 的 形式 
如 图 2.1.2. 因此 可 望 5, (zx) 当 n 一 oo 时 
有 共有 8(z)( 见 第 二 章 讨 论 ) 函数 特性 , 事 
实 上 可 证 明 

8(Xx) = limé, (zx) (2.1.23) 
不 失 一 般 性 设 [a,bj] 为 [0,1], 这 总 可 通 
过 变换 z= (x 一 a)/Ab 一 a) 来 实现 . 设 


P,(x) = | ve + 1)8,(t)dt 


图 2.1.2 不 同 ”函数 形状 
显然 由 8$,(z) 的 8$ 函数 特性 


(2.1.24) 


limP, = f(x) (2.1.25) 
另 一 方面 , 对 式 (2.1.24) 右 边 作 积分 变换 艺 - + x 则 
也 ,( 工 ) = [AGEN — xz)dt 
因 f(z) 定义 在 [0,1] 上 , 当 zx 位 于 区 域 [0,1] 以 外 可 以 定义 f(x) 三 0, 故 上 式 为 
Px) = /8 ad = coO0-G-aPrde (02126 


显然 ,P,(z) 是 z 的 多 项 式 , 因此 f(x) 确 可 用 多 项 式 序列 P, (zx) 来 平均 通 近 . 严 
格 的 证 明 则 要 求 A(z) 是 [0,1] 上 的 连续 函数 ,这 时 P,(xz) 一 致 收敛 于 f(x). 

最 后 ,指出 Weierstrass 定理 可 推广 到 多 变量 函数 : 若 函 数 f(x ,x2，,… ,XX, ) 对 
于 在 [a;,60;](i=1,2,…,7) 中 每 一 个 变量 均 连续 , 则 了 可 用 多 项 式 来 逼近 


与 6 
已 (ziyz2 yn) 一 | -| ft1s t,t )6, (i 一 1)8, (ta 2) 
3 (tb — ra)dti"di, 
利用 上 述 结果 , 容易 证 明 三 角 函 数 集 
1 exp(inr),n = 0,+ 1,: (2.1.27) 


T, (x) 二 | 去 
是 完备 的 正 交 归 一 集 . 事实 上 , 正 交 性 和 归 一 性 是 显然 的 , 至 于 完备 性 可 由 二 维 
Weierstrass 定理 推出 : 有 限 区 间 内 连续 函数 g(z,y) 可 用 函数 序列 gv(z,y) 


N 
BN TY) = Dam (N)ry” (2.1.28) 
n,m = 


来 一 致 逼近 , 即 对 x 和 y 一 致 地 
lm gn(z,y) = g(rxr,y) (2.1.29) 
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注意 :a,,(N) 是 N 的 函数 , 因此 式 (2.1.28) 不 是 客 级 数 展开 . 作 坐 标 变换 
(2.1.30) 


X= rcos0; y= rsing 


从 式 (2.1.28) 和 (2.1.29) 

zt(rcosb,rsing) = g(7,0) = m > 。 (CN) revcosvgsinv6 
如 果 把 (zx,y) 的 定义 域 限定 在 单位 圆 上 , 令 /=1 
lim (CNJcowbsineg (2.1.31) 


g(cosg,sing) = 9(0) 

显然 上 式 要 求 pg (90) 只 能 是 周期 为 2x 的 周期 函数 . 利用 Euler 公式 
cosg = 六 (es +e 0); sing = 二 (es -ee) 
(ee +e i9 )n (CE e i )m (2.1.32) 


代入 式 (2.1.31) 
2(9) = lim > arm (N ) Fr 万 

M 
(2.1.33) 


求 和 指数 可 合并 ， 址 写成 

M 
9(0) = lim n pM( 0) = lim >， Cu eing 
Mm MYV 2 


上 式 表明 , 任意 连续 函数 g(0), 只 要 满足 
p(0) = p(9 + 2n) 

则 总 可 用 三 角 函 数 系 式 (2.1.27) 来 一 臻 逼近. 对 L”[a ,5] 中 平方 可 积 函 数 (x) 
设 定义 在 闭 区 间 [a ,a +2x], 且 不 一 定 满足 f(a)= fj(a+2x), 由 前 面 的 讨论 知 
总 存在 连续 函数 p(x ) 使 g(a) = g(a+27x) 并 且 

站 "| f(x) -p(xr)|l*dr<e 
列 g,, (x) 平均 收敛 于 f(x), 于 是 三 


因此 , 在 [a ,a+2x] 上 一 致 收敛 于 p(xz) 的 
角 函 数 系 式 (2.1.27) 是 L“[0,2x] 上 完备 的 正 交 归 一 集 . 在 平均 通 近 意义 下 在 在 


Fourier 级 数 展开 
FUz) 3 em (2.1.34) 
ooo V2Nn 
其 中 
Cr = /7 | fe war. (2.1.35) 
个 完备 系 . 下 面 


2.1.3 有 限 区 间 上 的 完备 系 : Legendre 多 项 式 
…] 构 成 L?*[a,b5] 上 的 一 
多 项 式 集 , 对 区 间 为 [a ,5] 的 一 般 情 


根据 Weierstrass 定理 [1 ,x， 
我 们 考虑 在 区 间 [ -1,1] 上 的 完备 正 交 归 


re 
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况 ,只 要 通过 适当 的 变换 即 可 化 成 区 间 [ - 1,1]. 用 Gram-Schmidt 方法 来 构成 正 
交 归 一 系 . 记 正 交 归 一 集中 第 ”个 元 素 为 证 , 且 p, 是 多 项 式 , 取 po 为 常数 , 即 
po 三 1/2. 根据 Gram-Schmidt 法 取 


1 T - 
pi(x) = | pil [x aopo(z)] (2.1.36) 
其 中 ae 由 正 交 性 决定 
| az) * po(x)dzx = 0; ao = | zpolr)dz =0 
故 pi(x)= 二 V3/2zx，, 同 理 取 
px) = i aopolz) — aipi(x)] (2.1.37) 
| p, | 
从 正 交 化 条 件 
| polz): palz)dz =0: | pilz): palz)dr=0 


求 co 和 cai 得 到 
p2a(x) -VSG — 1), 


一 般 ， 如 果 求 得 前 mm 个 poypi; Py,… ,pw , 则 可 令 


put1 = i [x” ~- (aopo +t aipr t+ *** + anpm( x)] (2.1.38) 
由 正 交 化 条 件 
pn) pdr = 0 (= 0,1,2,,m) 
可 求 得 
a = | "plz)dz (2.1.39) 
最 后 可 以 求 得 [ - 1,1] 上 完备 的 正 交 妇 一 多 项 式 集 
pa(X) = Pe), (n = 0,1,2,.…) (2.1.40) 
其 中 P, 称 为 Legendre 多 项 式 , 可 有 Rodrigue 公式 计算 
P,(x) = Fi il 一 1)”， (2.1.41) 


下 面 证 明 p, 确 是 [ -1,1] 上 完备 的 正 交 归 一 系 . 首先 , 完备 性 由 Weierstrass 
定理 保证 ， 只 要 证 明 式 (2.1.40) 的 正 交 归 一 性 即 可 ,为 此 计算 


1 /(22 +1)(2m+1)f! 了 2 
2rrm ml 4 


1 
| wz)es(z)dz = — 1)” 
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Dr 
人 | 
= Tr 4 dx” i(2 1) 
d” 5 | d” ] , 
. 人 ”一 WA 一 一 一 ( 洲 - 一 1 n 
dx i 1) | 1 de” I(4 ) 
m+l 
。 上 (3 一 D"dz | 
2 
因为 
nl 
(一 1)” = (一 个 多 项 式 ) x (x? -1 


故 上 下 限 代 入 为 零 , 因此 


1 一 工 TE d" ! 2 ， 
> 二 1)” 
| pa) pC)da 2"t mn 1! 1 da” i ) 
d”™+! ， 本 
。 TI 一 1) d7 
2 2n1 +1) _ 1 
= za | 一 1) Cx 1) 
il 加 ”dr 
当 关 2 时 ,n 入 对 称 出 现 , 可 设 NM, 下 j+n>2 
d™ +t” 2 2 
> 1 = 三 0 
J ) 
于 是 当 加 隆 n 时 , 有 
1 
| pa (xr) p(xr)dr = 0， (mn) (2.1.42) 
-1 
当 7=7 时 
1 1 一 1 n d>” 
| (pu) dr = = 2 | (x 0D)" i? 1)"dx 
因 (x? 一 1)"” 为 2n 次 多 项 式 , 故 
A -1)"dr = (2n)! 
代入 上 式 


(a+ DD 
22"+1( 7 1)2 | a 1) dx 


令 r=sin0 


| ( *— 1)"d = 2(~ DT 22"+10d0 _ ( 1)” 2"*1(n1)? 
1 7 0 co5 (2n + 1)! 
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故 
| coopzaz = 1 (2.1.43) 
结合 式 (2.1.42) 和 (2.1.43) 得 正 交 归 一 性 方程 
| p(x) “ pm (ZX)dr = Sm (2.1.44) 
进一步 可 以 证 明 p, (zx) 是 下 列 方程 的 一 个 解 
[2 tn + ly=0 (2.1.45) 


由 于 上 式 是 二 阶 方程 ， 故 存在 两 个 独立 解 ， 另 一 个 解 称 为 第 二 类 Legendre 函数 
Q, (zr) 
” dx 
+ (x Dp (xr) 
由 于 Q,(z) 在 zz= 土 ! 点 发 散 , 因 此 当 物 
理 问题 包含 点 zx= +1 时 ,Q,(z) 应 抛 
弃 , 反 之 , 则 要 考虑 . 式 (2.1.45) 称 为 
Legendre 方程 , 它 可 由 Laplace 算 子 在 球 
坐标 下 分 离 变 数 而 得 ， 因 此， 在 求解 
Laplace 方程 的 边 值 问题 中 有 十 分 重要 的 
应 用 , 我们 将 在 2.4 节 中 详细 讨论 . 
由 前 面 的 讨论 知 , 任 一 f(x)€ 
L*[ -1,1], 在 平均 收敛 意义 下 , 可 展 成 


Q,(z) = p(x)| (2.1.46) 


图 2.1.3 前 五 个 Legendre 多 项 式 {p(x 的 广义 级 数 
flr) cp lx) (2.1.47) 
其 中 
i 
Cn = | rz)mtz)dz (2.1.48) 


前 五 个 Legendre 多 项 式 为 


Pi(z) =1 P(x)=r; P(x)= 六 (3 -1) 


P,(r) = 二 (Sz -3x); Pi(r)= 言 (35x4 _ 30z2 + 3) 


随 x 的 变化 见 图 2.1.3， 
从 1z"| 得 到 1p, (xz)1 ,我们 利用 了 正 交 归 一 性 定义 式 (2.1.4). 如 果 引 进 权重 
因子 p(x ) 之 0, 可 得 新 的 多 项 式 集 . 例如 , 若 取 | 
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1 
or) = Ti 
则 多 项 式 集 T(x) 
T,(x) = cos(narccosz ) (2.1.49) 
带 权 o(x) 构 成 L*[ 一 1, 1] 上 完备 的 正 交 系 , 故 对 f(x) ， 只 要 满足 
| az)BPetzjdz < oo (2.1.50) 
即 可 展 成 T,(x) 的 广义 Fourier 级 数 
f(x) DT, (zx) (2.1.51) 
其 中 
,= {CODD , (2.1.52) 
-1 1 一 立 
T(z) 为 完备 的 正 交 归 一 化 系 
2 2 天 0 
T,(x) = 2.1.53 
n(x) Tu 2) ( ) 
TT 


T, (zz) 称 为 Chebyshev( 切 比 雪 夫 ) 多 项 式 ,前 五 个 表达 式 为 
To(x) = 1; TI(x) 一 个 
T(x) =2z2 一 1 T(x) = 423 -3 
T4Cz)=8r -8zr +1l 
随 x 的 变化 见 图 2.1.4. 


2.1.4 单位 球面 上 的 完备 系 : 球 谐 函 数 


考虑 三 个 变量 的 Weierstrass 定理 ， 
并 限制 在 单位 球面 上 ,可 以 推出 完备 的 
正 交 归 一 球 谐 施 数 系 1 Yow (9,g)i. 根据 
Weierstrass 定理 ,三 元 函数 空间 中 函数 系 


x’ y" 2"}, (tu,sv = 0,1,2,.) 
(2.1.54) 图 2.1.4 ”前 五 个 Chebyshev 多 项 式 
是 有 限 闭 空间 中 的 完备 系 , 作 线性 变换 
Zz3 = 之 ; zy = -ly; I= x+iy (2.1.55) 


显然 i xixz3x31 也 是 完备 系 ， 引进 球 坐标 


z3 = rcosgi xz» = rsinge-iy; z! = rsinOe'r (2.1.56) 
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其 中 GE [0,rj,r€E[0,%] 和 pgE10,2x], 由 完备 系 | xxzx< 引 可 推出 完备 系 


ritutvcos'Osin’' “Oe 9 (2.1.57) 
如 果 把 变量 限定 在 单位 球面 上 r =1, 则 有 完备 系 
cos’0sin'' “Ge *)? (2.1.58) 


引进 新 的 变量 m = 1: 一 u|， 有 关系 
tum=t-urt+u= m+2u 
ft<um=u-t>t+u= m+2t 


即 


t+u= m+ mn 


| = m+ 2 t—-u=+m 
故 有 
sin’*"0 = sin”0 sin240 = sin”0(1 ~ cos 0)* 


因此 完备 系 式 (2.1.58) 可 变 成 完备 系 


| cos*g(1 — cos’0)*sin”Oeti”? | (2.1.59) 
归并 cos"9(1 一 cos*9)* 中 同 次 害 ， 可 推出 完备 系 
| cos"gsin”gerine | (2.1.60) 


其 中 ww 和 为 正 整 数 . 对 求 和 指标 作 一 说 明 : 由 上 推导 知 cos?9 的 最 高 次 为 


vv+2k=vt+ min( 2 
21 


邻 1 二 vt+t+t+u 则 n= 二 v+2k= 二 1 一 m>0, 因此 光 亿 1!, 于 是 从 式 (2.1.60) 可 推 得 


j= Gtrtw) 


心 


妃 


{ cos "Osin”"Oeti™s; (mm 扫 /1)} (2.1.61) 
但 是 式 (2.1.61) 并 不 正 交 归 一 , 可 用 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 来 求 得 . 记 这 个 完 
备 的 正 交 归 一 系 为 Y1,(90,9), 显然 Yoo=1/YV4rx. 取 1=1 则 m=0 和 1, 令 
Yio = alcos0O + «2; Yl = ase'?sinO; Yi = ade ising 
其 中 al ez .aa 和 a4 由 正 交 归 一 条 件 决定 
| Yu rid = 0; | Yi | ”do = 1， (m = 0,17 


最 后 可 得 前 几 个 Ys m(0, 9 ) 的 表达 式 


Yoo | 到; Yi = -\/ 二 arsing (2.1.62) 
万 3 
Yn = 0s0: Yi.! = 一 也。 sin0 (2.1.63) 


函数 Y, ; ,, (9,9) 称 为 归 一 化 球 谐 函数 . 改变 表达 式 ef 5( 六 委 !)- 一 e29( 六 可 正 
可 负 且 |m| 志 外) , 球 谐 贤 数 可 表达 为 
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(27 + 1)(7/— [nD)! 


"| 、 img 
Yn (0,9) 和 4x{! 十 | D1 1)! (cosg )e (2.1.64) 
其 中 | | 志 1/.，P,”i(x) 称 为 连带 Legendre 函数 
tm 
己 (x)= (1 — x )'™'? iPi(z) 


容易 证 明 式 (2.1.64) 确 是 正 交 归 一 的 函数 集 
外 ee (0,9) singdgdp = Si 6m (2.1.65) 
其 中 | mw | 过 /和 |m'| 志 1 因此, 球面 上 任 一 平方 可 积 的 函数 /(0,9) 
| | ee) lasinbgdgdp < % 
都 可 用 Y,,, (06,p) 来 作 展开 
人 29) = > > 之 GmYm(O,p); a = | | Yi (0,¢g) 7(0,p)sinodody 


(2.1.66) 
从 式 (2.1.20) 可 得 完备 性 关系 


>， Sy (0,9) YY. (0 0) 和 (0 0 )8(p 加 2 ) (2.1.67) 
i 


t= m 


注意 :P,"i(x) 对 同一 个 m 而 不 同 的 / 组 成 的 函数 集 也 构成 完备 系 且 正 交 归 一 


一 1 
1 


| py Cdr 


(2.1.68) 
最 后 指出 , 连带 Legendre 函数 满足 连带 Legendre 方程 
二 [G-z 到 | [DD -es]y=0 (2.1.69) 


在 求解 Laplace 方程 的 边 值 问题 中 有 十 分 重要 的 应 用 ， 我 们 将 在 2.4 节 中 详细 讨 
论 . 


2.2 本 征 值 问题 和 Sturm-Liouville 系统 


本 征 值 问题 是 分 离 变数 法 求解 数学 物理 方程 的 核心 ,因而 也 是 本 章 的 主要 内 

. 本 节 首 先 介 绍 Hermite 算 子 (主要 讨论 微分 算 子 ) 和 正 算 子 的 概念 , 以 及 Her- 
mite 算 子 的 林 征 值 特性 然后 讨论 一 类 十 分 重要 的 本 征 值 问 题 , 即 Sturm-Liouville 
系统 , 特别 是 Sturm-Liouville 多 项 式 系统 . 


2.2.1 Hermite 算 子 及 本 征 值 问题 
Hilbert 空间 中 的 线性 算 子 H( 包 括 微 分 算 子 和 积分 算 子 , 后 者 在 第 五 章 讨论 ) 
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的 共 斩 算 子 H+ 定 义 为 
(于 ,02) = (yi1,H* y;) (2.2.1) 
其 中 y 为 Hilbert 空间 中 任 一 矢量 . 对 L*[a,6] 空 间 ,， 上 式 可 写成 
| ao pdr = | H* ydr (2.2.2) 
如 果 H' = H 则 称 H 为 自 厄 算 子 或 者 Hermite 算 子 ,有 关系 式 
| ae， pdt 三 本 再 /dr (2.2.3) 
或 者 
(Hyi, ;3) = (yi,Hy;) (2.2.4) 
下 面 主要 讨论 Hermite 算 子 . 算 子 H 的 本 征 值 间 题 即 是 求 下 列 方程 的 非 零 解 
Hy= Ay (2.2.5) 


上 式 称 为 本 征 方程 . y=0 总 是 一 个 解 ， 这 个 解 称 为 平凡 解 ， 而 我 们 感 兴趣 的 是 式 
(2.2.5) 的 非 平 凡 解 . 并 不 是 对 一 切 1， 非 平凡 解 总 存在 . 一 般 ,) 只 能 取 某 些 特 
定 的 值 M,, 式 (2.2.5) 才 有 相应 的 非 零 解 y, ,4, 称 为 算 子 HH 的 本 征 值 . 与 1。 相对 
应 的 非 零 解 y, 称 为 本 征 值 M, 相对 应 的 本 征 函 数 . 如 果 给 定 一 个 1,， 只 有 一 个 y, 
与 之 对 应 ， 则 称 4, 是 非 简 并 的 , 反之 , 如 果 给 定 一 个 4, 有 /个 线性 独立 的 解 
pa(i=1,2,…,/) 同 时 满足 式 (2.2.5) 则 称 1, 是 7 度 简 并 的 . 4, 的 全 体 14,i 称 为 
本 征 谱 . 如 果 4, 是 可 数 的 , 称 和 4, | 为 分 立 谱 , 否则 称 为 连续 谱 . 

下 面 我 们 来 讨论 H 的 本 征 值 及 本 征 函 数 的 两 个 重要 性 质 : 

(1) Hermite 算 子 H 的 本 征 值 *, 都 是 实数 ; 

(2) 对 应 不 同 本 征 值 之 本 征 函 数 彼此 正 交 . 

证 明 是 容易 的 : 设 与 本 征 值 4, 与 4,, 相应 的 本 征 函数 分 别 为 y, 和 vy, , 即 有 


Hy, = Angn; Hy, = Ap, (2.2.6) 
首先 , 我 们 总 可 以 使 y,, 和 vy, 归 一 化 
| gigudr = | yiwdr = 1 (2.2.7) 
(2.2.6) 第 一 式 两 边 取 内 积 
An 三 《多 ,再 办) (2.2.8) 
取 复 共 恩 ,由 内 积 的 性 质 得 
A = (Hy,,, wo ) (2.2.9) 
而 下 是 Hermite 算 子 , 故 由 定义 式 (2.2.4) 得 
A = A (2.2.10) 


因此 4,, 为 实数 . 下 面 证 明正 交 性 : 以 y, 和 vy 分 别 取 式 (2.2.6) 第 一 和 二 式 两 边 
的 内 积 
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A pg) = (Go Ho); A ps pi) = (Hy,) (2.2.11) 
第 二 式 两 边 取 复 共 斩 ， 并 利用 4, = 7 
A Dis pn) = (Hy, wy) (2.2.12) 
利用 再 的 Hermite 性 ,上 式 减 去 (2.2.11) 第 一 式 应 有 
(A ~ Aa) (pr pm) = 0 (2.2.13) 


因 多 和 天) , 故 ( 几 , 几 )=0,， 即 y, 与 %, 正 交 . 
一 类 十 分 重要 的 算 子 是 所 谓 正 算 子 , 定义 如 下 : 如 果 对 一 切 开 作 用 的 顺 数 
( 称 为 允许 函数 类 )y 均 有 


>0 (2.2.14) 
则 算 子 H 称 为 正 算 子 . 由 式 (2.2.5) 两 边 以 y 取 内 积 得 到 
4 = (WHy) 
yl 


因此 , 正 算 子 意味 着 算 子 H 的 本 征 值 都 大 于 零 . 如 果 H 是 Hermite 算 子 , 式 
(2.2.14) 可 写成 
和 风 >o (2.2.15) 
正 算 子 的 意义 可 在 处 理 热传导 方程 时 看 出 ( 见 2.3 节 ). 下 面 列举 几 个 Hermite 算 
子 的 例子 . 
(1) 动量 算 子 
1d 


H= 一 


WE rE(-%,%m); pEL(-%,%m) (2.2.16) 


” , dw; ” ” d * 

| Pl (+ 本 ja = 一 ip 02: | +| p+ dx (2.2.17) 
对 平方 可 积 函 数 : P; 和 gp， 一 0( 当 zt), 于 是 有 (Hg ,p23)= 

在 ( - ce, +co) 区 间 上 ， 对 平方 可 积 函 数 类 是 Hermite 算 子 . 


上 
、 ~ 


(gp1 ,Hop;), 故 H 


本 征 方程 为 
ldy -_ .€(- oo,oo 
i dx 三 aAy,， TE ( » ) 
故 得 本 征 函 数 


内 = Aiew (2.2.18) 
4 可 取 任 意 值 , 因此 H 的 本 征 值 构成 连续 谱 . 对 连续 谱 , 归 一 化 条 件 式 (2.2.7) 已 
不 再 适用 ,而 应 归 一 化 到 8$ 函数 


| widr = sa -2 
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因此 取 4, = 1/V2x. 注意 :本 例 中 H 的 本 征 函 数 不 是 平方 可 积 的 . 
(2) 一 维 动能 算 子 


2 


H = 人 ,yp € 12(0,1) 且 满 足 9g(0) = pg(1)=0 


dz 
(p91,Hy2) = | ei dp -- /pe 2 dr = (Hy 92) 
因此 H 在 函数 类 pgE€ LL(0,1) 有 目 pg(0)= gpg(1)~0 中 是 Hermite 的 .本 征 方程 为 
-和 = ap; g(0) = g(1) = 0 (2.2.19) 
求 得 本 征 函 数 和 相应 的 本 征 值 为 
p(x) = Sin (EE);: A = (n = 1.2,…) (2.2.20) 
由 于 
(Hyp, 9) =- | ¢ ddr = = 站 时 | dr>0 


故 HH 是 正 算 子 . 事实 上 , 由 式 (2.2.20), 本 征 值 %, >0 便 成 立 . 
(3) Laplace 算 子 H= - 六， 函数 类 op 满足 
Ci =0 (2.2.21) 
9G 
H 定义 在 有 限 闭 空间 G 内 ,G 的 边界 为 9G. 进一步 要 求 在 G 内 gE€ CC, 而 在 9G 
上 wwECI!, 于 是 有 Green 公式 
9 DO 
| Y9 pg2V pr )dr = 下 (人 Fp jas (2.2.22) 
由 式 (2.2.21) 
js 
(or + Bn ) 
因 a 与 8 不 同时 为 零 , 故 
人 闪 9 92 了 | 
901 


9n 2 adn 


= 0 (2.2.23) 


9G 


=0 
oaG 
因此 
(gp1,Hy2) = | pi Vi psdr > Vip? dr = (Hei, 92) 
故 在 边界 条 件 式 (2.2.21) 下 ,H 是 Hermite 的 . 进一步 


二 一 * 2 二 2 一 99 
(2,Hp) | Vpdr ve dr > 3ndS 
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利用 式 (2.2.21) 得 到 
| lelas,e zo 


由 .2 


(P,Ho) >0 
故 在 条 件 8/a 宇 0 或 a/B 宇 0 下, H= -Vv 是正 算 子 . 
(4) Legendre 算 子 


(p,Hp) = js pp ?dr 十 


2 
| dS,a#0 
n 


如 果 BL/a 之 0 或 a/B 宇 0, 则 有 


d 


H=- -zx) | rE[-1,1] 
是 正 的 Hermite 算 子 . 事实 上 
1 四 1 « dd 2 d 2 
(Pi Hop2) 二 | 9 HP2dz =-| 9 le 一 x*) | dx 
_f: _ 2) dp2 d91 
-| 4 7) 5 5 (2.2.24) 


当 pi= 9 二 2 时 
(2 ,了 9) = | 一 7) 92 dr >0 
故 H 是 正 算 子 . 另 一 方面 
1 1 d 类 d 1 d do 。 
| pi Hyrdz = | 4 zx?) 本 全 = [| a -xz2) 522 or] 
两 边 取 复 共 轿 并 利用 式 (2.2.24) 


1 
| padx 二 (91 ,Ho9,) 


即 
(Hpl,9p2) = (91,Hoy;) 
因此 ，Legendre 算 子 是 Hermite 的 , 其 本 征 方程 即 为 Legendre 方程 


-A[a 2) EP,(z) |= n(n+1)P,(x) (2.2.25) 


本 征 值 为 4, = n(n+1), 显然 {4,1 构成 可 数 集 . 注意 : 本 例 中 本 征 值 是 由 所 谓 的 
自然 边界 条 件 决 定 的 , 即 要 求 Legendre 方程 的 解 在 端点 x = + 1 有 限 , 因为 端点 
z= 士 1 是 再 的 奇 点 . 
(5) 最 后 , 考虑 较为 一 般 的 算 子 
H=-Y:.[p(r)v]+ wa(r) (2.2.26) 
其 中 p >>0,g 宇 0, yp(r) 满 足 边 界 条 件 
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9 
9 
(zp + B32) je 0 (2.2.27) 


且 a/B 之 0 或 B/a 之 0. 可 以 证 明 H 满足 Green 公式 
| (pr Hy; - pHopr )dr = were 2 -pr jds 
事实 上 ， 有 矢量 恒等式 
pr VY* (pVYo2) = VY: (por Vp) - pl(Vor )* (Vy) (2.2.28) 
交换 gy 与 p; 的 位 置 可 得 类 似 的 公式 ,两 式 相 减 
pr Ve [plr) vp] - pa Vv [plr)vogr ] = VY: [plr)(y? Vp- ps V9i )] 
利用 Gauss 公式 最 后 有 


| (yi Hp; - p2Hoyr )dr =-— jr»: [plr)(gr? Y9pa - 92 vor )Jdr 


-pop; ve- pr vei) nds 


DO” 9 
=| ,P(r) (9, 2 _ of 3 ds 
利用 边界 条 件 式 (2.2.27) 和 假定 p(r)>>0, 即 得 (gy1 ,Hyps)= (Hg, 9;). 因 此 ,H 
是 Hermite 算 子 . 进一步 由 式 (2.2.28) 


| ao)dr = | pv， (pY 9p)+ gpl]dr 
-Jv pp Vp) -plv oll dr+ | alpldr 
=| (plv ol:+algl)dr |), oz 92ds 


| 人 Bz0 
=| (plv el’+alyl det+ 


9 
| fol)as, «#0 
显然 当 p(r)>0,g(r) 之 0 时, 有 
| pae)dr = (p,H9) >0 
故 H 是 正 的 Hermite 算 子 . 如 果 定 义 本 征 方程 为 
HP = Ap(r)p(r) (2.2.29) 
其 中 p(r)>0, 则 w 与 g; 正 交 意味 着 带 权 o(r) 正 交 
(pi, 9;) =| pl) 9’ (lr)dr = 6; (2.2.30) 


2.2.2 Sturm-Liouville 系统 


考虑 算 子 式 (2.2.26) 和 边界 条 件 式 (2.2.27) 的 一 维 情形 
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Lv 兰 一 [p(x) | + g(x)v(x) (2.2.31) 
其 中 x€ (0,/),wv(x) 满 足 边 界 条 件 


[Da =0; [v(x) + dv}] 


(2.2.32) 
本 征 值 问题 为 求 下 列 方程 的 非 零 解 及 4 的 可 允许 值 
LLv(x)] = Ao(x) v(x), rE€ (0,7) (2.2.33) 
式 (2.2.32) 和 (2.2.33) 称 为 Sturm-Liouville 本 征 值 问题 . 它 在 分 离 变 数 法 求解 定 
解 问题 中 经 常 出 现 ,， 故 我 们 专门 讨论 ， 

如 果 , (1) pz)>0 和 pz)>0 以 及 40z)>0; (2) p(x).p (x)、p(x) 和 
d(z) 在 闭 区 域 +-€ [0,l] 内 连续 ; (3) a 与 Bi 不 同时 为 零 , 则 我 们 称 式 (2.2.32) 
和 (2.2.33) 为 正则 Sturm-Liouville 本 征 值 问题 . 反之 , 如果 上 述 有 一 个 或 者 几 个 
不 满足 , 如 p(0) = p(71)=0, 则 称 式 (2.2.32) 和 (2,2.33) 为 育 异 Sturm-Liouville 
本 征 值 问 题 . 式 (2.2.25) 定 义 的 本 征 值 问题 即 是 一 个 奇异 的 Sturm-Liouville 本 征 
值 问题 . 奇异 Sturm-Liouville 本 征 值 问题 往往 在 奇异 处 构成 自然 边界 条 件 ， 如 要 
求 本 征 函 数 有 界 , 则 本 征 值 只 能 取 若 干 值 . 我 们 将 结合 具体 问题 讨论 这 种 情况 . 

显然 , 这 时 内 积 的 定义 应 取 


1 
( 91, P92) = | ol) pr (zypa(z)dx (2.2.34) 


在 开 区 间 zxE (0,!),o(z)>0. 下 面 我 们 来 讨论 Sturm-Liouville 问题 本 征 值 及 本 
征 肖 数 的 普遍 特性 . 
性 质 1; 对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 相互 正 交 . 证 明 如 下 : 设 (4;,4) 是 两 个 
不 同 的 本 征 值 , 分 别 对 应 的 本 征 涵 数 是 (gp; , 9; ) 则 
‘ x 四 d dp7 | dg 
[Ke Ly pL )dz -| Lp dz ( dx ) 史 二 (6 dr ) dz7 


“a dp 名) . 
=] 起 [2 (» dz Yi dz EE (2.2.35) 


. 9 dg ! 加 
-Palg dr 人 | 0 0 
事实 上 , 利用 边界 条 件 式 (2.2.32) 
d 0 dw,(0 
al (0) - B dp 0) ) = 0; a1p;(0)— BI 2 0 
即 
p (0) dp 0) 0 * (0) So - -0 
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同 理 

p (7) 2 -og* (1) dp) -0 
因此 工 在 边界 条 件 式 (2.2.32) 是 Hermite 算 子 , 故 (9;, 9;) 正 交 . 直接 利用 式 
(2.2.33) 


J pig oredr = -oprodz = -er 
而 4, 关 Nj 故 (9;, 9;)=0. 

性 质 2: 本 征 值 4 为 实数 , 且 非 负 (4 宇 0), 本 征 函 数 可 选择 为 实 值 函数 . 事 
实 上 , 因 工 是 Hermite 算 子 , 故 X 为 实数 . 因为 式 (2.2.33) 中 p、g 和 p 都 是 实 
值 函 数 , 故 式 (2.2.33) 任 一 解 的 实 部 和 虚 部 都 是 式 (2.2.33) 的 解 . 下 面 证 明 1 之 
0: 设 9 是 本 征 函 数 ， 由 于 式 (2.2.33) 


一 ETE = Tre ja + | ea] 
0 
(or | + Jp ($s) az + | gpdx 2236) 


利用 边界 条 件 式 (2.2.32) 


- pl) pl) MD - A 0 
0， 8 = 0 
pCO) 00) dol0) _ A 三 0， pz0 
0， p =0 
又 因 p(zr) 和 g(xz)>0, 故 A 之 0. 从 式 (2.2.36) 显 然 可 看 出 : 如 果 在 闭 区 域 x € 
[0,7] 内 q(x)>0, 则 4 对 0, 即 零 不 是 本 征 值 ; 如 果 q(x)=0, 则 当 且 仅 当 ai = 
qs 二 0 时 ,A=0 是 式 (2.2.32) 和 (2.2.33) 的 本 征 值 . 

性 质 3: Sturm-Liouville 问题 的 本 征 值 是 非 简 并 的 , 即 对 应 一 个 4 只 可 能 有 一 
个 本 征 函 数 . 一 般 对 二 阶 常 微分 方程 ,总 有 两 个 线性 独立 的 解 , 但 对 Sturm-Liou- 
ville 系统 ,每 一 个 本 征 值 只 能 有 一 个 独立 的 本 征 函 数 , 用 反 证 法 : 设 对 应 的 两 个 
线性 无 关 本 征 函 数 为 p1(x,4) 和 g(x ,4), 则 可 取 gp1(zx ,4) 和 gpg,(x,4) 为 方程 
(2.2.33) 的 基本 解 , 于 是 满足 任意 初 值 条 件 


op(z) ,= ai ee) =6 


的 解 p(x ) 可 以 表示 成 
p(X) = ciepl(z Ah) + cop (x ,4) 
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因 wp 和 qs, 是 本 征 图 数 ,满足 齐 次 边界 条 件 式 (2.2.32), 故 pg (x) 也 满足 式 
《2.2.32) ,这 说 明 p(1) 与 w (1) 之 间 存 在 一 个 线性 关系 , 故 a 和 2 不 能 任意 选取 
矛盾 ! 因此 ，pi 和 gq; 不 可 能 线性 独立 . 
性 质 4: 本 征 值 是 分 立 的 , 即 ;X, 1 形成 可 数 集 ， 并 且 有 
0 (nA >%) (2.2.37) 
下 面 仅 证 明 14, 1 是 可 数 集 , 式 (2.2.37) 的 证 明 则 略 去 . 事实 上 , 设 式 (2.2.33) 的 
任意 两 个 线性 独立 解 为 p(x,X) 和 g(x ,43), 则 式 (2.2.33) 的 通 解 为 
PTAA)= ccrA) + cp (7x,A) (2.2.38) 
当 4 为 本 征 值 时 应 满足 式 (2.2,32), 于 是 有 决定 系数 c| 和 co 的 方程 


de;(0， 
wp (0.) BP | e+ [spa(0， 1) -局 P20 | 0 
aa01(7， 1) + Ap: S90 es Cl + [a2p2ll, A)+B, S22 | = 0 
存在 非 零 解 的 条 件 是 系数 行列 式 A(4) 等 于 零 

do (0,4 de (0,4 
aig1(0,4) ~ Br SO ) a1p2(0.4) ~ Bl oa 

A(X) 二 do (12) do 
apl(1A) + By a2p2(1 ,A) + B， TT 

(2.2.39) 


上 式 是 确定 本 征 值 4 的 方程 ， 即 本 征 值 是 函数 A(4)=0 在 4 复 平面 上 的 零点 . 
因此 , 问题 是 4(A)=0 的 零点 如 何 分 布 ? 由 微分 方程 的 理论 知 ,， 对 于 固定 的 x 
值 ,yg1(x,4) 和 gp,(x,4) 是 4 的 整 函数 , 即 在 整个 4 复 平面 上 解析 的 函数 . 因此 ， 
A(4)=0 也 是 4 的 整 孙 数 . 根据 性 质 2, 本 征 值 只 能 是 实数 , 故 A(%)=0 的 零点 
都 在 实 轴 上 . 因 A(2) 在 全 平面 上 不 恒 为 零 , 在 有 限 处 A(4)=0 只 能 有 有 限 个 零 
点 (否则 A(X) 夺 0 恒 为 零 ), 即 本 征 值 是 分 立 的 . 

性 质 5: 对 L*[0,7] 上 的 平方 可 积 函 数 


| oz)1gGz)ladz < co 
本 征 函 数 | ;1(i=1,2,… ) 形 成 一 个 完备 函数 系 . 因此 ,如果 pgE 1?[0,1] 且 带 权 
o(z) 平 方 可 积 , 则 可 作 广 义 Fourier 展开 

p(X) 衬 > (pp) pr(r) (2.2.40) 


上 式 右 边 平均 收敛 于 p(z). 如 果 p(x) 在 区 间 xE [0, /内 连续 , 且 有 分 段 连 续 
的 一 阶 导 数 ， 又 满足 边界 条 件 式 (2.2.32), 则 上 式 右边 一 致 且 绝对 收敛 于 左边 ; 
如 果 p(xz) 在 zo 点 有 第 一 类 间断 点 , 则 上 式 右 边 在 z 点 收敛 于 平均 值 
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oo 


> (pep)ge(zo) FLp( rd) + p(x0)] (2.2.41) 


性 质 6: 对 应 于 本 征 值 的 本 征 函 数 gp,(x), 在 [0,1] 区 间 内 恰好 有 个 零 
点 . 

性 质 5 将 在 第 四 章 给 出 证 明 , 性 质 6 证 明 较 为 复杂 , 故 略 去 ， 下面 列举 几 例 
来 验证 上 述 性 质 ， 

例 2.2.1 取 p(x)=p(r)=1,gq(x)=0,al=az=1,PBi= Bz=0, 本 征 值 问 题 
为 


2 
-9 号 = Mg; plr-o=9plx-r =0 (2.2.42) 
这 是 我 们 熟知 的 ， 显 然 
pn x) = ?in (<) 和 人， 二 (至 ) 一 ,2,3,… (2.2.43) 
显然 具有 性 质 1 一 6. 如 果 取 边界 条 件 
d2 _ dp 
下 | di = 0 (2.2.44) 
则 
/1 2 nnx 
po(x) =A/ 本 pn(x) = Cos 
Y 1 Je 人 (和 (2.2.45) 
4, = (至 (n = 0,1,2,.) 


这 时 零 是 本 征 值 ,对 照 性 质 2 的 条 件 , 这 是 显然 的 . 
例 2.2.2 考虑 一 个 非 Sturm-Liouville 本 征 值 问题 


-和 = xp rE€(-1,/) (2.2.46) 
且 有 周期 性 边界 条 件 
gp(- 1 = 9D); 0- MD (2.2.47) 


可 得 对 Mo=0 本 征 函 数 为 po(z)=17V22. 当 4, 隆 0, 则 有 


Vio (F) ; 
p(x) = ; 4 = (至 ,= 12，… 
Vis (2 
7sin| 
因此 ,对 应 于 本 征 值 4, 关 0, 有 二 个 线性 独立 的 本 征 函 数 , 故 是 双重 简 并 的 , 性 质 
3 不成立. 事实 上 ，Sturm-Liouville 系统 的 边界 条 件 式 (2.2.32) 是 一 点 之 间 的 关 
系 , 而 式 (2.2.47) 是 两 点 之 间 的 关系 . 
例 2.2.3 Bessel 函数 展开 , 考虑 奇异 的 Sturm-Liouville 问题 
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dl/ d 
-二 (x 在) 二 = aag， r € (0,1) (2.2.48) 


上 式 为 n 阶 Bessel 方程 , 其 中 p(x)=xz 和 p(x)=x,g(xz)=n*/r>0,xr€(0, 
1), 并 且 p(0)= o(0)=0;9(z) 在 zx=0 处 有 奇 性 . 根据 常 微分 方程 理论 ,x =0 
是 Bessel 方 程 的 正则 奇 点 , 故 存在 有 界 的 解 (因为 方程 的 奇 点 一 般 也 是 解 的 奇 点 ， 
但 当 奇 点 是 正则 奇 点 时 , 可 得 到 无 奇 性 的 解 )， 考虑 边界 条 件 


d 
p(r)|i-0 < coi (cp +B 


第 一 式 为 自然 边界 条 件 . 一 般 如 果 ze 是 式 (2.2.33) 的 奇 点 , 自然 边界 条 件 可 写 
成 (xo=0 或 /1) 


= 0 (2.2.49) 


im p(x) SEE) = 0 (2.2.50) 


上 式 不 仅 使 wp 在 奇 点 xo 处 有 界 , 而 且 使 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 彼此 正 交 . 事实 
上 ,由 
d 
(A -agp) = pp 7 Pi 笃 )| 
为 了 使 w 与 9; 正 交 , 不 仅 要 求 9; 和 go 在 zx=0 或 =! 有 界 ,而且 要 求 


dp 4 dp;(x) 
p(x) =0; p(x) HE = 0， 


(2.2.51) 


(x— x0) 
方程 (2.2.48) 在 x=0 ) 处 有 界 的 解 为 n 阶 Bessel 函数 J, (YAx)( 详 细 的 讨论 将 在 
2.4 节 给 出 ). 万 (z) 在 x=0 处 的 渐 近 特性 为 

Jol(x) = 1+ O(x’); J,(r) = O(x") (2.2.52) 
显然 条 件 式 (2.2.50) 是 满足 的 . 本 征 值 * 由 式 (2.2.49) 决 定 


a, vin) + pd] =0 (2.2.53) 


人 二 
令 ws(&=1,2,…) 是 方程 
[a +8] =0 (2.2.54) 
的 第 & 个 根 , 则 本 征 值 入 = (ax)?A?, 如 取 边 界 条 件 式 (2.2.49) 中 B=0, 则 ax 是 


n 阶 Bessel 函数 的 正 零 点 J (a ) =0. 根据 Bessel 函数 的 性 质 , 式 (2.2.54) 存 在 无 
限 多 个 可 数 的 正 根 , 因此 a? 总 是 存在 的 . 于 是 当 8=0 人 时, 本 征 消 数 系 为 gx = 


J(V X27), 而 gi 的 模 
Lo = yh) = SBR) 
故 正 交 归 一 的 本 征 函 数 为 
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gx) = 昌 . J Nr) 

Jn(V a) 

对 每 一 个 n， 销 数 系 | 8 是 一 个 正 交 归 一 的 完备 系 , 故 对 任 一 函数 p(z)E EL2:[0， 
站, 且 带 权 p(x)= zx 平方 可 积 


| zez(z)dz < (2.2.56) 


k= 1,2,.… (2.2.55) 


总 可 展 成 Bessel 级 数 
pr) (pp) pr) (2.2.57) 


注意 :上 式 对 每 一 个 ”都 成 立 ， 
例 2.2.4 Legendre 方程 


QT de | _ 
-去 | xz?) 9 | = Mg， xE(-1,1) (2.2.58) 


当 xE€E(-1,1) 时 ,p(xz)=1-x*>0, 但 p(-1)=p(1)=0, 故 上 式 是 奇异 的 
Sturm-Liouville 问题 ,x = + 1 是 正则 奇 点 , 存在 自然 边界 条 件 
lim 9 (zx) < oo (2.2.59) 
用 级 数 法 求解 式 (2.2.58) 可 知 ，Legendre 方程 在 区 间 x E[ 一 1,1] 存 在 有 界 解 的 
条 件 是 4 只 能 取 分 列 值 
,= n(n+1), n = 0,1,2,.… (2.2.60) 
与 4, 相应 的 本 征 函 数 为 Legendre 多 项 式 , 而 归 一 化 的 本 征 函 数 为 


pg, (x) = P(x) (2.2.61) 


在 2.1 节 我 们 已 详细 讨论 了 P, (x). 
2.2.3 Sturm-Liouville 多 项 式 系 统 


考虑 一 般 形式 的 二 阶 方程 


2 
a(x) T+ B(x) e+ [y(z)+AX]epz)=0 (2.2.62) 
p(x) = exp|| BE qz |; q(x) = 一 YE) pz); p(x) = 2 


可 化 成 Sturm-Liouville 型 . 为 了 p(x) 具有 多 项 式 解 Q,(z)( 其 中 为 多 项 式 的 
阶 数 ) ,显然 要 求 方 程 的 系数 a(x)、B(z) 及 yY(z) 满 足 ; a(z) 是 二 阶 多 项 式 , B(x) 
为 一 阶 多 项 式 , 而 y(z) 为 常数 

a(xr) 二 ao22 十 alZ 十 a2 


2.2.03 
B(x) = Bort+t pi; YX(z) = Yo ) 
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注意 :由 于 yo 为 常数 , 相当 于 本 征 值 作 平 移 ， 而 不 增加 新 的 内 容 ,， 故 可 令 yo = 0. 
下 面 分 三 种 情况 讨论 具有 多 项 式 解 的 Sturm-Liouville 系统 : 
(1) a(x) 是 二 阶 多 项 式 
Boz + pI 


plx) xp|| ao 十 al 十 a2 
如 果 取 xco= -1, 并 且 a(x)=0 的 根 在 z= +1 处 ， 令 Bi=g p;Bo= - (p+g+2), 
则 


dx (2.2.64) 


B(x) _-(ptgq+2rtg-p_ gq+1 p+l 
a(xr) 1—x? 上 


(2.2.65) 


工 一 工 


~ 二 


px) = (1+ x) (1 — x)?*!; az) =- 


> g+!l _ +1 
pr) = HD) 02.2.67) 


这 时 的 多 项 式 解 Q,(z) 称 为 定义 在 区 域 [ -1,1] 且 指标 为 (p,q) 的 Jacobi 多 项 式 . 
特别 是 当 p=g= -12,olz)=(-z) 2, 记 QQ,(x)=T,(x), 正 交 关 系 式 为 


下 
(TT,, T,,) -| a (x)T, (x) 


1—-x? 


p(x)=0 (2.2.66) 


dr=0 (n 关 mm) 


若 令 x = cosb 则 


(Ts,T,) = | Ti (eos0)T, (cos0)d0 =0 (2.2.68) 
在 [ - r,r] 上 满足 上 述 关 系 惟 一 的 cos9 多 项 式 集 是 T,(cos8) 一 cosn6 , 即 
T,(zr) 一 cos(Czaarccosz) (2.2.69) 


T,(z) 就 是 我 们 已 讨论 的 Chebyshev 多 项 式 集 . 如 果 取 p=g=0,p(x)=1 和 
p(x)=(1 到), 这 时 的 多 项 式 集 即 为 Legendre 多 项 式 . 
(2) wx(z) 是 一 个 线性 函数 : 因 总 可 通过 平移 坐标 使 a(x)=x, 故 


plzx) 一 exp 人 | az |- pepor ; p(xr) 一 二 PCz) 一 (Bi 1 Bo 


(2.2.70) 
如 果 8,>1,o(0)=0. 因此 可 以 定义 当 xz0 时 p(x)=0, 令 Bl-1=s;Bo= -1， 
可 得 
p(x)= re ”; p(r)= rle? (2.2.71) 
具有 这 种 权重 的 正 交 多 项 式 Q, (x ) 称 为 连带 Laguerre 多 项 式 , 记 为 L(x), 上 且 
有 正 交 关系 
_TUts+n) 
nl! 


| ,L(x) L(x) re dr 8 (2.2.72) 


其 中 TIT(1+s +) 是 TT 函数 , 可见 L; 定义 在 区 间 zE(0,co). 若 s=0, 则 L(x) 
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= 工 , 称 为 Laguerre 多 项 式 , 关于 Laguetre 多 项 式 的 详细 讨论 见 2.2.4 小 节 ， 
(3) ac(z)= 常 数 , 可 选择 x=1, 于 是 
pz) = exp| (pz + dz = exp (Po + pzj= cexp[ 包 +pvBo] 
如 果 选 择 Bo<0, 那么 1zl 一 cc 时 , 记 (z) 指 数 误 减 , 取 Bo= -2,p8=0. 则 
oz)= er pr)= er (2.2.73) 
具有 这 种 权 函 数 且 定义 在 (一 ,%) 区 域 上 的 正 交 多 项 式 称 为 Hermite 多 项 式 ， 
关于 Hermite 多 项 式 的 详细 讨论 见 2.2.4 小 节 . 可 以 证 明 , 除了 上 述 所 讲 的 多 项 


式 外 , 不 存在 更 多 的 多 项 式 , 它们 是 二 阶 微分 方程 的 解 . 
把 Q, (zx) 代入 式 (2.2.62) 并 利用 式 (2.2.63) 可 得 本 征 值 分 布 为 


A, =- nlaon + Bo — ao) (2.2.74) 
Legendre 多 项 式 : ao= -1， Bo= 一 2， A, = n(n+1); 
Hermite 多 项 式 : a0=0,， Bo= -2, 4.=2n; 
Laguerre 多 项 式 : a0=0， Bo= 一 |， A = ns 
Chebyshev 多 项 式 : ao= -1， Bo= -1,， A = nn. 


显然 均 有 4, 宇 0, 并 且 满 足 性 质 4. 最 后 指出 Sturm-Liouville 多 项 式 系统 的 本 
征 消 数 集 { Q, | 完备 性 定理 : 在 Hilbert 空间 中 正 交 归 一 的 Sturm-Liouville 多 项 式 
1Q, 1 是 完备 的 (证 明 见 第 四 章 ). 


2.2.4 Hermite 多 项 式 与 Laguerre 多 项 式 


由 于 Hermite 多 项 式 与 Laguerre 多 项 式 分 别 是 整个 实 轴 ( - co ,co ) 和 半 实 轴 
(0,co) 上 的 完备 多 项 式 集 , 故我 们 特别 讨论 之 . 
记 Hermite 多 项 式 为 H, (x ), 有 微分 公式 


H,(x) = (一 Le Ce (2.2.75) 
dx , 
下 面 来 证 明 由 上 式 定义 的 瑟 , 确 是 正 交 多 项 式 集 , 即 证 明 
[HHeTdr= Hl -+ (2.2.76) 
用 比较 简单 的 方法 证 明 上 式 , 为 此 介绍 昌 , 的 母 函 数 y(x ,i) 
J(r,t) = exp(- 1t* +2tr) (2.2.77) 


把 y 看 成 z 的 函数 作 寡 级 数 展开 
V(zyi) = exp(~ 1 +2tr) = exp(z2) ， en = 2 a 


(2.2.78) 
显然 有 
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az) = SE) - eo [Se] 
n oar” /20 aor” | ,=0 
2/ d” ") 2 dd” 2 
一 ex 一 一 e 二 一 1 ne e7 
(i yo ( ) dz 


因此 a,(x)= 日 ,(x). 由 于 HH,(x) 是 y(x,i) 的 瞪 级 数 展开 系数 , 故 称 y(x,1) 
为 日 , (x ) 的 母 函 数 . 考虑 积分 


1=| ee .er d= SD | ae dz 
上 式 左边 积分 
了 =。e ee e200rdr = e+) Ve = Vie” = /iY Cy 
机 a 
比较 同 次 睁 得 
| HCH, (x)e "dr = Vi2mlam (2.2.79) 
故 上 HH, ?= yx2"n1!. 四 数 系 


H, (zx); p(x) = el 2.2.80 

0 |) 

构成 Hilbert 空间 L*( - co ,ceo) 上 完备 正 交 归 一 系 , 故 对 任 一 (xz)ELEL2(- oo 
co ) 带 权 exp( - zx) 平方 可 积 函 数 


| exp(- xz)|1p(zr)|l*dzr < co (2.2.81) 


可 展 成 广义 Fourier 级 数 


p(z) 兰 > (pp)p(z) (2.2.82) 


显然 由 于 式 (2.2.81) 中 积分 带 权 p (x)= exp( 一 zx?), 故 对 p(x) 的 条 件 相当 宽 ， 
例如 g(xz)= x(k< 吕 ) 尽 管 zx 一品 时 , p(x) 一 %, 但 仍 满足 式 (2.2.81), 也 能 展 
成 级 数 式 (2.2.82). 

由 式 (2.2.78), 两 边 对 z 微分 则 有 


3 = 21y(x ,1) 


故 有 
> H’ EEL _ - > 2 
比较 1 的 同 次 蚂 得 到 五 ， 的 导数 递 推 关系 


H, (x) = 2nH, i(x) (n 守 1) (2.2.83) 
同样 从 
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和 2(t -zy =0 


可 得 号, 的 函数 递 推 关系 式 
H,r(x) -2xH,(x) + 2nH,.1 = 0， (7 之 1) (2.2.84) 
由 式 (2.2.83) 和 (2.2.84) 可 推出 及 , (x ) 满 足 Hermite 方程 
H’,(x) — 2xH, (x) +2nH,(x) = 0， (nn 之 1) 
即 
df ._» dH, 
去 ( dz 
其 中 心 =22. 上 式 的 另 一 个 解 在 zx 一 土 co 发散, 故 不 讨论 之 . 前 四 个 Hermite 多 
项 式 


)+ he 万 =0 (2.2.85) 


Hy(x)= 1; Hi(x) = 27x 
H(zx) = 47x* -2; H3(x) = 8x’ — 12x 
的 图 象 见 图 2.2.1, 注意 ,图 2.2.1 中 的 
曲线 为 函数 


e,(X) = 


1 
V2" Ir 
记 Laguerre 多 项 式 为 L, (x), 它 的 微分 
形式 为 


er H, (zx). 


(2.2.86) 


2.2.1 前 四 个 Hermite 多 项 式 


L, (Xx) 的 母 函数 为 
px,t) = Te (- xz) (2.2.87) 
把 y 看 成 的 函数 作 窒 级 数 展开 
1 f yar) ， 
Te 人 rT 之 


而 
a,(x) = 一 多 工人 ,0 ° 元 | 一 iexp(- 证 1=0 
可 推 得 


dxr” 
和 何 样 可 以 证 明 Laguerre 多 项 式 的 正 交 性 关系 


(rre*™)= nlL,(zrx) 


as(x) = ex 
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| L(r)L (x)e :dr = 6,, (2.2.88) 
0 


函数 系 

1p (zx)!= LOzjso(z) = e "| (2.2.89) 
构成 Hilbert 空间 L*(0,o0) 上 完备 的 正 交 归 一 系 , 故 对 任 一 g(z)EL2(0,co) 带 
权 e “平方 可 积 函 数 


| epGz)Pda < (2.2.90) 
可 展 成 广义 Fourier 级 数 
p(2) SS) (gs9) pl7). (2.2.91) 
Laguerre 多 项 式 的 导数 和 函数 递 推 关系 式 分 别 为 
zL Crz) = n[L,(r)- LL, 1(7x)] (2.2.92) 


MLv(Cz)= (2n 1- x)L, (xr)- (rn -1)L, (7x) (2.2.93) 
前 四 个 Laguerre 多 项 式 
Lo(x)= 1; Li(x)=1-x 


L(xz)=1-2x+ 本 2 L(x)=1-3rt+ 3 


的 图 象 见 图 2.2.2, 注意 :图 2.2.2 中 的 
曲线 为 函数 
e (zx) = e 2L,(r). 
最 后 , 值得 指出 的 是 三 类 多 项 式 系 
统 , 即 Legendre 多 项 式 .Laguerre 多 项 式 
和 Hermite 多 项 式 , 分 别 是 有 限 区 域 、 半 
无 限 区 域 和 无 限 区 域 中 的 正 交 多 项 式 系 


-0. 5 [一 


统 , 但 他 们 各 自 的 权 函 数 不 同 . 0 2 4 6 8 10 


图 2.2.2 前 四 个 Laguerre 多 项 式 


2.3 有 界 区 域内 定 解 问题 的 分 离 变 数 法 


利用 前 面 各 节 的 内 容 , 现在 讨论 三 种 基本 方程 ， 即 波动 方程 .热传导 方程 和 
Laplace 方程 ,在 有 界 区 域内 定 解 问题 的 分 离 变数 法 . 考虑 较为 一 般 的 方程 
(1.1.70) 一 (1.1.72)， 三 个 方程 分 别 代表 非 均 匀 介 质 的 波动 .热传导 和 热平衡 . 
下 面 分 别 讨 论 这 三 个 方程 在 有 界 区 域 的 混合 问题 . 
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2.3.1 波动 方程 的 齐 次 混合 问题 
考虑 方程 (1.1.70) 的 齐 次 混合 问题 
plr)un +Lx = 0， rE€EgG, :>0 
u(r,t)| ,0 = f(r); us|,jo = g(r);r E€E 9G + G 
=0 


CR 
其 中 a/B 宇 0 或 者 B/a 宇 0( 但 a 与 8 不 同时 为 零 ). 用 分 离 变 数 法 求解 上 述 问题 ， 
首先 作 空 间 变 数 和 时 间 变 数 之 间 的 分 离 

u(r,t) = op(r)T() (2.3.2) 


(2.3.1) 


代 人 (2.3.1) 的 第 一 式 
T(2) _ LLly(r))] 


Tt)》 -po(FJpCry 一 (2.3.3) 

其 中 4 为 分 离 变 量 引 进 的 常数 , 于 是 有 
Lo(r) = Ap(r)oy(r); (om 十 ps) = 0 (2.3.4) 
T”(1) + AT(1) =0 (2.3.5) 


显然 式 (2.3.4) 构 成 本 征 值 问 题 ， 由 2.1 节 的 讨论 知 , LL 在 齐 次 边界 条 件 下 是 
Hermite 算 子 . 特别 在 一 维 情形 , 式 (2.3.4) 变 成 为 


-让 (2 各 六 gqp = hp(z)p(z)， xzE(0,1) 
= 0 


土 式 为 Sturm-Liouville 本 征 值 问题 , 对 不 同 的 本 征 值 M,， 本 征 函 数 w, 两 两 正 交 ， 
并 且 | gq,1 构 成 完备 系 . 


假定 由 式 (2.3.4) 求 得 的 本 征 函 数 系 | y, | 构成 正 交 归 一 的 完备 系 ( 将 在 第 五 
章 讨论 其 完备 性 ), 于 是 式 (2.3.1) 的 解 可 写成 以 下 形式 


(2.3.6) 


u(r,t) = 2) pr)T, (i) (2.3.7) 
由 式 (2.3.5),T, (1) 为 
T,(z) = ancos(VAnt) + busin(V ast) (2.3.8) 
a, 和 和 6b, 由 初始 条 件 决定 
u |,-0 = Zanpnlr) = f(r); u|,.0 = 2 VAnbsGn (rT) = g(r) 


(2.3.9) 
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由 于 fy, | 构成 完备 系 , 故 二 式 右边 能 展 成 广义 Fourier 级 数 


oo 


Fr) = [pr),Fr)] pr); g(r)= Dor), glr) lyr) 


(2.3.10) 
其 中 内 积 带 权 o(r)， 如 


[plr), f(r)] = | [9 (r)flr) loCr)dr (2.3.11) 
于 是 


a = [9(r) fr) 6, = 记 LeCDeCD (2.3.12) 
~ Hn 


因此 , 我 们 求 得 混合 问题 式 (2.3.1) 的 级 数 解 为 


u(r,t) = 2 ancos(V ht) + bssin(V/ Xt) ] pr) (2.3.13) 
当 工 是 正 算 子 , %, 关 0 且 1, >0; 但 当 和 =0 是 LL 的 本 征 值 时 ,上 式 不 成 立 . 从 式 
(2.3.9) 可 知 ， 当 ,天 0 时, 式 (2.3.12) 成 立 , 而 bo 的 方程 则 为 
/hobo = [polr),g(r)]=0 (2.3.14) 
故 存在 相 容 性 条 件 
[epo(r),g(r)] =0 (2.3.15) 
否则 问题 无 解 ， 上 式 意 味 着 g(r) 必 须 与 pgo(r) 正 交 ， 当 上 式 满足 时 ,6b。 可 取 任 意 
常数 . 整个 混合 问题 的 解 为 
u(r,1) = cpo(r)+ > a,cos(V At) 十 bssin( Vt) |9,(r) (2.3.16) 
不 难 验 证 上 式 确 是 当 Mo=0 时 , 齐 次 混合 问题 式 (2.3.1) 的 解 . 
例 2.3.1 考虑 边界 固定 圆 膜 的 横 振 动 , 设 圆 膜 半 径 为 ', 圆心 在 坐标 原点 
(可 设想 鼓 之 振动 ), 振动 方程 为 
uz -a Yi = 0, r<l, :>0 
ulo = p(r,y); ul|,_o = yx,y), 广 生 ! (2.3.17) 
u|,./=0, >0 
采用 平面 极 坐标 
9 ,13 .1 D2 
gr rar ra0 
由 分 离 变数 可 得 ( 因 1 >0, 故 令 *=&?) 
V(r,0) + kp(r,0) = 0， r € (0,7), 0 € [0,2x] 
p(r,0)|,-,=0, 09€ [0,2x] (2.3.18) 
Tc) + ak T(t) = 0， :>0 


L= v=- | 
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由 第 三 式 得 TT(1) 
T(1) = Acosakt + Bsinakt (2.3.19) 
(2.3.18) 第 一 式 进一步 分 离 变 数 , 令 pg(r,0)= yg(09)R(r) 于 是 有 
几 (0) rR (r)+rR(r)+ krR(r) =- ye 


gl0) = RC) (2.3.20) 
故 得 y(9) 和 R(r) 满 足 的 方程 
(9) + py(0)=0 (2.3.21) 
2 
4 + 上 至 + 全 - 气 )R=0 (2.3.22) 


由 (2.3.18) 第 二 式 得 R(r ) 满 足 的 边界 条 件 
R(r)|,-1=0 3) 
于 是 式 (2.3.22) 和 (2.3.23) 构 成 本 征 值 问题 . 式 (2.3.21) 存 在 自然 边界 条 件 : 
为 9 是 方向 角 , 根据 物理 意义 , 角度 转 过 2x 后 ,振动 状态 并 不 改变 ， 习 有 周期 性 
边界 条 件 
(0) = yg(0 + 2n) (2.3.24) 
于 是 式 (2.3.21) 和 (2.3.24) 构 成 本 征 值 问题 , 本 征 值 及 相应 的 本 征 函 数 为 
pm (0) = Ccosm0O + DsinmO; pn = m (7 = 0,1,2,.…) 


式 (2.3.22) 可 写成 


二 (人 wR = k27R (2.3.25) 
显然 上 式 是 mx 阶 Bessel 方程 , 故 在 r= 0 有 限 的 解 为 Bessel 函数 
R(r) = J, (kr) (2.3.26) 


由 式 (2.3.23) 得 到 决定 本 征 值 的 方程 J, (KL) =0. 设 方程 J, (4) =0 的 正 根 为 
| 好 则 本 征 值 = Am =1,2,…). 根据 2.2 节 的 讨论 ,本 征 
函数 系 1 (kr)|] 是 带 权 p(x) = r 的 完备 正 交 系 ， 于 是 一 般 解 为 


oo 


u ( r » 0 3 £1) 二 >， (Am COSwWnt 十 B,,nsinw,nt ) 


sinmb0 


J ( k"r) 
cos7110 


(2.3.27) 
其 中 Wn 一 CR 或 写成 指数 形式 
u(r,0, t) = > 了 《amncoscomrt 十 bnSinwnt )J i (kr Je 


(2.3.28) 
利用 函数 系 1J (有 mm 六 ) plr )= r} 及 le 的 完备 性 ， 可 求 得 系数 amn AR bn 


u(r,0,t)|,-o = 3 5S amn J in (kr)e™ = 9p (reos0 ,rsing) 
n=0m=~% 
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u(r,0,t)|,_, = >》) > wmnbmn) mi (RYr)e™ = gy(rcosO,rsing) (2.3.29) 
n=0m=-% 
即 


1 (全 : 天 -in 
Sm a rl, PreosO, rsing) rim (krr)e ”drdg 


(2.3.30) 
1 
nm ml? kL) ow, 


令 1 p51= Jr)e or)=r 则 [gi 构成 rE[0,4],0€[0,2x] 上 的 正 
交 完备 系 . 


2.3.2 热传导 方程 的 齐 次 混合 问题 


考虑 式 (1.1.71) 的 齐 次 混合 问题 
polr)u+ Lu = 0， r ECG， 上 >0 


{fr2n . 
b | | prcosO,rsinO) rj i, (kr)e ”drdo 
0 


au (2.3.31) 
urst)| ,0 = f(r); [ou + ps) ,=0 
邻 
u(r,t) = g(r)T() 
对 p(r) 同 样 可 得 本 征 值 问题 式 (2.3.4). 对 T(z ) 得 到 一 阶 方程 
T’(1:)+AT(1:)=0 (2.3.32) 
因此 
T(i1) = aexp(— At) (2.3.33) 
于 是 混合 问题 的 一 般 解 为 
u(r,t) = Danpa(r)exp(— At) (2.3.34) 
利用 式 (2.3.31) 中 的 初始 条 件 有 
u(r,0) = avgu(r) = flr) (2.3.35) 
因此 
an = [Let 及 站] (2.3.36) 
| 9, ll 
其 中 内 积 带 权 o(r). 因此 混合 问题 的 形式 解 为 
u(r,t)= 5) Lo) fT)], Cr)exp(- 4) (2.3.37) 


全 | 2, | 
由 2.2 节 ,L 是 正 算 子 , 故 2, >0, 上 式 总 随 ; 指数 衰减 , 又 4A, 一 吕 ( 当 nn 一 00)， 
可 期 望 级 数 有 较 好 的 收敛 性 . 


re -一 ee 
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例 2.3.2 考虑 热传导 问题 


Adu 202u | 0 
了 4 元 二 0， rE€ (0,71), t> 
u(x,t)|,o = g(x), rE€ [0,7] (2.3.38) 
u|,.-0 = 0; (n+ 半 ) = 0 
° = 
使 用 分 离 变数 法 可 知 本 征 值 问题 为 
-= Mg， x € (0,7) 
机 , (2.3.39) 
po = 0; (s+ $e)| =0 
上 式 的 通 解 为 
p(xr) = cicosV Ar 十 cisinV Ax 
由 式 (2.3.38) 中 的 边界 条 件 , c1=0 及 
cr(VhAcosVAL + hsinVAl)=0 
故 本 征 值 入 满足 的 方程 为 
-VA = htan(l WA) (2.3.40) 
由 图 解法 可 求 得 上 式 的 根 , 令 w= i ， 上 式 成 为 
— v= hiltan(wv) (2.3.41) 


于 是 上 式 的 解 为 /一 v 平面 上 曲线 f= 
tanv 和 直线 f= 一 v/h 的 交点 . 由 图 
| 2.3.1 可 知 , 方程 (2.3.41) 存 在 无 限 多 
个 解 (vi,v,,…) 并 且 有 
lim | w l= % 
容易 验证 式 (2.3.41) 的 零 根 =0 对 应 
的 本 征 函 数 po=0. 事 实 上 , 当 )=0 时 ， 
1 由 (2.3.39) 第 一 式 go = co+etz， 而 由 
10 边界 条 件 co = cl 二 0, 故 go 二 0. 因此 ， 
零 不 是 式 (2.3.39) 的 本 征 值 . 由 于 式 
(2.3.39) 是 Sturm-Liouville 型 的 ， 故 也 
数 系 | gp, (zx) 形成 完备 的 正 交 系 , 于 是 混合 问题 的 解 为 


Dem 
1 
ES 
个 
oo 


图 2.3.1 图 解法 解 方程 


u(x,t) = Da,sin VA rexp(- a21) (2.3.42) 
由 初始 条 件 
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(zx,0) = Deasin /Tr = = g(x) 
故 
1 Fr . 

CQ， 二 Ta) sin V Ardr 

其 中 yp, | 为 
1p 1 = [sin Vozdz 
注意 : 因 v=LW >0, 故 式 (2.3.41) 的 负 根 应 弃 去 . 
2.3.3 椭圆 方程 的 边 值 问题 
考虑 下 列 形式 的 方程 
plr) Lu=0, rE€EG, yE€(0,,,) (2.3.43) 


其 中 r=(zz…yz)， 而 y 为 单一 标量 ,L= 一 VY "[p(r)v ]+ g(r) 仅 作用 于 
变量 7+. 由 于 p(r)>0, 故 对 变量 (r,y), 式 (2.3.43) 是 椭圆 型 的 . 对 区 域 G， 有 
边界 条 件 


(wm 十 pF] jo = 0， 
而 对 y 有 边界 条 件 
u(r,y)|,-0 = f(r); ur,y) sr = g(r) (2.3.44) 
令 分 离 变数 解 为 u(r,y)= g(r)T(y), 可 得 g(r) 满 足 的 本 征 方程 
LIp(r)] = Molr)p(r)， r€EG 
0 (2.3.45 
(eo +B) ,= ) 
而 TT(y) 满 足 
TO) -AT(y) = 0, y€ (0,1,) (2.3.46) 
可 得 T(y) 
T(y) = arexp(V Any) + brexp(— Vay) (2.3.47) 


于 是 一 般 解 为 


“(ry) = Slarexp(V hny) + brexp(— V hay) ] prlr) 
由 边界 条 件 式 (2.3.44) 得 决定 a4 与 b; 的 方程 


Dy (art br) pelr) = f(r) 
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> [usexp(VRO) + brexp(— Vails) mr) = gr) 
因 | gi| 是 完备 的 正 交 系 ( 假 定 已 归 一 化 ), 故 
ak + be = [pr(r), Fr)] 
agexp(V Asly) + beexp(— V Aly) = [pelr), g(r)] 
从 上 二 式 可 求 得 a, 和 bi. 
例 2.3.3 考虑 矩形 区 域 上 Laplace 方程 的 边 值 问题 
Urr + Uy, = 0， r € (0,7,), y € (0,4,) 
u(r,y)|,.-0 = xzyy)| = 0 
u(x,y)| ,0 = f(x); u(x,y)|,-, = g(r) 
式 (2.3.45) 简 化 为 


2 
一 = Mp(z); 


相应 的 本 征 函数 和 本 征 值 为 


Gal x) NE 4 = (各 


p(x)| -0 一 9(z)| -7 = 0 


而 式 (2.3.47) 为 


Ti(y)= ae exp (>)+ ovexp| - > 
或 者 写成 
Ti(y) = ansinh (>)+ brsinh| ez 一人) 


ak 与 入 由 式 (2.3.49) 中 边界 条 件 决 定 
xz(ryy)|,-o=- Dasint (Fe * jpe(z) = = f(x) 


u(r, y) | ,- 1 二 = Darsinn (SE “jw(z) = = g(x) 
于 是 


CA 


假定 /4(x ) 和 g(xz) 可 积 
| fldr<m; igldr<m 
0 0 
则 对 足够 大 的 


(2.3.48) 


(2.3.49) 


(2.3.50) 


(2.3.51) 


(2.3.52) 


(2.3.53) 


(2.3.54) 


1 一 上 . 
加 Sh (7) 8(7)]; bk = Sinh(ent 7 Pe (7),f(7)) 


(2.3.55) 


(2.3.56) 
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已 sinh| 2 — | 27/1, mexplkn(l, — y)]AL ] 
人 Li ~ exp(kral,/l,) [1 — exp(— 2kxl,/l,) | 


V2/l,» mexp(— pny/l,) 
1 一 exp(- 2krl, /1,) 


对 jausinh[ (kxAli)y]| 有 类 似 的 不 等 式 . 因此 对 yE (0,1,), 级 数 中 的 每 项 对 足 
够 大 的 & 指数 衰减 (在 端点 y=0 0 及 ly 则 不 然 )， 了 全 


u(x,y) = Pn) = Sua(r,y) (2.3.57) 


中 各 项 在 区 域 yE (0,7 ) 可 逐 项 微分 . 因 xx 人 二 ，y) 满 足 Laplace 方程 , 故 xxyy) 
也 满足 Laplace 方程 . 为 了 在 端点 y=0 和 /级 数 也 一 致 收敛 到 A(z) 和 g(r)， 要 
求 满足 相 容 性 条 件 : 

(1) f(0)= f(1.)= g(0)= g(/,)=0; 

(2) f(x7) 与 g(x)EC; 

(3) 了 (7r) 与 g(x ) 分 段 连续 . 

由 以 上 讨论 可 见 , 为 了 u(x,y) 在 矩形 内 满足 Laplace 方程 ， 只 要 求 Fr) 与 
g(x ) 满 足 可 积 条 件 式 (2.3.56), 这 时 在 矩形 内 u(x,y) 无 限 可 微 . 边界 上 u(x， 
y) 的 不 连续 性 并 不 影响 区 域内 解 的 无 限 可 微 性 . 比较 波动 方程 , 边界 上 的 不 连续 
性 将 沿 特 征 线 传播 到 区 域内 部 , 这 是 由 于 波动 方程 存在 实 的 特征 线 ， 而 Laplace 
方程 无 实 特征 线 , 边界 的 不 连续 性 只 能 限制 在 边界 , 内 部 仍 是 光滑 的 . 


2.3.4 非 齐 次 问题 的 本 征 函 数 展开 


把 式 (1.1.70) 一 (1.1.72) 写 成 统一 的 形式 
pKu t+ Lu = pFlr, 1) (2.3.58) 
其 中 算 子 LL 由 式 (2.2.26) 定 义 , K 是 相应 的 时 间作 用 算 子 , 分 别 为 K = 9/91、 
K=3/91? 和 KK= 一 2/9y?. 考虑 上 式 的 非 齐 次 边界 条 件 
= B(r,t) (2.3.59) 


du 
(« ' pt) IG 


Lo, 二 ArOCr)9pn， r € G 
OP _ 
(op 8) ,0 (2.3.60) 


的 本 征 函 数 系 (注意 ,op, 满足 齐 次 边界 条 件 !1)， 并 假定 | 9, | 是 完备 的 正 交 系 ， 则 
在 平均 收敛 的 意义 下 u (r,t) 可 展 成 广义 Fourier 级 数 


设 iy, 1 是 本 征 值 问题 


u(r,t) = 2 at) pl r) (2.3.61) 
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只 要 u(r ,i) 带 权 o(r) 平 方 可 积 , 其 中 aj (i) 为 

ai(t) = [g(r),u(r,t)] (2.3.62) 
由 于 u(r,t) 是 未 知 函 数 , 我 们 不 能 断定 级 数 式 (2.3.61) 可 逐 项 微分 , 故 不 能 直 
接 把 式 (2.3.61) 代 入 式 (2.3.58) 而 得 到 ws(z) 的 方程 . 但 用 下 法 求 决定 we (1) 的 
方程 是 可 行 的 . 在 式 (2.3.58) 两 边 乘 gx (r), 并 在 G 上 作 积 分 


左边 = | pw: (r)Kudr = k| or; (r)udrt = Kl pi(r),u(r,1)] 


(2.3.63) 
得 到 上 式 , 是 因为 K 只 对 上 作用 , 而 
右边 =- | piLudr+ | ooiFdr (2.3.64) 
利用 Green 公式 
x ， ,9 9 pk 
| Ludr =- | Li dr + | p00) (9; 到 本 和 )4s 
(2.3.65) 


9 长 
= ap) + |, pn) (pi PE -ue)ds 
上 式 已 利用 工 的 Hermite 性 即 人 = 48. 对 面积 分 进行 讨论 : 由 于 Pk 满足 齐 次 边 
界 条 件 , 而 u(r ,i) 满 足 非 齐 次 边界 条 件 式 (2.3.59), 故 可 求 得 关系 
B opk 


> 一 3 ax 天 0 
( ,9u 3 四 a n lac 
Pe gn 9 
的 B#0 
aG 
代入 式 (2.3.65) 应 有 
B 3 
| Bp(r)pids, BO0 


-| pi Ludr =— AM(pesru) + 


9 新 
-| Bo(r) Peds, a0 


DG oa an 


令 最 后 一 项 为 bi(z) 


| Geiroids, 80 
bi(z) 三 B ap 
k 
;6 plr) 3 ds, ac 天 0 
于 是 , 由 式 (2.3.63) 和 (2.3.64) 得 


了 ax 十 AR 二 大 十 有 (2.3.66) 
其 中 


f= | opiFdr = (px,F). 
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(1) 如 果 KK=0, 式 (2.3.66) 变 成 代数 方程 ,容易 求 得 
ax = (ff + Ob); 信和 天 1 
因 王 是 正 算 子 , 故 总 有 A>0, 当 ho=0 是 本 征 值 时 , 应 有 相 容 性 条 件 
fotbo=0 

否则 问题 无 解 , 下面 假定 零 不 是 本 征 值 . 

(2) 当 K= 一 /9y? 时 , 式 (2.3.66) 还 必须 附 以 vy 方向 的 边界 条 件 ， 由 式 
(2.3.44) 和 (2.3.62), 边界 条 件 是 

ax | ,0 = (pe,u 1 ,0) = (gx,f) 


(2.3.67) 


CA 


y=/ = (J 1, 1) = (pe,8) 
(3) 当 K=9/91, 则 as(z) 的 方程 及 初始 条 件 为 
da) ali) = fi(t) + b(t) (2.3.68) 
ar(t)|,o 一 (peu |,_0) 一 [ gr, f(r)] 


解 为 
ar(t) = (pr, fexp(— At) 


+ | Chlr) + b(t)Jexp[— (一 rz)jdr (2.3.69) 
(4) 当 民 = 字 /91? ,a(t) 的 方程 及 初始 条 件 为 


A 
gq (2.3.70) 
co (gf); | ,7 (pe'8) 
解 为 
ak(t) = (pesf)cos(V ht) + (esin(V A) 
1 声 | Dt 6] inl/RG ld (2.3.71) 


分 析 广 义 Fourier 展开 式 (2.3.61) 可 知 , 由 于 pi (r ) 满 足 齐 次 边界 条 件 ， 而 
u(r,t) 要求 满足 非 齐 次 边界 条 件 式 (2.3.59), 故 式 (2.3.61) 不 可 能 是 式 
(2.3.58) 和 (2.3.59) 的 古典 解 . 在 边界 3G 上 , 式 (2.3.61) 收 敛 到 边界 条 件 式 
(2.,3.59) 只 能 是 广义 上 的 收敛 ,如 均 方 收敛 , 而 非 齐 次 边界 条 件 的 影响 则 反映 在 
式 (2.3.66) 中 的 b,(1) 上 . 

例 2.3.4 考虑 波动 方程 的 共振 现象 

or)ar+Lu = or)opn(r)sinot (2.3.72) 
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假定 f(r)= g(r)=B(r,t)=0, 于 是 : 
ffi) = (Gs FF) = (pe, pm)sinwt = Orsinwt; b:=0 
由 式 (2.3.71), 当 &= 7 时 


i 
am (ft) = 志 Jsinorsinlv Am(t — rc)] dr = 了 1 和 sin V Ant 一 Sincot 


(2.3.73) 
而 当头 关 im 时 ,ae =0, 故 级 数 式 (2.3.61) 只 有 一 项 
u(r,t) = | sin(V Amt) 一 sinot |p, (7) (2.3.74) 
当 w= V4 时 , 取 上 式 的 极限 
ulr,t) -人 tcos/ Amt 
可 见 , 当 外 如 强迫 振动 频率 w 等 于 本 征 值 时 发 生 共振 现象 ,u(r,i) 随 1 线性 增 
加 ， 当 时 间 足 够 长 ,共振 项 很 大 , 这 时 必须 引进 阻尼 或 非 线 性 项 , 来 克服 这 种 非 
物理 的 增加 . 
注意 到 当 B(r,:)=0 时 , 只 要 级 数 满足 一 定 收敛 性 条 件 , 式 (2.3.61) 严 格 满 
足 边 界 条 件 式 (2.3.59). 因此 一 般 总 是 把 边界 条 件 进 行 齐 次 化 处 理 . 首先 找到 一 
个 函数 v(r,t), 在 3G 上 满足 式 (2.3.59), 于 是 令 w=w 一 v, 在 3G 上 w 满足 齐 
次 边界 条 件 ， 而 方程 则 为 
pKw+Liw = oF- (pK+L)v 
尽管 w 满足 的 方程 复杂 了 ,但 边界 齐 次 化 了 ! 但 是 对 比较 复杂 的 边界 ,寻找 这 样 
的 函数 是 困难 的 . 我 们 将 在 3.5 市 介绍 解 非 齐 次 问题 的 另 一 种 方法 ,， 即 Green 函 
数 方法 . 


pm (rr) (2.3.75) 


2.4 正 交 曲线 坐标 系 中 本 征 值 问题 的 分 离 变数 
由 2.3 节 讨论 , 求解 有 限 区 域内 的 定 解 问题 之 关键 在 于 求解 本 征 值 问题 
Lys(r) = hp(r pr), rEG 
9 fn 
(w+ 8)| 
本 节 专门 讨论 正 交 曲 线 坐 标 系 中 本 征 方程 的 分 离 变数 , 特别 是 球 坐标 系 和 柱 坐 标 
系 , 而 工 则 基本 上 考虑 最 简单 的 形式 L= 一 


2.4.1 球 坐 标 系 中 的 本 征 方程 
在 球 坐 标 下 Laplace 算 子 为 


=0 (2.4.1) 
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19/29Y 1 1 al ay 1 1 2 
L = 医 元 人- 元 ) sing j5{sing 所 i in:0 3 | (2.4.2) 


其 中 rE(0,co),gE[0,r]j,pE[0,2r]. 
首先 考虑 Laplace 方程 的 分 离 变 数 解 
Ly=0 (2.4.3) 


令 
yl(r,0,9) = R(r)Y(9,9) (2.4.4) 
代入 式 (2.4.2) 和 (2.4.3) 


1 d dR 19/.9YY 1 1 oY 
R 二 (= dr = Y 蕊 {sing 6 ) Y sin20 997 
上 式 成 立 条 件 是 左边 和 右边 恒 等 于 某 一 常数 , 记 为 4(! +1), 于 是 
(+ DR=0 (2.4.5) 
1 3/. .9Y 1 FY 四 
5 了 |sing + as 3p + (I+ DY=0 (2.4.6) 
式 (2.4.5) 为 Euler 型 方程 ,具有 解 
R(r) = Cr + Dr (1 (2.4.7) 
式 (2.4.6) 称 为 球 函 数 方程 , 仍 可 进一步 分 离 变 数 
Y(g,p) = 9(0)G(p) (2.4.8) 
代入 式 (2.4.6) 可 得 
@G“(p) + iB(g)=0 (2.4.9) 
sin0 $6 (sing HG |+ [CC+Dsine-x]e=0 (2.4.10) 
其 中 4 为 分 离 变 数 中 出 现 的 常数 . 对 式 (2.4.9) 应 用 周期 性 边界 条 件 有 
BD(p +2r) = G(p) (2.4.11) 
式 (2.4.9) 和 (2.4.11) 构 成 本 征 值 问题 , 可 求 得 4 为 
A, = m7, M1 二 0, 土 1, 土 2,… (2.4.12) 
相应 的 归 一 化 本 征 函 数 为 
1 . 
® = imy 2.4.13 
m( 9) J ( ) 
式 (2.4.10) 中 令 x=cosbg,zE[-1,1, 则 有 
d d9 m2 
Fl E+) -|e=0 (2.4.14) 
上 式 是 / 阶 连带 Legendre 方程 ,x = +1 是 其 奇 点 , 故 存在 自然 边界 条 件 
@|,-:， < oo (2.4.15) 


根据 2.1 节 讨 论 ，Y(2,p) 即 为 球 谐 函 数 


eT 
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Ym (0,9) = P,”'(cosO)ei”r, ln | 妇 / (2.4.16) 

iY (9,g)1 构 成 单位 球面 上 的 完备 正 交 系 ,但 没有 归 一 化 ,注意 与 式 (2.1.64) 的 
区 别 , 于 是 在 球 坐 标 下 Laplace 方程 有 一 般 形 式 的 解 

pr,0,9) = DN (Cr Do 7 Yi (0,9) (2.4.17) 


Cwmw 和 了 Dumw 可 有 边界 条 件 决 定 . 
例 2.4.1 求 球 内 (~r< 民 ) 或 球 外 (~> 尺 ) 的 势 分 布 且 给 定 球面 上 的 第 一 类 边 
界 条 件 


ylr,0,9)|,-r = f(9,9) (2.4.18) 
对 球 内 (r<R) 问 题 , 原点 r=0 在 区 域内 , 故 必须 取 D,,, =0, 而 Ci 满足 
2 SD) ChR'Y, (0, 9) 一 f(0,9) (2.4.19) 
于 是 求 得 
Cim = Ty rl, a 2P)Ym(2,p)d0 (2.4.20) 


其 中 dQ= sinbdgdp. 对 球 外 (> >R) 问 题 ， 要 求 当 > 一 c， 少 有 限 , 故 必 须 取 
C =0， 而 DD,, 满 足 


2 之 DoR “VY,(0,9) = f(0,9) (2.4.21) 
于 是 求 得 
人 
D,,, = 一 YY Y,, 上 3 — | 90， 2P)Ym(CO， 2p)dQ 
下 面 考 虑 Laplace 算 子 的 本 征 值 问题 
Ly = Ny (2.4.22) 
其 中 取 权 铺 数 p(r)=1. 令 y(r,9,p)= R(r)Y(9,9), 采取 同上 的 步骤 ,可 得 
Rt2r RI rm-1(1+I)IR=0 (2.4.23) 
上 式 称 为 球 Bessel 方程 ， 如 作 变 换 
= VAr; R(r) = 和 /2 y(7) (2.4.24) 
则 y(z) 满 足 的 方程 为 
2 
-在 (* 全)+ 坟 (Lt) >(z) = zy(z) (2.4.25) 


而 Y(08, gq) 同 样 满足 式 (2.4.6). 比较 式 (2.3.25)， 上 式 是 (L+ 172) 阶 Bessel 方 
程 ， 二 个 线性 独立 解 为 (!+12 ) 阶 Bessel 函数 和 Neumann 函数 
yz) = AJlin(rx) + BNiyin(r) (2.4.26) 
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定义 球 Bessel 函数 和 球 Neumann 函数 , 分 别 用 j,(x) 和 w(x) 表示 


广 一 
ji(x) = a7); n(x) = A/ N(x) (2.4.27) 


因此 式 (2.4.23) 的 通 解 可 写成 


R(r) = Ai(VAr) + Bn(yAr). (2.4.28) 
球 Bessel 方程 (2.4.23) 可 表示 为 Sturm-Liouville 型 
DR = Mr (2.4.29) 


权 函 数 p(r)= 局 , 而 Ar) = 一 . 注意 到 p(0)=0, 所 以 r=0 是 奇 点 , 存在 自然 
边界 条 件 ,对 球 内 问题 , 因 n,(7)>%(xr0), 故 必须 令 B 寺 0. 

本 征 值 4 由 式 (2.4.1) 中 边界 条 件 决定 ,考虑 球 内 问题 "安民 , 则 径 向 边界 条 
件 变 为 
=0 (2.4.30) 


r=R 


| saRCr) + pm] 


于 是 满足 方程 
2 二 .VAi=0 (2.4.31) 
zx=VaR 


设 上 式 第 上 个 根 为 XA(k=1,2,…)，, 根据 2.2 节 的 讨论 


[i(Valr);p = 产 , 太 二 1 2 
构成 -E (0,R) 上 完备 的 正 交 系 . 于 是 ， 如果 f(r ) 满 足 


R 
| rz 1 Fr) 12 < oo 


oji(VAR) + B 一 一 


可 展 成 广义 Fourier 级 数 
flr) Bas (VX) (2.4.32) 
其 中 广义 Fourier 系数 为 


1 1 [有 . ， 
dn 二 TR 5 fr)i (vy Xr ) ridr. (2.4.33) 
| WA ra 


因此 , 球 坐 标 中 Laplace 算 子 的 本 征 函数 为 
Gan 10,9) = Wii(V ar) Yo (Op) (2.4.34) 
其 中 归 一 化 系数 满足 
= | Yi (0,9) Nj VR) ] ra2drdQ. (2.4.35) 


i 
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2.4.2 柱 坐 标 系 中 的 本 征 方程 


柱 坐 标 系 中 Laplace 算 子 为 
13/ ay 1 了 
L=- | 序 (? 如 + 六 3 + #7] (2.4.36) 
其 中 poE(0,=o),pE[0,2r]，zE(- oo ,co). 首先 考虑 Laplace 方程 的 分 离 变数 
解 


go,p,z) = R(p)B (gp)Z(z) (2.4.37) 
代 人 Laplace 方程 Ly =0 可 得 

8B +AP= 0; Z -pyZ=0 (2.4.38) 

dR 14dR A _ 

tt (2 ]R =0 (2.4.39) 


对 (2.4.38) 第 一 式 仍 有 周期 性 边界 条 件 , 于 是 式 (2.4.11) 和 (2.4.13) 仍 然 成 立 . 
对 (2.4.38) 第 二 式 分 三 种 情况 讨论 之 
(1) wx=0,Z(z)=A+Bz, 相应 地 , 由 式 (2.4.39) 得 


Co'™! + De '™!, nm 关 0 
R(p) = E+ Flnp, m=0 (2.4.40) 
(2) wp >0,Z(z)= Oexp(VHpz)+Pexp(-Vpz) ,而 R(p) 满 足 
dR 1dR 
gz dt + (1- 扎 jR =- (2.4.41) 


其 中 x=Vyo. 上 式 为 m 阶 Bessel 方程 ， 故 
R(V pnp) = EJ, (Vup) + DN, (Yup) (2.4.42) 
其 中 N, 为 m 阶 Neumann 函数 . 
(3) p<0, 可 令 -A= 驴 ,于 是 Z(z)= Cecosksz + Dsink.z, 而 R(p) 满 足 
d+ 二 最 (1+ 些 )R -0 (2.4.43) 
其 中 x= ko,， 上 式 可 由 Bessel 方程 (2.4.41) 令 z 一 iz 而 得 ,， 故 称 为 虚 宗 量 Bessel 
方程 ， 它 的 两 个 线性 独立 解 分 别 为 第 一 和 第 二 类 变形 Bessel 函数 1 (A:po) 和 
K,, (ko) 
R(k.p) = El,(k.p) + FK, (kp) (2.4.44) 
参数 w>0 或 =0, 还 是 <0, 须根 据 具体 情况 而 定 , 如 果 要 求 y 在 两 端 z=0 
和 满足 齐 次 边界 条 件 , 而 在 柱 面 p= a 上 给 定 非 齐 次 边界 条 件 , 则 要 求 .<0; 
反之 , 如 果 给 定 柱 面 p= a 上 齐 次 边界 条 件 , 而 两 端 z=0 和 为 非 齐 次 边界 条 
件 , 由 于 1,(ksp) 和 K,,(k.p) 无 实 零点 , 故 不 可 能 jy<0, 上 只 有 jy 之 0. 对 第 二 类 边 
界 条 件 , 一 般 需要 考虑 w 是 否 为 零 . 
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根据 Bessel 方程 ,定义 了 Bessel 图 数 、Neumann 函数 .第 一 和 第 二 类 变形 
Bessel 函数 等 特殊 函数 , 这 些 函 数 通称 为 柱 函 数 , 我 们 将 在 2.4.4 小 节 专 门 介绍 
它们 的 性 质 . 

例 2.4.2 求解 有 上限 圆柱 体内 Laplace 方程 的 定 解 问题 

va =0, pE(0,a), xz €E (0,h), yp € [0,27) 

pha = fz,p); Yleso = op) Vs = 户 (o,p) 
式 中 G 为 高 ,半径 为 a 的 柱 体 . 由 于 边界 条 件 才 是非 齐 次 的 , 因此 令 y= 办 + 
Jy， 其 中 y 满足 上 下 底面 齐 次 边界 条 件 , 但 柱 面 为 非 齐 次 边界 

Vy = 0 
is = filzp); il.o=0;: pli-n=0 

其 中 1 必须 满足 相 容 性 条 件 /1(0,p)= /1(h,g)=0. 加 满足 柱 面 齐 次 边界 条 件 ， 
而 两 底面 为 非 齐 次 边界 


(2.4.45) 


(2.4.46) 


Viy.=0 
Za = 0; | 。-0 = fo(p, 9); i = fs(p,9) 
相 容 性 条 件 为 f(a,g9)= f(a,p)=0. 
于 是 , 对 有 Am<0, 而 2Z(z) 满 足 边界 条 件 Z(z)|.-o=2Z(z)|. -=0， 因 
而 求 得 Z(= ) = Dsin&-Z , 本 征 值 二 nn/h(n=1,2,…). 当 po 一 0 时 ， 天 (Apo) 
一 oo 发 散 , 故 令 式 (2.4.44) 中 下 =0,， 于 是 yl 为 
yi1 三 S) S) Ersin( 3 双 - ) ($e )e”™" 


n=lm=-% 


其 中 E” 由 p= a 处 的 边界 条 件 决 定 


(2.4.47) 


>» Ersin( T=) (四 } pe = f(z,9) (2.4.48) 
用 二 二 -oo 


故 Ew 为 


7 1 2 in 
Ew = |,), filz, 9)sin| 这 = “dd9 
对 y，。 有 w 关 0, 本 征 值 w 由 p =a 处 的 边界 条 件 决 定 ， 从 式 (2.4.42) 得 w 满 
足 J,, (Vpa)=0. 设 J (x)=0 的 第 个 根 为 zx% 则 


rx nl 2 
必 = (全 让 (n = 0,1.2，) (2.4.49) 


对 j=0, 因 p=0 在 区 域内 , 从 而 式 (2.4.40) 中 DD= 正 =0, 又 由 柱 面 上 齐 次 边界 
条 件 知 式 (2.4.40) 中 C=E=0, 于 是 


pa(p,9, z) = 2 之 (E mne eV + Fne Ve), (Vp)eme 


ee ee 下 
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系数 EE,, 和 F,, 由 上 下 面 z=0 和 4 的 边界 条 件 决定 
2 >» (En 十 Fa) J (V Ap)eie 一 亡 (o,p) 


-oo 


SY NY (Ee mr + Fe VA) (VY pp) = 六 (op) 
2 


函数 系 |, (Vy*o)e” ?| 构成 完备 的 正 交 系 ， 不 难 从 上 二 式 求 得 E,, 和 FF 
下 面 考虑 本 征 方 程 Ly= hy 边界 9G 为 高 h 和 半径 4 的 圆柱 体 侧面 及 上 下 
底 ，G 为 此 柱 体 之 内 部 , 于 是 齐 次 边界 条 件 为 


_ pg 9 -0. ， ag1|  - 
(es A 其 ) 0 (e+), =? (2.4.50) 
) 4. 
(s+B YE)| =0 
| -。 
本 征 方程 在 柱 坐 标 下 的 形式 为 
1 93/39), Loy ,oy 
;6 + ty 0 (2.4.51) 
p= R(p)D( 9p)Z() (2.4.52) 
得 到 
Bg)+tm 人 Gg)=0; 2Z(z)- 12(z)=0 (2.4.53) 
dR ,1dR 2 R 
do + 7 tr R=0 (2.4.54) 


对 (2.4.53) 第 一 式 仍 有 周期 性 边界 条 件 ， 于 是 式 (2.4.11) 和 (2.4.13) 仍 然 成 立 . 
而 由 式 (2.4.50) 知 py<0 故 令 -y=&2 则 . 
Z(z) = Ceosk.z + Dsink.z (2.4.55) 
对 式 (2.4.54), 令 z=VA-kip 
dR ldR m2 
+ (1 2 je = 0 (2.4.56) 
上 式 为 mm 阶 Bessel 函数 ,由 于 问题 包含 原点 ， 故 解 为 . 
R(VA- kp) = J, (VA — ko). (2.4.57) 
本 征 值 &. 由 上 .下 底面 齐 次 边界 条 件 决 定 
alC— BkD=0 
(aa — Braketankh)C + (atankh + Bk.)D =0 
上 式 系数 行列 式 为 零 ， 即 得 到 决定 &. 的 本 征 方程 
A(k.)= 0 (2.4.59) 


(2.4.58) 
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以 及 C 和 DD 之 间 的 关系 


=D (2.4.60) 


a 


1 
本 征 值 由 径 向 边界 条 件 决 定 , 令 &=VA1-As: 则 有 
dJ,, (ko) 
a3J (ko) 十 Bs dp | pa 


设 式 (2.4.59) 的 第 个 根 为 k&* 式 (2.4.61) 的 第 /个 根 为 k*(/=1,2,…), 结合 
式 (2.4.55) 和 (2.4.57) 得 本 征明 数 系 为 


1 i 
Pimn (PF,2) = NR J (RY0)Z, (x2)e”® (2.4.62) 
Uma 


其 中 归 一 化 系数 Nj, 和 Z,(z) 为 


=0 (2.4.61) 


2 ” “2 ml 2 Bik: 
Ns = 27| | ZOU, (kr) Prdrdet 2,(<)= 0 


cos 有 ss + sink:z 


2.4.3 椭圆 - 双 曲 柱 坐 标 
作 变 数 变 换 


二 3 acoshyecosp’ y= 六 asinhyesingi =< (2.4.63) 
其 中 常数 a 由 椭圆 柱 面 的 焦点 决定 . 显 
然 y= 常数 的 曲面 为 (x,w,z) 坐 标 系 中 
共 焦 点 椭圆 柱 面 , 而 gq = 常数 的 曲面 为 
瓜 曲 柱 面 ( 其 焦点 和 椭圆 柱 面相 同 )， 因 
此 , 在 椭圆 - 双 曲 柱 坐 标 系 中 , 正 交 曲面 
为 共 焦点 (在 z 轴 的 +az2 处 ) 椭 圆柱 面 
和 双 曲 柱 面 , 如 图 2.4.1. 于 是 , 可 以 把 
“理解 为 新 的 径 向 参量 (相当 于 柱 坐 标 
中 po),pE(0,co) ,而 9 等 同 于 柱 坐 标 
中 的 方向 角 . 空间 一 点 的 坐标 可 用 (ww,p,z) 来 表示 , 其 中 y= (ri+t+r2)/2a, ri 
入; 分 别 为 P 点 到 焦点 (- a/2,0) 和 (av/2,0) 的 距离 ，p 为 原点 到 PP 点 连 线 与 x 
轴 的 夹 角 . 
二 维 Laplace 算 子 为 
， /2 32 32 
v2 4/a (5 二 jo ) 


2.4.1 椭圆 - 双 曲 柱 坐 标 


一 2.4.04 
cosh’p — cos2p ( ) 


首先 ,考虑 Laplace 方程 , 显然 这 时 Laplace 方 程 有 十 分 简单 的 形式 


a? 的 
A + 2 2) =0 (2.4.65) 
{0 £ Pp 
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设 分 离 变 数 解 为 py(p,p)= R(p)B(g) 代 入 上 式 
dB dR 


+m®=0; > 一 mR=0 (2.4.66) 
dg dy” 
由 @@ 的 周期 性 边界 条 件 知 zz 应 为 整数 , 相应 的 本 征 函 数 为 
8,, = -三 e 7， 12 二 土 1, 土 2,… (2.4.67) 
而 R 的 解 为 
R(1) = 时 人 (2.4.68) 


或 者 sinhmjp 和 coshmp. 因此 在 椭圆 - 双 曲 柱 坐 标 系 中 ，Laplace 方程 的 一 般 解 为 
%(w ,9) = 了 (Auwenw + Be ”)e™? (2.4.69) 

如 把 @B 写成 三 角 晴 数 形式 ， >0， 于 是 通 解 为 
J(u,0) = Da, e” + Bie ™)(C,cosmgp + Dsinmp) (2.4.70) 


取 式 (2.4. 69) 还 是 式 (2. 4 70) 视 问题 方便 而 定 . 

例 2.4.3 考虑 椭圆 柱 面 周围 的 势 分 布 问题 ， 设 空间 有 一 椭圆 柱 面 边界 ， 柱 
面 方程 为 y = yo, 且 椭 圆柱 面 的 焦点 在 +a/2 处 . 柱 面 j= jo 上 及 无 限 处 的 边界 
条 件 为 


pusp) in = fg); Ye。=0 (2.4.71) 
考虑 p> po 或 < po 两 区 域 的 解 , 可 得 椭圆 柱 面 外 部 w > po 的 解 
yu,9) = S\ (Asinmg + B,cosmop)e ™*, (py > po) (2.4.72) 
而 构图 柱 而 内 部 < po 则 有 
J(u,9) = SCsinmgsinhmy + Dcosmgpcoshmp), (p< po) 
加 (2.4.73) 


上 式 采 用 双 曲 函数 解 ,， 因 若 仍 采 用 指数 解 , 则 yw%(w,p) 在 =0 处 就 出 现 不 连续 
性 . 因 函 数 系 |cosmp ,sinmg| 是 完备 的 正 交 系 , 式 (2.4.72) 和 (2.4.73) 中 系数 可 
有 边界 条 件 (2.4.71) 第 一 式 求 得 . 
下 面 考虑 椭圆 - 双 曲 柱 面 坐标 系 中 的 本 征 值 问题 , 为 了 简单 仍 考虑 二 维 (对 三 
维 情形 不 难 作 修正 ) 
-Vy = Ay, (jy,9)EG 


(ms 十 ps 
其 中 G 为 椭圆 y= mo 内 部 . 由 式 (2.4.64) 


-0 (2.4.74) 


aG 
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ost -cas py=0 (2.4.75) 
dp 
设 分 离 变数 解 为 
yl(u,9) = RD)G(CP) (2.4.76) 

代入 式 (2.4.75) 得 到 

do 2 2 

dpi + (0b heos p)B=0 (2.4.77) 

tb cosh” “yu)R=0 (2.4.78) 
其 中 A=aWZ ,而 4 为 分 离 变数 出 现 的 常数 . 上 式 中 令 y=iw 则 有 

+ es 7n7)R=0 (2.4.79) 


与 式 (2.4.77) 有 相同 的 形式 , 故 只 和 需 讨论 一 个 即 可 . 式 (2.4.77) 称 为 Mathieu 方 
程 , 而 式 (2.4.78) 称 为 虚 宗 量 Mathienu 方程 . 
对 式 (2.4.77) 仍 有 周期 性 边界 条 件 


和 (9 + 2r) = Do) (2.4.80) 
因此 , 我 们 要 求 式 (2.4.77) 的 周期 解 且 周期 为 2x 
Bp) = ASo,r(p) + BSe, rl p) (2.4.81) 


其 中 Sos, ,1(9) 关 于 p=0 是 奇 隙 数 , 而 Se;,, 11(9) 是 偶 函 数 . 式 (2.4.77) 还 有 
一 组 周期 为 x 的 解 
Blop+rn)= Blp) (2.4.82) 

记 为 So2,, (9) 和 Ses,, (9). 这 些 函 数 称 为 Mathieu 函数 . 实 变 Mathieu 函数 可 用 三 
角 聘 数 来 展开 , 而 虚 变数 Mathieu 函数 可 用 Bessel 函数 来 展开 . 

只 有 当 6 和 有 满足 一 定 的 关系 ，Mathieu 方程 才 有 周期 解 , 这 一 关系 即 为 决定 
本 征 值 * 和 6 的 方程 . 这 里 不 作 进一步 的 讨论 . 

还 有 其 他 曲线 坐标 系 ， 如 椭 球 坐标 系 . 根据 不 同 的 边界 条 件 , 选取 合适 的 坐 
标 系 , 可 使 问题 大 大 地 简单 ,这 里 仅 介 绍 柱 . 球 和 椭圆 - 双 曲 柱 三 种 形式 . 


2.4.4 柱 函 数 : Bessel 函数 的 几 种 不 同形 式 


2.4.1 小 节 和 2.4.2 小节 中 我 们 经 常 遇 到 Bessel 方程 . 因此 有 必要 讨论 一 
它 的 解 的 性 质 . 考虑 任意 v 阶 Bessel 方程 


tt -vi)y=0 (2.4.83) 
由 于 x =0 是 Bessel 方程 的 正则 奇 点 , 存在 zx=0 处 有 限 的 解 ， 即 为 Bessel 函数 


J,(x), 它 具有 级 数 形式 


ee 
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a (— 1)* 工 v+2k 
J,(x) = Dr trl (2.4.84) 


而 Bessel 方程 的 另 一 个 解 在 x =0 有 奇 性 , 它 一 般 取 下 列 形式 


N,(zx) = oul) J tx) (2.4.85) 


J,( 工 ) 和 Nu(z) 分 别称 为 Bessel 函数 和 Neumann 函数 . 前 三 个 Bessel 函数 和 前 三 


个 Neumann 函数 如 图 2.4.2 和 2.4.3. 显然 取 J.,(x) 和 N, (zx) 的 线性 组 合 也 应 是 
Bessel 方程 的 解 


HD(zr) = jz)+iN(z) 
HO(zxr) = J,(xr) -iN,(zx) 


称 瓦 5)(r) 和 翡 (2 了 (zx) 为 第 三 类 Bessel 函数 ， 或 称 为 第 一 和 第 二 类 Hankel 函数 . 
三 类 Bessel 函数 通称 为 柱 函 数 . 


(2.4.86) 


1 


0.5 


图 2.4.2 前 三 个 Bessel 函数 图 2.4.3 前 三 个 Neumann 函数 


考察 柱 函 数 当 rz 一 co 时 的 渐 近 式 


4 (2.4.87) 
N,(r) 过 去 snlz 一 人 一 至 儿 O(zr 32) 
万 0(z) 去 exp[ifz 一 六 一 于 | O(z 32) 
(2.4.88) 


He(z) /二 exp| i:(zx 2 于 中 + Ox) 
可 见 : (1) J,(x) 或 No(z) 在 无 穷 远 处 有 振荡 特性 ; (2) J,(z) 或 N,(x) 在 x 轴 上 


有 无 穷 多 个 零点 ; (3) 日 LD 和 五 2) 与 几 (z) 和 N.(z) 的 关系 ,就 像 正 弦 函 数 sinx 
和 余弦 函数 cosr 与 指数 函数 exp( +izx) 的 关系 . 
当 zx 一 0 时 ,对 整数 阶 柱 函 数 有 渐 近 关系 
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Jo(z) 1 工 -二 z2i No(z) 一 < 革 (2.4.89) 
nt _ 1 mn | 
Ju 一 页 (于 ; 和 (zz) ~ mL)! (3) ,(m 0) (2.4.90) 
ml!l\2 Tt x 
HI (zx) ~iZln; HY in (2.4.91) 
0 T 2° 0 T 2 ” 


一 1 一 更 上 1 —nm 
HW (zx) ~ 玫 ) ; HO(z) ~ i ) ,，(m 关 0) 


(2.4.92) 
可 见 , N, 和 五 , 在 +=0 处 有 奇 性 . 取 何 种 形式 的 柱 函 数 , 由 具体 的 物理 问题 决 
定 . 例如 , 如果 xz =0 在 区 域内 , 只 能 取 J,(x). 由 于 式 (2.4.87) 表 示 一 种 驻 波 
解 ， 而 驻 波 只 能 在 有 限 空间 中 反射 形成 , 因此 , 在 有 限 空间 中 取 J, 和 NN, 较 方便 ; 
反之 , 式 (2.4.88) 表 示 行 波 解 , 而 行 波 只 有 在 无 穷 空 间 才 能 实现 , 因此 , 考虑 波 
的 辐射 和 散射 问题 时 ， 取 Hankel 函数 较为 方便 . 
取 式 (2.4.84) 中 x 一 ix 


CD /i 
lx) = DD rt er () 
当 w= 整数 时 ， 上 式 为 


, i 1 zx m+2k 
J (izx) 二 1 2 kIT(m 十 k 十 可 j[( 寺 ) (2.4.93) 


令 Tz)=( "(iz )， 1 (xz ) 称 为 第 一 类 变形 Bessel 函数 


oo 


lI.(x)= >， (人 ” (2.4.94) 


kiT(m +k+1)\2 
显然 1,, (z) 满 足 虚 宗 量 Bessel 方程 
出 d 
tr (r+v)y=0 (2.4.95) 


上 式 的 另 一 个 线性 独立 解 定义 为 K,(x) 
rl,(rz)— L(x)] 


2sinnwvw 
称 为 第 二 类 变形 Bessel 函数 . 前 三 个 第 一 和 第 二 类 变形 Bessel 函数 如 图 2.4.4 和 
2.4.5. 当 x 悦 吕 时 有 渐 近 式 


Es 


V 2nx 


K,(x) = (2.4.96) 


I,(x) 


[1+ O(x !)]; K,(zr) 六 37e [1l+ O(z ')] 


(2.4.97) 
因此 ，1,(x) 在 无 穷 远 处 发 散 ， 当 处 理 的 问题 涉及 无 穷 远 处 时 , 应 去 掉 I,(x). 当 
xXx 守 0 时 
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Io) 宕 1 + 本 z2 pz 市 ( 却 ) ， (m 天 0) (2.4.98) 
而 K,(z) 在 xs0 有 奇 性 
Ko(z) 一生， Ko(Cz) -生计 二 | 二) ， 人 关 g) 


故 当 考虑 的 物理 问题 包含 原点 时 应 去 掉 天 。(z)、 


图 2.4.4 第 一 类 变形 Bessel 函数 图 2.4.5 第 二 类 变形 Bessel 函数 


在 球 坐 标 系 中 分 离 Laplace 算 子 的 本 征 方 程 时 , 得 到 球 Bessel 方程 (2.4.23)， 
它 可 化 为 半 整 数 阶 Bessel 方程 (2.4.25). 定义 球 Bessel 函数 为 


ju(x) = 327); n(x) = EN a(z) 


ho (zr) = NH Yar) Arz) =A 二 Ba(z) 
分 别称 j, 入 ,为 第 一 .第 二 类 球 Bessel 函数 . h(xz) 和 hh0) (xz) 为 第 一 .第 二 类 


球 Hankel 函数 . 
各 种 球 函 数 的 物理 解释 与 柱 函 数 是 对 称 的 ,无需 再 述 .但 球 函 数 可 用 初等 函数 


来 表示 ,例如 


(2.4.99) 


_ Cosz 


. sinx 
jo(+)= no(zx)= > 


1 ix 


、 1 
ho (zr)= 一 一 er ho' (xr)= 一 一 e 
和 


2.5 无 穷 区 域 混 合 问题 的 分 离 变 数 法 


当 物理 问题 涉及 无 穷 或 半 无 穷 区 域 时 ,边界 条 件 已 不 存在 . 这 时 工 的 本 征 谱 
一 般 是 连续 的 ， 因 此 通 解 应 对 本 征 谱 求 积分 
ur) = [AlN g(r)d (2.5.1) 
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问题 是 本 征 函 数 wo Cr) 如 何 归 一 化 ? 显然 , 不 能 指望 wx:(r) 平 方 可 积 ， 即 
| ecr)1mtr)l2ar = 1 
不 再 成 立 , 因 区 域 遍 及 整个 空间 ,积分 可 能 发 散 . 下 面 通过 具体 例子 说 明 本 征 函 
数 wx(r) 的 归 一 化 和 如 何 用 积分 变换 方法 求解 无 穷 区 域 或 半 无 穷 区 域内 的 定 解 问 
2.5.1 波动 方程 的 Cauchy 问题 
首先 考虑 一 维 问题 


9 3 9 
= 0， rE(-%,), 1 > 0 
oar ar (2.5.2) 


ul -o = f(x); Us i120 = g(x), rE€E(-%,%) 
式 (2.5.2) 中 LL= -32/0x*, 本 征 方程 为 


2 
dp ,y= 0 (2.5.3) 
dx” 
要 求 由 在 zx 一 二 ce 处 有 界 , 故 本 征 值 应 大 于 零 4*>0, 于 是 上 式 的 解 为 
G(x) = Aieti (2.5.4) 


显然 , 不 可 能 要 求 mw 正 交 归 一 到 6 了 消 数 . 事实 上 
| Pipxrdr = AiA4| eirdr = 2rA7ALO(A + 4') 


其 中 5(2 圭 A ) 为 Dirac-6 函数 ( 见 下 章 讨论 ) 


1 一 1 i(AtA ) x 
8 = ) = 元 (At4 )xd 
于 是 ， 如果 取 4, = 17/V2rx, 则 
1 
= -Lt-e 2.5.5 
Pa /Ir ( ) 
归 一 化 到 $ 函数 . 式 (2.5.2) 的 通 解 可 写成 
W(x) = 起 | [CQ + De] dA = 遍 | ,00,0 arda 
(2.5.6) 
显然 上 式 是 Fourier 积分 ， 有 道 变 换 
一 1 ~ iax . 
UL iD) = 高 | (De dz (2.5.7) 


U(4,z) 称 为 u(xz,t) 的 Fourier 积分 . 这 是 我 们 熟知 的 , 任 一 属于 L*(-%,%) 
的 图 数 f(x), 它 的 Fourier 积分 
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Fo = 码 | . PCz)eazdz (2.5.8) 
存在 . 下 面 回 到 定 解 问题 式 (2.5.2). 式 (2.5.6) 代 入 (2.5.2) 中 第 一 式 可 得 
SO) + Ua,t) = 0， 上 >0 (2.5.9) 
而 由 式 (2.5.7) ,U(X ,4) 满 足 初始 条 件 
U0010= 让 | ALaeraz= FU) 
45 _ A aa = G0) (2.5.10) 
tlio Vax 


F(X) 和 G(4) 分 别 为 A(z) 和 g(x) 的 Fourier 积分 . 结合 式 (2.5.9) 和 (2.5.10) 可 
得 
U(X,t) = 
代入 式 (2.5. 
u(x,t) = 态 | . DO i) dA 


1 1 ~ iAct 1 上 一 ct 
六 [FO) + 让 G(0) | + | FG) G(X) |e we (2.5.11) 
6) 


1 | ewe-oF( d+| ev O F(a)da | 


”2Vx 
1. |e -iAa(zx-c) CR -| -iA(x+et) Ga) 

+ 一 dd) 一 e - dA 

2c 去 | -” 4 


利用 


g(x) = 高 | .ewWd feces = 专 | -:- 


Te G (A)dr 


(2.5.12) 
不 难 推出 


u(x,t) = 去 [Atz + ce) + FUz -en)]+ | eC)ds (2.5.13) 


上 式 是 熟知 的 d Alembert 解 . 
对 三 维 波动 方程 的 Cauchy 问题 
d 册 -cv =0 
xz(r,ti)|,-o= p(r); zi -0 = Ylr) 
也 可 用 同样 的 方法 处 理 . 本 征 函 数 


(2.5.14) 


1 


pr(r) = [PES Et 


归 一 化 到 8(k 一 kk), 令 
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u(r,t) = wa) UC edk (2.5.15) 
U(k,t) = waa) te Krair (2.5.16) 

代入 波动 方程 , 得 U(k,t ) 的 方程 
U, + kc U(k,t)=0 (2.5.17) 

由 初始 条 件 , 得 U(k,z) 的 初 值 
Ul,o= Bk); LU = Vk) (2.5.18) 


其 中 BB (Kk) 和 亚 () 分 别 为 pg(r) 和 yy(r) 的 三 维 Fourier 积分 . 于 是 容易 从 式 
(2.5.17) 和 和 (2.5.18) 得 


seeet 


U(k,t) = Bk)coskct + Yk) 一 一 一 
上 式 代入 式 (2.5.15) 得 


1 k [ 
u(r,t) = wa) [seo + VV(k) Sin ee | errd3k 


1 


= or je )coski + y(r 


1 , Sinkct jCr-r ， 
+ | yr) [| er ‘dk | dr 
考虑 上 式 中 的 积分 , 由 于 在 积分 过 程 中 (r -x ) 是 常量 , 可 取 上 与 (r -rx ) 的 夹 角 
为 6, 即 kr "kr reosb, 于 是 角度 部 分 避税 意 积 出 


0 0 


“) Set | ek gkdr’” 


= ps sinklr—-r ldk 
cilr-r |Jo 
利用 积分 关系 以 及 的 偶 函 数 性 质 
8(x) = 到 eit*dk; d(x) = 6(~ x) 
不 难 推出 


| sinkctsink | r—r | dk 
0 


Hl 


寺 | sinkctsink |r ~r | d& 


三 ~ F(t +lr—r 1)- 8S(ct -Ilr-r 1)] 
由 于 ct+|r 一 rr |>0, 第 一 个 8 函数 为 零 , 于 是 可 得 到 


u(r,t) = | g(r rolr 六 |- ct)dr- 


Les errromm 
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+ 二 -| P(r) rl rr lc)dr (2.5.19 
一 | pr Gr r,t)dr + | yr) Gr r,t)dr 
其 中 


G(r,r’,t) = ! 


4xclr-r | 


1 


8(l rr I!~ct) (2.5.20) 


称 为 初 值 问 题 式 (2.5.14) 的 Green 函数 ( 见 第 三 章 ). 利用 5 函数 的 积分 性 质 , 不 
难看 出 式 (2.5.19) 与 Poisson 公式 (1.2.19) 完 全 一 致 . 


2.5.2 ”Laplace 方程 的 边 值 问 题 


如 图 2.5.1, 考虑 二 维 Laplace 方程 上 半 平 面 的 第 一 边 值 问题 


Urr + uyy = 0,， rE(-%,), y>0 (2.5.21) 
u(xz,y)|,-o = f(x), rE(-%,%) 和 
要 求解 在 无 穷 远 处 
>” lim u(x,y) 0 (2.5.22) 
把 式 (2.5.21) 写 成 uy, -Lu =0 的 形式 ， 
vc) 则 L= -92/3zx? 的 本 征 函数 w 满足 
d 
Ap 
ulx,0)=/ (7) x 于 是 有 
图 2.5.1 上 半 平 面 的 第 一 边 值 问题 pi(x) = 专 二 
因此 可 把 x 在 x 方向 展 成 Fourier 积分 
一 _ 1 ~ 一 EM 
w(x,y) = 起 | .UG xd (2.5.23) 
一 1 1AT 
Uo = 高 | ozsy)ardz (2.5.24) 
代入 式 (2.5.21) 第 一 式 得 
FE -XU=0, 0 < y < oo (2.5.25) 
由 式 (2.5.24) 得 y 方向 的 边界 条 件 
U(y,4)|,-0 = F(2) (2.5.26) 


其 中 F(4) 是 f(z) 的 Fourier 积分 . 由 式 (2.5.25) 和 (2.5.26) 可 得 
U(y,4) = F(A)e ly 


( 因 要 求 y 一 co 时 口 =0), 于 是 
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1 oo 1 oo CD . ， 、 
( ， ) = | iAx AlysF (CA)dA 一 | | i A Aly (1 )dAdit 
0 V 2r -~ V2 -~ ~ / 


对 4 可 积 出 
| @ A D2lyqA 一 [ eal rnD+tydA + 


2y 
(x 一 1)? 十 人 


Po 


ex (rr 71) -dA 


-0 


于 是 有 

u(x,y) = >| AD di. (2.5.27) 
TJ-» (rt) +y 
利用 上 述 结果 ,可 求 得 第 二 类 边 值 问题 wy| ,-o= g(x) 的 解 . 只 要 令 
v(x,y) = 人 

Viv(x,y) = V iu, = 语 (Vu) = 0 
v(x,y)| ,0 = u(x,0) = g(x) 

于 是 


u(x,y) = v(x,s)ds 


-二 站 (x 加 dids = | ed 


-二 | ln (x—1)+ ylg(t)dt (2.5.28) 
下 面 考虑 二 维 Laplace 方程 在 带 状 
区 域内 的 第 一 边 值 问题 ， 如 图 2.5.2 


由 


9 92 
3 a NN 
(2.5.29) 癌 
ul(0,y) = 0, u(xz,a)=0 u(x,0)= Fo x 
“070) A?) 图 2.5.2 带 状 区 域 的 第 一 边 值 问题 
(2.5.30) 
并 且 当 zx 一 ce,w(z,y) 关 于 y 一 致 地 趋向 于 零 . 本 征 方程 
2 
- 5 = A pa (2.5.31) 
x 


的 解 


et tooriaeweeey so rr ne 
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Pu = AicoshMz + BisinA (2.5.32) 
如 果 X*<0, 令 -4*=k>0, 则 
pk 三 Ape lt + Bre Vk, po 一 Ao + Box 


因 zx- 一 co 时 ,mo 有 限 , 故 A 三 0. 又 gi|,-o=0, 故 Bi 三 0, 因此 4*>0. 由 z=0 处 
边界 条 件 p;|,-o=0,A; 三 0, 故 本 征 函 数 为 

PCZz) = BisinAz， 0 < 工作 co (2.5.33) 
本 征 谱 A:0<4<%. 考察 gi(zx) 的 归 一 化 


| pi(T)prdr = BB| sinA xsinArdz 
0 0 
1 fr? , .), , , 
= BB ( 帮 ) | (er -ee ew)dr 
21 0 


BB, | [ee + eita)r] dx 
4 0 


+ 上 {- ei(4 A) eiCA-A)z ] dz| 
0 、 


BB Tj iarizdr - et ndz | 


4 
= -E28 + 4) 304 7)] 
因 4>0,4’ >0,4+X 关 0, 故 
| pr) pr)dr = 于 BBi8(A’ -4) (2.5.34) 


取 B= V2/x, 则 Pa 归 一 化 到 8 函数 ， 于 是 

p(x) = Zsinaz, 0<xr<™, 0<A<%” (2.5.35) 

u(x,y) = | U(A,y)p (zr) dA -V2 U(A,y)sinArdA (2.5.36) 

上 式 两 边 乘 p(xz) 并 对 z 积分 

| wz sy)pr(z)dz = [vo lh pr (x) p(x)dz | dA 
利用 式 (2.5.34) 即 得 

U(X,y) = | urs) pz)dz = VE rssinrde (2.5.37) 
称 为 u(x ,yy) 的 Sine-Fourier 积分 , 逆 变 换 即 为 式 (2.5.36), 代 入 式 (2.5.29) 可 得 


2 
U0,y) =0 (2.5.38) 


由 式 (2.5.37) 得 边界 条 件 
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U(A,y) 1,-a = 0; u(A,y) 1s-0 = F(X) (2.5.39) 
其 中 (f) 为 f(xz) 的 Sine-Fourier 积分 . 于 是 由 式 (2.5.38) 和 (2.5.39) 可 得 
加 sinh A(a — y)] 


因此 所 求解 为 


u(x,y) = 2 | DC，y)sinhzd) 


= 过 | CosinChe)sin(h) Sob A dn 


当 ae 一 oo 时 式 (2.5.29) 和 (2.5.30) 变 成 第 一 象限 内 第 一 边 值 问题 
urr + uyy = 0, xz>0,y>0 
u(r,y) | -oo = 0, u(x,y)|,-0 = f(x), rx>0 


limu(zxz,y)—0 


(2.5.41) 


式 (2.5.41) 中 取 a 一 co 
sinh[ A(a — »v)]/sinh(aA) Se» 


于 是 
u(x,y) = 2 | ADsinhesinaze -dad: 
= 二 人 人 seos[a(z ~ £)] - cos[A(zx + Daa | fl)d 
"| [5 十 己 一 上 y+ 去 十 /dr 
即 


了 1 、 
u(r,y) 三 > |. [Fy rd (2.5.42) 
如 果 x =0 处 是 第 二 类 边界 条 件 u,(0,y)=0, 那 么 应 取 式 (2.5.32) 中 B, 寺 0， 
通过 类 似 的 推导 可 以 得 到 


g(x) =A/ Seosar, 0<zx<%, 0<Ai<o% 
u(x,y) = | Ua,y)p (rx)daA = | U(A,y)cosirda 


U(A,y) = | uz pr)dr = 2 usinArdz 


称 为 u(x,y) 的 Cosine-Fourier 积分 . 
如 果 x = 0 处 是 第 三 类 边界 条 件 [au (xz,y) - Bu, (rx,y)],-o = 0, 由 式 
(2.5.32) 代 入 边界 条 件 得 aA, = BB ,于 是 


br seasaeeaarre eersrmreereceorre 全 -ee 
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p(x) = Ba (sinar 十 人 cowrz ) 
a 
op ( zx) 的 积分 
| pi(r) pdr = BiB:| (sn 十 8 COsaAx ) (sm 人 十 人 rcosa Ey jax 
0 a a 


= 2 (1 + 30 - 2) 
2 a 


其 中 已 利用 和 +4 >0. 因此 本 征 函 数 为 


p(x) = Vi a (sn 十 如 cowz| 


2.5.3 二 维 轴 对 称 波动 方程 
考虑 平面 极 坐 标 中 二 维 波 动 方程 的 Cauchy 问题 , 求 与 9 无 关 的 轴 对 称 解 


u= u(r,t) 


un (ur + us)=0, r>0, 1>0 


(2.5.43) 
zj -o = f(7); uw|,o = g(r) 
算 子 车 为 
02 1 9 
L =- ( 远 + 了 攻 让 ， 
相应 的 本 征 方程 为 
中 1 d 
可 (二 + r 站 = A g(r) (2.5.44) 


当 A?<0 时 ,上 式 的 解 为 虚 宗 量 Bessel 函数 , 因 1.(z) 一 ce(z 一 co), 而 K,(x) 一 
oo(x>0), 故 和?*<0 应 排除 ; 当 4=0 时, 上 式 有 解 po(r)= cinr+cz， 而 一 0 
时 lnr~>co, 故 应 有 cl 三 0, 因此 只 有 4*? 宕 0. 这 时 式 (2.5.44) 为 零 级 Bessel 方 程 ， 
故 求 得 本 征 函 数 
pa(r) = AiJoCar) (2.5.45) 
方程 (2.5.44) 写 成 Sturm-Liouville 形式 


d d 
-= rp 


显然 权 函 数 为 o(r) = ~. 考察 归 一 化 积分 
| pO) ar) g(r)ar = Ah JoGar)yo(kr)rdr = AAA， 
我 们 不 严格 证 明 上 式 , 仅 给 出 近似 的 估计 , 注意 到 当 4 和 4 较 大 时 


8(A 一 和 ) 
A 
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JolAr) ~ cosar); Jo(A'r) NS 


于 是 
| (Ar)Jo(Ar)rdr OS —2 | cos(ar)eos(A'r)dr -二 . TA A) 
0 0 TV nA 2 
因此 取 A; =VA. 令 
or = | gr) UG (2.5.46) 


为 了 求 逆 变换 ， 上 式 两 边 乘 g(r )p(r) 并 积分 
J ur) pr) plr)dr = 上 | g(r) pr)plr)dr | U(A,t)dA 
=| sa AIUD)dA = UAL) 
于 是 
U(X,1) = | rwtr)e(r)dr - Vi rrar 


(2.5.47) 
把 式 (2.5.46) 和 (2.5.47) 写 成 对 称 形式 , 令 
一 U(XA,t) 
U(A,1) = 2.5.48 
(A,1) i ( ) 
代入 式 (2.5.46) 
u(r,t) = | pC) Ud = 上 VAJoCAr)U(A,r)daA 
0 0 
-| JoGar) DG) Ad 
于 是 式 (2.5.46) 和 (2.5.47) 可 改写 成 对 称 的 变换 对 
u(t) = | Wa Ud 
9 (2.5.49) 


U(XA,1) = | wr)ur, dr 
称 为 零 级 Hankel 变换 . 代入 式 (2.5.43) 得 U 满足 的 方程 
U(XA,t) + A2c U(XA,2)=0 (2.5.50) 
由 (2.5.49) 第 二 式 得 U(4 ,i) 的 初 值 
U(X,0) = | Wr) fr)ar = F(2) 


国 (2.5.51) 
U,(4,t)|,_, = | rJo(Ar)g(r)dr = G(A) 


eo er worvoore me 


， 108 . 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


式 (2.5.50) 和 (2.5.51) 的 解 为 


Ut) = F(A)cos(A) + G(X) act) (2.5.52) 
于 是 得 解 
ur) = BF) FO) ED ard + | G60) DC). 
(2.5.53) 


2.5.4 应 用 于 平板 的 光 热 激发 


考虑 平板 的 光 热 激发 问题 , 如 图 2.5.3, 平板 上 表面 受 轴 向 对 称 的 激光 束 照 
射 , 由 于 材料 吸收 光 而 导致 温度 上 升 ,， 于 是 平板 内 的 瞬 态 温度 场 满 足 非 齐 次 热 扩 
散 方程 

Ou ED) var,z,t) = aof(r,z) X(t) 
at (2.5.54) 

0<r<o, 0<z<h, :>0 
其 中 & 为 平板 材料 的 热 扩 散 系数 ，f(r,z) 和 x (z) 分 别 为 激光 脉冲 的 空间 和 时 间 
分 布 ，ao 为 常数 . 平板 上 下 面 与 外 界 的 热 交换 满足 Newton 定律 ， 因 此 边界 条 件 


可 写成 


z=0 


此 外 温度 场 满足 零 初始 条 件 u(r,z,t)|,-o=0. 对 式 (2.5.54) 两 边 作 Hankel 变换 
oaU(A,z,t) Em _ 
ORE) (2 Fi) UG ,et) = aoP Ass) y(t) (2.5.55) 
0<z<h, t >0 
其 中 


U(A,z,t) = Jr oar)dr 


F(A,z) = | fr a) olar)ar 


(2.5.56) 
对 变量 = , 考虑 本 征 值 问题 
2 
dy 加 
(3 _=0 (2.5.57) 
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上 式 的 通 解 为 

$(z)= Asinpz + Beospz (2.5.58) 
代入 (2.5.57) 得 到 

号 -BA4=0 
A(Bu t+ tangh) + B(l - Butanph) = 0 

因此 决定 本 征 值 的 方程 为 

2Bu +(1- Br)tanuh = 0 
设 上 式 第 个 根 为 ys， 本 征 函 数 系 |$(z)| 构 成 完备 系 

Bilz) = Ai(sinpkz + Burcospurz) 


(2.5.59) 
{k = 1,2,…) 
其 中 A 由 归 一 化 条 件 决定 . 令 
U(XA,z,t) = D2,t) g(x) (2.5.60) 
代入 式 (2.5.55) 得 到 微分 方程 
dZ4 (4, 1) 2 
a E(A + 2) Zi(A, 1)= aoG(X)x(t), 1>0 (2.5.61) 


其 中 
G0) = | FA,s) $i(z)de 
式 (2.5.61) 满 足 零 初始 条 件 的 解 为 
Zi(4,1) = aoG(A)) x Cr)exp[- (A + pt)(t -rr)] dr (2.5.62) 
此 结合 式 (2.5.49)、(2.5. 60) 和 上 式 ， 得 到 问题 的 解 为 
or = DI Vean a (Ca) (2.5.63) 


其 中 道 Hankel 积分 可 以 通过 数值 计算 实现 . 
积分 变换 在 数学 物理 中 有 重要 的 应 用 , 本 节 仅 作 简 单 介 绍 . 我 们 将 在 第 五 章 
进一步 讨论 之 ,特别 是 另 一 个 尚未 提 及 的 重要 变换 ， 即 Laplace 变换 . 


习 题 二 
2.1 证 明 
(1) Pa,(0)= (1)" (20, (2) Py,1i(0)=0; (3) P',(0)=0 
2n 22" (nant) 2n+1 9 2n 
(4) P's,411(0)= (~ 1) Jy (5) P (1) 了 


(6) Po(-D=(-Dt2ta 
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2.3 


2.6 


2.7 


对 本 征 方程 pg” + Ag=0 (0<x<<1), 写 出 下 列 各 种 边界 条 件 下 的 本 征 函 数 和 本 征 值 : 
(1)9(0)= 9g(/) =0; (2)9(0)= 9 (/)}=0; 

(3)9 (0)=¢(1)=0; (4)p(0)=0; ap(1)+ pp (1)=0; 

(5)ciep(0) -BiPp (0)=0; asp(l)+ Bp (1)=0， 

考虑 本 征 值 问题 


a rapg=0, xE(0,1) 
dz 


p|,.0 = 0; ap |i- = cp |), 


其 中 a 和 < 为 实 常数 . (1) 求 本 征 函 数 gp, (xz) 及 相应 的 本 征 值 4%,; (2) 求 本 征 函 数 pv (x) 


的 模 ; 求 积 分 
| gC) pz)de; | esa) de 


注意 :本 题 中 本 征 函 数 g, (x ) 不 正 交 , 上 述 本 征 值 问题 不 自 厄 . 
考虑 本 征 值 问 题 


[pr) |+ [ap(x) ~ q(xr)jp = 0， TE(la,b) 


p66) = angla) + ang (a); 9 (6b) = angpla) + ayp (a) 
其 中 pla)= p(6). 证 明 当 ad2 一 al2421 二 1 时 ， 对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 正 交 . 
求 本 征 值 问 题 


d? 
4 本 + hp = 0， (0<xr<u) 


2 
9 +Ala/a)p =0, (<r<ut1) 


9'(0) = 0; p (+l)=0 
ep( -0)= yp(li +0); ap (11 -0) = Bp (li+0) 
其 中 a1.a;、a 和 8 为 正 的 常数 . 并 且 证 明 
(1) 对 应 不 同 本 征 人 的 本 征 函 数 在 区 间 x€ [0,W1+ 1; ] 带 权 正 交 , 权 函 数 为 
a/a?, 0<r<h 
B/a?, <r 人 ltl 


p(X) = 


(2) 本 征 值 大 于 或 等 于 零 *, 之 0. 
考虑 本 征 值 问 题 


2 [pcx) doc | Ap(x)p(r) = 0， rE€ (0,0) 
aip(0)— Big'(0) = «gp(l)+ Bp (1)= 0 
pl(c—-0)= yp(c +0) 
plc)[y (c+0)-p(c-0)= AMp(c), (0<c<1) 


导出 本 征 函 数 的 正 交 关 系 式 . 并 证 明 当 p(x)= po(x)+ M6(x -cc) 时 ,本 征 函 数 正 交 . 提 


示 : c 点 为 函数 p(x) 的 间断 点 ,因此 必须 分 段 表示 p(x). 
考虑 4 阶 常 微分 方程 的 本 征 值 问题 
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中 do(x) d dp(x) l | 
Ep) GE te) ED) p(t) -76e) I(r) = 0 
p(2) 在 端点 x+ 二 a,b 满足 


(1) g(a)= 9(b)=0; p' (a)= 9 (4b)=0; 
(2) g(a)= p(b)=0; ¢ (a)= op (6b)=0; 
(3) ¢' (a)= ¢ (60)=0; [plr)og (xr) | = [plr)g (zr)] |,.,=0. 
证 明 在 以 上 三 种 情况 , 对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 函数 带 权 of(z) 正 交 . 
2.8 求解 下 列 本 征 值 问 题 


d .2 dp = ~ 四 二 站 ， Oo 
(DE) ] rag=0, ve(D 9(0)=0， 9(D< 


d .2 de 一 本 “ 一 站 。 Co 
0) |rag=0, x€E(0D): 9Y(0)=0 9(D< 
提示 : 注意 题 2.1 结果 . 
2.9 将 苑 数 r ”(zr2+2z2+3xzy+4zz) 用 球 谐 函 数 展开 
2.10 已 知 在 球 坐标 下 两 点 r=(r,0， 9 和 二 (7,0',g ) 且 <r. 证 明 


1 1 
Ir-r i; FY, (9 9 ) Ym 0, 8) 


提示 :O 1r-rl= Vritr?-2rr’cosQ; 

@ P(z) 的 生成 函数 公式 ; 

@ 加 法 公式 Pi(0)= 2 也 Yi O ,9 ) Yo 0, 9). 
其 中 cosG@ = cosgcosg + singsing” cos(p ~ 9 ). 


2.11 一 半径 为 a、 高 为 h 的 导体 圆柱 体 ,电导 率 为 o. 稳定 电流 ! 从 上 底 中 心 垂直 流 人 而 从 下 
底 中 心 流出 . 求 柱 内 电势 分 布 . 提示 : 电流 密度 


， 工 ， os， 
. 7 二 
.= oF.|..,, = | 一 <TE (e—0) 

| 

0， ex<pb 生 a 
或 者 用 8 函数 表示 
_ ou 1 5p-e) 
| (0) 


2.12 ”一 无 限 长 匀 质 圆柱 管 (RI 亏 p 亏 R;), 其 外 壁 保持 零 温度 ,内 壁 有 均匀 分 布 .强度 为 go 的 
恒定 热流 流入 设 初 始 温 度 为 零 , 求 此 后 管内 的 温度 分 布 . 提示 : 内 壁 边 界 条 件 为 
4 |,- 一 gu/， 为 了 使 内 边界 条 件 齐 次 化 并 保持 外 边界 条 件 及 方程 的 齐 次 , 作 变 痪 


goR, 


R, 
n+wv(p,t) 
p [a 


2.13 一 半径 为 a 的 圆柱 体 由 二 段 色 质 圆柱 体 连 接 而 成 ,其 中 一 段 高 为 Al ,导热 系数 为 ci; 另 
一 段 高 为 h,, 导热 系数 x，. 设 圆柱 两 端 保持 零度 ,侧面 保持 恒温 wo, 求 圆柱 体内 稳定 温 
度 分 布 ， 提 示 : 令 分 离 变 是 解 为 
ul(p,9) = RUo)Z(z) 
R(p) 满 足 零 级 虚 宗 量 Bessel 方程 . 而 Z(>) 应 分 段 表示 ， 
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本 章 介 绍 求解 数学 物理 方程 定 解 问题 的 Green 函数 法 . 主要 内 容 有 :3.1 节 首 
先 介 绍 广义 函数 理论 基础 ,目的 是 希望 更 深刻 地 理解 8 函数 ,然后 介绍 5 函数 的 若 
于 重要 性 质 ;3.2 节 介 绍 常 微分 方程 的 Green 函数 ,重点 放 在 本 征 值 问题 上 ;3.3 节 
介绍 高 维 边 值 问题 的 Green 函数 ,主要 讨论 Laplace 方程 和 Helmholtz 方程 ;3.4 节 
介绍 热 导 方程 及 波动 方程 的 含 时 Green 男 数 ; 最 后 ,在 3.5 节 介 绍 Green 函数 方法 
应 用 于 求解 一 般 形 式 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 非 齐 次 问题 . 本 章 特别 强调 Green 
函数 理论 的 一 个 重要 应 用 , 即 把 微分 方程 化 成 积分 方程 . 


3.1 广义 函数 及 8 函数 
本 节 介 绍 数学 物理 方程 中 一 个 十 分 重要 的 函数 , 即 Dirac-6 函数 , 由 于 $ 函数 


不 能 用 经 典 函 数 来 描述 , 故 必须 推广 泡 数 的 定义 . 因此 ,本 节 首 先 介绍 广义 函数 的 
念 ,而 6 函数 作为 一 个 广义 函数 ,我 们 将 详细 讨论 之 . 


3.1.1 广义 函数 概念 和 运算 法 则 


根据 定义 ,函数 f(r) 表 示 R" 中 点 集 E 到 数 域 R' 的 一 一 对 应 , 即 如 果 对 每 个 
rEE, 有 惟一 确定 的 数 f(r)E€ Ri 与 之 对 应 , 则 称 F(Cr) 是 定义 在 五 上 的 一 个 函 
数 . 这 样 的 函数 称 为 经 典 函数 . 经 典 函 数 反 映 了 现实 世界 中 一 个 量 随 另 一 个 量变 
化 而 变化 的 关系 ,但 是 经 典 函 数 有 其 明显 的 缺点 . 最 典型 的 例子 是 如 何 表达 物理 
上 “点 源 "或 “点 电荷 "的 概念 . 考虑 在 坐标 原点 的 单位 点 电荷 ,电荷 密度 分 布 应 如 
何 表达 呢 ? 直观 上 ,可 写 密 度 分 布 函数 o(r) 如 下 


or)= 下 "70 (3.1.1) 
co ， r=0 
上 式 表 明 ,函数 p(r) 是 一 几乎 处 处 为 零 的 函数 , 按 经 典 函 数 的 积分 理论 ,应 有 
| edr=o (3.1.2) 
但 上 式 左 边 表 示 总 电荷 ,物理 上 应 有 
| ond -人 7 (3.1.3) 
Orj)dr 0 r=0¢6 .1. 


因此 , 式 (3.1.1) 在 经 典 的 意义 上 ,不 能 描述 点 电荷 的 分 布 问题 . 此 外 ,经 典 函 数 最 
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大 的 缺点 是 对 微分 和 积分 等 运算 的 局 限 性 . 例如 :不 连续 范 数 的 求 导 问 题 .高 阶 导 
数 的 存在 性 ,函数 列 求 导 与 求 极 限 的 交换 次 序 问 题 , 以 及 在 经 典 函 数 意 义 下 若干 积 
分 的 发 散 性 等 等 . 这 些 限 制 往往 给 问题 带 来 复杂 性 . 有 时 使 问题 无 法 得 到 解决 . 
因此 ,必须 推广 函数 的 概念 ,当然 ,推广 的 函数 必须 至 少 能 解决 上 述 所 列 的 问题 , 即 
具有 性 质 : 

(1) 反映 通常 的 数量 关系 ,能 包含 经 典 函 数 在 内 , 且 又 能 反映 上 述 “ 点 源 ” 分 布 
问题 ; 

(2) 可 求 任意 阶 导 数 ,对 经 典 函 数 ,新 定义 应 与 之 一 致 ; 

(3) 推广 的 函数 对 求 导 , 求 积 和 求 极限 可 任意 交换 运算 . 
这 种 新 的 函数 称 为 广义 函数 或 简称 广 画 . 为 了 定义 广 陋 ,首先 介绍 基本 函数 或 试 
验 函 数 的 概念 : 设 空 间 DD 为 所 有 在 R” 中 无 穷 可 微 且 在 不 同 有 界 域外 恒 等 于 零 的 

函数 组 成 的 空间 , 记 为 D(R") 寺 C8 (R"). DD 中 元 素 是 很 多 的 ,例如 


bp? 
en = 1 Ia (3.1.4) 
0 ， 1x|l 宇 a 
这 里 a 和 4 为 任意 正 数 . DD 中 函数 序列 | po,| 收 敛 于 零 可 定义 为 : 
(1) 所 有 9g, 在 某 同一 有 界 域 K 外 恒 为 零 ; 
(2) | 8p,1 及 其 各 阶 导 数 在 K 上 一 致 收敛 于 零 , 记 作 yp, 一 0(D) 
称 DD 中 的 函数 为 基本 函数 或 试验 函数 . 
我 们 利用 谤 图 来 定义 广义 函数 :D 上 的 广义 函数 /为 D 上 的 连续 线性 泛 函 ， 
即 对 D 中 每 个 元 素 gq ,有 确定 的 实 或 复数 c( 矿 ,p) 与 之 相应 , 记 作 
f(g) 三 (f,9) = c(f, 9?), vopED (3.1.5) 
且 具 有 性 质 . 
(1) 线性 ,对 任意 两 个 实 或 复数 a 和 8 
flap + Bj)=af(9)+ BY), 9p ,VE Di 
(2) 连续 性 , 即 当 yg 一 0 时 ,有 f(y,) 一 0. 
D 上 的 广义 函数 全 体 记 作 DD', 称 为 D 的 对 偶 空间 . 根据 广 隆 f 之 定义 ,可 看 
出 : 广 函 f 是 定义 在 特定 空间 上 的 ,如 上 面 我 们 定义 在 DD 空间 上 ， 当然 还 可 以 在 
其 他 空间 上 . 另 一 个 十 分 重要 的 空间 是 速 降 函数 空间 L(R"), 它 由 下 列 函 数 
组 成 : 
(1) p(xz) 为 R" 中 的 无 限 可 微 消 数 ，; 
(2) 2p(z) 的 任意 阶 导数 乘 上 任意 次 寡 函 数 在 无 限 远 处 仍 趋向 零 , 即 p(x ) 在 
无 穷 远 处 急速 下 降 


=0 (3.1.6) 


0 OEE ee weee ctei 
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其 中 a 和 zp 为 任意 非 负 整 数 ; 
(3) L(R") 中 的 任 一 函数 序列 | ,| 对 任意 非 负 整数 a 和 pp 在 R” 上 一 致 成 立 


lim ze 9p 7) 
si ax? 加 


0 (3.1.7) 


则 称 g,(z)->0[L(R”)]. 

定义 在 L(R") 的 广 孙 全 体 记 作 L'(R"), 可 以 证 明 DD 中 的 广 函 包含 所 有 
L(R”) 中 的 广 了 渔 , 即 L'(R") 是 D'(R?”) 的 子 空间 

D’'(R")DOL’(R'). 

严格 地 说 , 广 函 f 不 是 xz 的 函数 , 即 对 每 一 个 x 并 不 对 应 一 个 值 ,而 是 对 每 一 
个 检验 函数 p(xz) 对 应 一 个 值 . 但 在 我 们 考虑 的 情况 , 广 函 f 能 表达 成 f(x ) 的 形 
式 ( 对 几乎 所 有 的 zx 点 ). 例如 考虑 f(z ) 是 一 般 的 可 积 函 数 ( 在 有 限 区 域内 ) , 则 泛 
函 具 有 形式 


(9)= | Ar)g(z)dr， V PEDD (3.1.8) 
如 果 F(z) 和 g(z) 是 两 个 可 积 函 数 , 且 
(f,9)=(g,9), YoED (3.1.9) 
则 
| (f-g)pdr=0 (3.1.10) 
因 9 取 遍 DD 空间 ,于 是 由 上 式 知 g(x) 和 f(z) 几乎 处 处 相等 
f(x)=g(7) 


因此 ,由 式 (3.1.8) 定 义 的 泛 函 ,惟一 决定 一 个 可 积 函 数 ; 反 过 来 ,每 个 可 积 函 数 可 
以 决定 一 个 泛 函 (3.1.8). 因而 可 以 决定 一 个 广义 函数 ,这样 的 广义 函数 通常 称 为 
正则 广义 函数 , 故 正 则 的 广义 函数 能 用 可 积 函 数 来 表示 . 不 能 用 可 积 函数 来 表示 
的 广义 函数 称 为 奇异 广义 函数 . 奇异 的 广义 函数 最 简单 的 例子 是 5(x ) 函 数 , 它 定 
义 为 泛 函 


(8,9)= 9(0) (3.1.11) 
严格 地 ,8 函数 不 能 表示 成 式 (3.1.8) ,但 我 们 经 常 写 成 
(3,9)= | 38(z)9(z)dz= 9(0) (3.1.12) 
广义 函数 的 基本 运算 法 则 如 下 . 
加 法 :D’ 中 任意 两 个 广 函 /和 g 的 和 /+ g 定义 为 如 下 的 泛 函 
(f+t+g,p)=(f,9)+(g,9), VoED (3.1.13) 


当 /和 g 是 可 积 函数 时 ,由 式 (3.1.8) 
Cfrgsp)= | [LA(z)+g(z)]p(z)dz 
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因此 有 f+g= f(x)+ g(x), 相 当 于 函数 逐 点 相 加 . 
乘法 :广电 f 与 数 a 相 乘 产生 的 广 函 定义 为 
(af ,9)=a(f,9)=(f,a9) (3.1.14) 
如 果 了 是 可 积 图 数 , 则 af = af(x). 
坐标 扩展 : 设 f 是 DD 中 的 广 聘 ,下面 考虑 广 沙 F(cz) 的 定义 ,首先 考虑 Frz) 
是 可 积 肾 数 


二 | fpr /odz, c>0 


(cr), 1= 7 d> = ” 
[fe ) p(xr)] | flcr) plz) | jz)e(zrvc)dyr， c<0 
= LA(z),p(z]e)] 


当 f(z) 不 是 一 般 可 积 函 数 时 ,直接 定义 Aczr ) 是 下 列 泛 函 


[fcr), p(x)] = [f(r) ,g(r/e)] (3.1.15) 


四 
例如 对 3(x) 函 数 
Li(e),g(z)]= TIaCz),p(zo]=-TT9(O=( 下 Ts(z),p(z)] 


于 是 ,形式 上 有 


(er) = (3.1.16) 
特别 当 c= -1 

(~r)=6(x) (3.1.17) 
故我 们 说 5 函数 是 偶 函 数 . 


坐标 平移 :考虑 f 是 可 积 情形 
[f(x+c),p(x)]= | f(xt+ec)o(x)dr= | f(x)p(r-c)dr 


= [f(x), p(xr—ce)] 
因此 , 当 f(x) 不 是 一 般 可 积 肾 数 时 , 广 函 F(z+c) 定 义 为 下 列 泛 函 
[f(rt+e), g(x)]=[f(r), p(x-e)] (3.1.18) 
例如 对 8 函数 
[sz-y),p(z)]=[fs(z),p(zt+ty)]=o(y)， (3.1.19) 


函数 相 乘 : 广 函 f 和 无 限 可 微 函 数 g(x ) 相 乘 , 考 虑 f(x ) 是 可 积 情形 
g(a) f(r) ,p07)]= | [g(z)7(z)]:p(z)dz 
= | fr)[g(z)w(z)]dz= [LA(z),e(z)p(z)] 
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如 果 g(x) 无 限 可 微 , 则 g(z)p(z) 仍 然 是 也 中 元 素 , 当 f(z) 不 是 正则 的 广 聘 时， 
直接 定义 
(gf,9)=(f,g9p) (3.1.20) 
由 上 式 可 证 明 
g(r)6(r—-y)=g(y)d(r—y) (3.1.21) 
事实 上 
[g(xz)8(zr—y),p(r)]= [zr—y),g(r) (rx)] 
=g(y)p(y)= [g(y)8(x ~ y), p(x)] 
因此 得 式 (3.1.21). 特别 地 ,我 们 有 
rd(r)=0.8(r)=0. (3.1.22) 
广 函 的 合 复 函 数 : 设 g(x) 在 z= zo 为 零 , 邑 g(xo)=0, 由 (3.1.12) 


{5[g(z)1,9(zr)!= | 8[Lg(z)jep(z)dz 


| Moe[z(o)]To ,ez(a)]>0 
= (3.1.23) 
o 7 
-| 3(c)p[z(a)]jzTz(5J]T'S [zxz(c)]<0 
dc PCzo) 


一 |. 8(o) pzr(o)] lg tzr(o) TT |g (zo)| 


1] _ 
= | [ero Ti(7 Xx0), p(x) 


上 式 积 分 中 取 变 数 变 换 c= g(x), 故 +=x(o). o=0 的 点 即 为 g(x) 的 零点 xo. 
从 式 (3.1.23) 可 见 


iLg(z)]= TT ~ zo) (3.1.24) 
当 g(xz) 有 nn 个 零点 x 时 ,显然 应 有 
dLg(x)]= 5) rie zx,) (3.1.25) 


在 实际 问题 的 运算 中 ,总 把 5 函数 视 作 具有 下 列 性 质 的 “经 典范 数 ” 


0， rro 
Sr 一 ro) co ， 一 | so -rodr=1, 当 G 包含 rm 点 ， 


六 一 六 0 
或 者 
0 ， roECG 


[roac-mae- roEG. 


3.1.2 广义 函数 的 导数 
为 了 引进 广义 函数 的 导数 , 先 考 虑 经 典 的 连续 可 微 函 数 f(z), 由 式 (3.1.8) 
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并 利用 gp 的 性 质 : p 及 其 任意 导数 在 某 有 界 闭 域外 恒 为 零 
(0)=| qip(z)dz = LA) pa -| for) g(r)dz 


一 oo 


=- -| mw(zidz= (f,- 9) (3.1.26) 


当 f(z) 不 是 经 典 函 数 时 ,根据 上 式 作 推广 :定义 D 中 任 一 广 函 ,其 导数 /为 广 
现 


(f ,9)= -(f,9) (3.1.27) 
在 2 维 空间 ,可 定义 广 函 f 的 高 阶 偏 导数 
(Df,p)=(-1) "(f/f,D'p) (3.1.28) 


其 中 
加 四 了 ait+aa+ toa, 

9zq410z92 9zoo 
因此 ,广义 函数 f 无 穷 可 微 ,这 是 由 于 式 (3.1.28) 中 p 无 穷 可 微 . 显然 , 当 f(x) 
连续 可 微 时 ,f(xz) 作 为 广 函 而 言 ,其 广义 导数 与 经 典 导 数 一 致 . 但 当 f(x ) 是 不 可 
导 的 局 部 可 积 函 数 时 ,f(xz) 作 为 广 函 而 言 , 仍 有 任意 阶 偏 导 数 . 由 于 对 wp 的 偏 导 
可 交换 次 序 , 故 对 广 函 的 偏 导 也 可 交换 次 序 . 

例 3.1.1 在 广 渔 意义 下 , 求 Heaviside 函数 的 导数 

0, xz<0 
1 ， >0 
当 +=0 时 五 (x) 不 连续 , 故 昌 (xz) 在 x=0 处 无 经 典 导数 . 但 作为 广 函 


[BCz),p(z)]= 一 | 9 (z)drzr= 一 pr)l=op(0)=[s(z),p] 


la|l=altayt++ea 


nn 


H(zx)= (3.1.29) 


因此 
H' (xr)=6(x). (3.1.30) 
例 3.1.2 计算 广 函 38(z- a) 的 导数 
[SCzr-a),p(z)]=-[z-a),po(z)]= -pg(a) (3.1.31) 
一 般 有 
[8 (ra), pr)]= (1p (a) (3.1.32) 
可 见 8 函数 的 导数 只 能 用 泛 卫 来 表示 ,而 五 (z) 的 导数 可 用 8$ 函数 写成 显 式 . 形式 
上 ,5 天 数 的 导数 可 表示 成 微分 算 子 
d5(x 一 a) 
dz 
例 3.1.3 在 广 函 导数 意义 下 计算 二 ,rz 2 上 + y?+z? 
由 式 (3.1.28) 


(x—-a) d 
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(vit,0)=- (tv0)= | ar A par 
r r r e0 r 


之 


其 中 最 后 一 步 是 为 了 挖 去 奇 点 "=0. 由 于 p 对 某 一 个 a, 当 vr 之 a 时 恒 为 零 ,应 用 
Green 公民 
| Tar = | wldr | eds+ | 9 关上 dS 
当 /2€ 时 ,2 =0, 而 沿 球面 >=e 的 积分 可 估计 如 下 : 
| 加 las= 二 it 52dS= 0(e) 


e Arr 


| sias=-&) pdS= 一 4rS.(p) 
S.(9) 为 p 在 球面 r=e 上 的 中 值 , 当 s->0 时 Sec(p)=9(0), 故 得 


(Y= 1 = 四 | _ Veg ~—4xnp(0)= 一 4r(3,p) 
故 在 广 函 意义 下 
了 了 = 一 4r8(r)， (3.1.33) 
例 3.1.4 不 连续 函数 的 导数 , 设 f(z) 在 z= zo 处 有 牙 变 
. 加 万 (z)， Xn 
ro x>70 
则 
， zo70 ， ” , 
UF), ge Fone ddr] fy (dr 


0 


wa0 , 
= frp me fp) so+ | fr) (7)dz 
+ [AA 


= [fzo) -filzo) lpg(z)+ | rz)pg(z)dz 


(3.1.34) 
上 式 中 积分 号 下 (x) 表示 对 x 关 xo 处 求 导 ,由 于 (x) 在 xo 点 的 左 导 数 和 右 
导数 为 有 限 值 , 故 (x) 在 x= xo 的 值 对 积分 不 作 贡 献 ,因此 
[fF (Cx),p Cr)]= [f(ro0) -fi(xo) ld(r -ro), p+[f (zx), p(x)] 
因此 


, fi(z), XI<ro 
f(x)= [f(ro)— fi(xo)J6(r ~ ro)+ fC1), ao (3.1.35) 


式 (3.1.29) 为 上 述 特殊 情况 
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[f(x0)— fi(x0)1=1: f(x)=0,7 (x)=0 
故 H'(x)=65(xr). 
例 3.1.5 求 下 列 函 数 的 导数 
ln| xi, ->0 
ln ~ (3.1.36) 
(lnC(— rl)= iixntlnlrl, T+<0 


由 式 (3.1.35) 得 


dnz 1 ino(x) (3.1.37) 
dx 代 
另 一 方面 
dinz -im dln( 工 二 过) -tin (3.1.38) 
dr 了 二 er0 2 十 1e 
故 有 
. 1] _1-_. 
lim — = tind(). (3.1.39) 
e-*0 XI1E 人 


例 3.1.6 考虑 二 阶 微分 方程 的 Green 函数 G(x ,x ) 满 足 的 方程 
d 


dz p(r) = (x,r tao(r)G(r,r ) (3.1.40) 
把 p(x)G (x,x ) 看 作 f(z), 比 较 式 (3.1.35), 则 应 有 
dGC x | _dG(x,x )) 一 加 
dr i .= +0 dx pe 3.1.41) 
3.1.3 广义 函数 的 Fourier 变换 
首先 考虑 经 典 隐 数 f(r), 设 f(r) 的 Fourier 积分 存在 
Ef= | flt)e vd’ (3.1.42) 
其 中 为 空间 的 维 数 ,于 是 
so (De red | 
(Ff, 9) [ [6al/ ° I? 9Cr)d7 (3.1.43) 
(re id jn (pp 
-jo ladal a fry) 
其 中 Fo 为 试验 隔 数 的 Fourier 变换 
a 1 -rf nn 3 
ro= a) vr)e dr 和 .1.44) 
于 是 对 一 般 的 广 函 了 ,可 以 定义 其 Fourier 变换 为 广 隐 Ff 
(Fep)=( 广 Fop) (3.1.45) 


但 眶 式 存在 一 个 基本 问题 : 即 D 中 试验 函数 g 的 Fourier 变换 Fy 不 一 定 属 于 D. 
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因此 Fo 不 一 定 都 可 作为 D 中 的 试验 函数 ,于 是 在 D 上 定义 广 隔 f 的 Fourier 变换 
显然 是 不 恰当 的 ,必须 寻找 新 的 函数 空间 ,这 个 函数 空间 中 的 函数 必须 有 这 样 的 
性 质 : 
(1) 首先 是 其 Fourier 变换 仍 属 这 个 空间 ,这 样 就 可 以 由 式 (3.1.45) 定 义 广 函 
的 Fourier 变换 ; 
(2) 同 定义 在 D 上 的 广 画 一 样 ,定义 在 这 个 空间 上 的 广 函 必须 具有 诸如 无 穷 
可 微 , 求 极限 与 求 导 可 变换 次 序 等 性 质 . 
我 们 发 现 由 速 降 隐 数 组 成 的 空间 L(R") 中 的 函数 具有 这 样 好 的 性 质 . 显然 
D(R") 是 L(R") 的 一 个 子 空间 
L(R”)OD(R") 
这 是 因为 D 中 的 元 素 总 可 视 为 速 降 项 数 . 因此 ,我 们 定义 L(R") 上 的 广 阴 了 的 
Fourier 变换 为 广 隐 Ff 
(Ff,9)=(f,F9), VoEL(R") (3.1.46) 
因 速 降 晴 数 9 的 Fourier 变换 Fy 仍 是 速 降 函 数 , 故 Fy 仍 是 试验 函数 . 因此 式 
(3.1.46) 右 边 确实 能 定义 一 个 广 函 ,这 个 广 函 即 是 f 的 Fourier 变换 . 
例 3.1.7 求 6(xz 一 a) 的 Fourier 变换 . 因为 


(F8,9)= [8(zx -a),Fog] Ee 小 志 ]? ° | 


-1 -iagg jg—_1 -ie 
记 ] re dé J ,Pp) 


1 -ie 

J 
例 3.1.8 求 f(r)=1 的 Fourier 变换 . 根据 经 典 的 Fourier 变换 理论 ， 

Fr) =1 的 Fourier 变换 不 存在 ,但 在 广 画 意义 下 则 存在 . 记 Fp=y, 则 F-'1y= 9 


[FG),g]= (1,F9)=(1,9)= | g(r) 


Fl8(xz—-a)]= 


(3.1.47) 


= 070" a | Vr) 
p(r)=F y= 7 | p(k)et'r dk 


一 1 iD. 3 了 7 一 1 0.r 
p(0) ma) wb td k= ro Fp 


1 ia. 1 ia.r 
9p(a) = C27) | p(k)e tdk -| gr)eie rd3r 
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于 是 
[F(1),9]= (2x)”* 9(0)= (2x)" 2[6(r), ¢] 
因此 有 
F(1)= (2x)"“8(r) (3.1.48) 
对 一 维 情况 mn = 1, 上 式 为 


d(x)= 元 | e Kdz 


例 3.1.9 在 广 函 意义 下 , 求 sinaz 的 Fourier 变换 . 因 2isinax = (eic 一 
e 7), 故 只 要 讨论 e“ 即 可 . 记 y-Fp 和 p=F'y 


(Fee ,gp)= (er, Ep)= | ey zr)dr =VIrg(a) = Vr[d( ea), 9] 


(3.1.49) 
故 F(ei 亿 )= V2x5(& 一 a) 从 而 
F(sinax ) = i Brae 4a) 8(E+a)] (3.1.50) 
同 理 可 求 得 
F(cosaz) =\/ 3 [8(é -a) + a(e+a)] 
3.1.4 弱 收 伍 和 广义 解 
给 定 D 上 的 广 函 序列 {1 , 当 有 
lim(fi, 9)=(f, 9), VpED (3.1.51) 
我 们 说 广 函 序列 弱 收 和 伍 到 f ,如 果 | fj 收敛 到 5 函数 
lim(fi,9)=(8,9)= 9(0)， YoED (3.1.52) 
称 序列 | 有 | 弱 收 人 鳃 到 6 晴 数 . 
例 3.1.10 函数 序列 
1 
7 irl< 地 
fil(x)= ] (3.1.53) 
0， [zi > 元 


显然 有 
oo PA lk _ 
(fi,9)= | jz)g(z)dz= 乞 | wp(z)dz= 寺 pz) dz=p(Czr) 


其 中 g(x) 是 zxE( 一 1/k,1/k) 的 平均 值 . 当 & 一 co,p(z)=9(0)， 故 
lim (fi,9)= ¢(0) 
于 是 有 
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limfr = 6(x). (3.1.54) 
例 3.1.11 热传导 问题 中 


lim— 1 三 g(6)exp[ - EJae= p(z) 


0 20 Vt 4c2z 


故 有 


lim 一 ex | - 

020 Vat P 4a2t 
其 他 常用 的 弱 收 全 到 6 函数 的 函数 系列 有 

. 1 1—r? 

Lm 271 —2r cos(0— g)+ 2 00 ?) 


.1 sinkx 
jim 一 一 一 一 
Zz 


_ . . 1 & 
= 8(x); lim nr2+e? 


= 6(x) 


00 


如 果 扩 1 弱 收 人 钙 到 f, 则 微分 和 极限 运算 能 交换 次 序 
fe - 37 (3.1.55) 


事实 上 


故 有 


例 3.1.12 分 析 Fourier 级 数 
f(z)= 2 并 (3.1.56) 
其 中 f(x)=(x-x)/2 ( 当 0<z<2zx) 且 f(z) 以 2x 为 周期 ,如 图 3.1.1 所 示 . 令 


图 3.1.1 f(z) 的 周期 为 2x 
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f= > Se 
则 
2 = 2 cosnr 
而 另 一 方面 
了 =- 二 + d(x - 2xn) 
故 有 
cosnx -Tix™ (x — 2x7). (3.1.57) 
2 ,一 
例 3.1.13 考虑 波动 方程 混合 问 题 的 广义 解 
0 x€E(0,1), 1>0 
u(0,1)=u(/l,t)=0, i1>0 (3.1.58) 
u(xz,0)=1; u(x,0)=0, rE(0,7) 
u(x,t) -75 a os “ja (3.1.59) 
其 中 
V8l 
= > | sin (3 je kA 《= 奇数 
0 k= 偶数 
因此 


u(x,t) = > sin Sy 二 ct) 十 2 > Fsin| E(x et) | 


(3.,1.60) 
其 中 求 和 号 表示 只 对 奇数 求 和 . 上 式 的 物理 意义 很 明显 ,表示 两 个 传播 波 : 一 个 向 左 ， 
一 个 向 右 . 显然 式 (3.1.60) 不 可 能 是 式 (3.1.58) 
的 古典 解 . 事实 上 只 要 看 式 (3.1.59) 在 1=0 时 情 
形 


u(xr,t) -0 一 SY tsin( 天] 
Rl! 
(3.1.61) 


上 式 右 边 是 函数 f(x)=1,xE[0,4] 作 奇 延 拓 
情形 的 Fourier 展 式 ,在 zx=0 和 /点 只 能 收敛 图 3.1.2 f(z) 的 周期 为 2/ 
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到 零 ,不 可 能 为 1, 如 图 3.1.2. 此 外 式 (3.1.59) 右 边 在 古典 意义 下 , 求 导 和 求 和 不 
能 交换 ,但 在 广义 导数 意义 下 导数 总 存在 ,并 且 求 导 和 求 和 能 交换 . 为 了 考察 这 
点 , 令 F(z) 的 奇 延 拓 函数 为 FF(z),F(z) 在 z= nl 处 有 牙 变 , 则 式 (3.1.60) 可 表 
示 成 


u(x,t)=FLF(r+ oa) + F(zr- ct)] (3.1.62) 
于 是 有 
(s+ = 28 二 ct 一 ML) = 了 Deos| F(z 十 et) | 
92F(r+act 


te) S28 (r+o—nl) = 和 Dyksin[ (z+ eo)| 
9r no (re / 


由 上 可 看 出 ,只 有 在 广 函 意义 下 ,u(x,t) 的 导数 才 存 在 . 因此 式 (3.1.60) 可 看 作 
定 解 问题 在 广 函 意义 下 的 解 , 故 是 一 种 广义 解 . 


下 面 给 出 广 函 意义 下 微分 方程 
Lu=f (3.1.63) 
广义 解 的 严格 定义 :对 D 中 每 个 元 素 p, 如 果 存 在 广 函 w€D 和 /ED 满足 
(Lu,9)=(f,9), YoED (3.1.64) 


其 中 工 对 wx 的 所 有 导数 都 是 在 广 函 意义 下 的 导数 ,那么 称 u 是 方程 (3.1.63) 在 广 
函 意 义 下 的 广义 解 . 根据 式 (2.2.1) 共 斩 算 子 工 * 的 定义 ,把 上 式 写 成 
(xp)=( Fop) (3.1.65) 
如 果 把 上 式 中 的 线性 泛 阻 定义 成 Hibert 空间 的 内 积 , 则 对 Hilbert 空间 的 矢量 zx 
和 f/f,(u,L' 9g) 和 (了 f,g) 都 存在 . 因此 ,可 用 式 (3.1.65) 定 义 方程 (3.1.63) 的 广义 
解 : 对 DD 中 每 个 元 素 p ,如果 存在 w€EL? 和 EL 满足 式 (3.1.65) ,那么 我 们 称 
u 是 方程 (3.1.63) 的 广义 解 . 这 种 广义 解 称 为 方程 (3.1.63) 的 弱 解 . 
因为 xEL2 和 EL 一定 是 广义 函数 ,但 反 过 来 ,广义 函数 不 一 定 平 方 可 
积 ,因此 由 式 (3.1.65) 定 义 的 弱 解 一 定 是 由 式 (3.1.64) 定 义 的 广义 解 , 反 之 不 一 定 
成 立 . 我 们 更 感 兴趣 的 是 平方 可 积 函 数 , 即 方程 (3.1.63) 的 弱 解 . 


3.2 二 阶 常 微分 方程 的 Green 函数 


本 节 讨 论 二 阶 常 微分 方程 的 Green 函数 ,内 容 包括 Cauchy 问题 的 Green 项 
数 . 边 值 问题 的 Green 函数 和 广义 Green 函数 . 除 用 Green 函数 解 非 齐 次 方程 外 ， 
我 们 特别 感 兴趣 的 是 如 何 把 微分 方程 化 成 积分 方程 . 


3.2.1 Cauchy 问题 的 Green 函数 


考虑 经 典 力学 中 受 追 阻尼 振子 方程 的 Cauchy 问题 
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ELz= jz)， 1>0; rx(1)|,-0= xo; rx (1)|,-0= yo (3.2.1) 
其 中 算 子 
2 
L= 一 (让 +27 号 + ww? (3.2.2) 
7 为 阻尼 常数 ,wo 为 系统 频率 , 根据 8$ 函数 的 性 质 , 不 妨 把 式 (3.2.1) 写 成 
Lz= | fC)8( -4 )dr (3.2.3) 
如 果 定 义 函 数 G(z ,1 ) 满 足 
LG(t,t )=6(1— 1), t,t >0 (3.2.4) 
根据 LL 的 线性 性 质 应 有 
z(t)= | F060 de (3.2.5) 
事实 上 ,上 式 两 边 作用 工 , 并 利用 式 (3.2.4) 
Lx= | fC)LG ,ede = (3.2.6) 


因此 只 要 求 得 G(: ,zt ), 即 可 求 得 非 齐 次 方程 (3.2.1) 的 一 个 特 解 ,为 了 满足 初始 
条 件 , 注 意 到 齐 次 方程 Lr = 0 存在 二 个 线性 独立 解 zi(t) 和 zz(r), 于 是 可 得 式 
(3.2.1) 的 通 解 为 

£1) =ari(t) + br(t) + | fl IG st de (3.2.7) 


其 中 常数 a 和 2 由 初始 条 件 决定 . 由 式 (3.2.4) 决 定 的 函数 G(zt ,zt ) 称 为 Cauchy 
问题 的 Green 函数 . 
当世 为 常 系数 微分 算 子 式 (3.2.2) 时 ,可 用 Fourier 积分 方法 求解 . 令 


Gl#st)= | glk,t')e wak (3.2.8) 
代入 式 (3.2.4) 
LG(4,2)=| ght (K+ wd)e wdk=8(,2") 


于 是 
， ,,_1. 1 三 , . 
g(k,t )= ki +2iyk — we 8(£,t )exp(ikt )d 
_ 1 exp(ik:’) 
2rk2 + 2iyk — wo 
因此 
;0000 expL —i(t — 4)k] 
G(t,t )= .2. 
(£2)=77) i 2 dk (3.2.9) 


上 式 可 用 围 道 积分 求 积 . 在 复 平 面 上 上 ,被 积 函数 
expl —i(t—z )k] 
7) 二 k?+2iyk— ws 


有 两 个 一 阶 极点 
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N/R Pi -Vi 
位 于 下 半 平 面 ,如 图 3.2.1. 当 上 > 上 时 ,可 取 位 于 下 半 平 面 的 半圆 ; 当 上 < 志 时 ,图 
道 要 取 上 半 平 面 ,这 时 围 道 内 无 极点 . 


最 后 可 以 求 得 
G(1,t’)= wa yi . (3.2.10) 
0， ti<t 


上 式 的 物理 意义 很 明显 ,因为 8(:1 一 1 ) 
表示 t=: 时 作用 在 振子 上 的 瞬时 外 力 ， 
对 z<z 的 振动 当然 无 影响 , 故 当 :<1， 
G(t,t )=0. 

池 谨 一 般 的 二 阶 线性 站 开 


-i 二 5 万 ( 昌 可 + 六 (| 


(3.2.11) 
LL 的 Green 阴 数 G(t,t) 满 足 
LG(t,t )=6(t—z), t,t' >0 
图 3.2.1 两 个 一 阶 极点 分 布 (3.2.12) 


由 于 系数 ( 访 , 方 , 户 ) 与 上 有 关 ,Fourier 积分 法 失效 . 但 可 用 构造 法 来 求 G(t ,1 ). 
由 式 (3.2.11) 及 5(t 一 + ) 的 定义 , 当 1 关 1 时 G(z,t ) 满 足 齐 次 方程 


LG(t,t )=0, tt (3.2.13) 
因此 如 果 设 zx1(t) 和 zs(i) 是 齐 次 方程 (3.2.13) 的 两 个 线性 独立 解 , 则 
、 J alzl(t) + asx2(t), i>r 
G(t,t )= Bixi(t) + br2(t), jer (3.2.14) 


下 面 利用 Green 函数 G(t,t ) 的 性 质 来 决定 四 个 系数 . 显然 , 当 t= ,G(i,t) 必 
须 连续 ,因为 如 果 它 不 连续 , G, 就 包含 一 个 8 聘 数 ,而 二 阶 导 数 就 要 包含 6 函数 的 
导数 ,但 式 (3.2.12) 右 边 只 是 8 函数 . 因此 ,G(i,t ) 在 t= 是 第 一 类 间断 点 ,一 
阶 导 数 G, 不 连续 . 现在 来 求 G, 在 上 := 上 处 的 获 值 
dG(t,t )| _dG(t,t’) 
dz 1 + t 


为 此 , 式 (3.2. 人 1 二 1 一 e 到 := +e 积分 
| fl) dat “AD PIG )dt=-—1 


假定 (fo, fi 在 Green 函数 的 定义 域内 处 处 连续 , 则 


,rdG t,t dG t,t 
folt ) 二 t=4— |- 1 


上 = 人 一 
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因此 有 
dG(i,t’) _dG(it,t’) ___l 
ag ad os ps) (3.2.15) 
利用 上 式 及 G(z,t ) 的 连续 性 ;:G(t,t )| 1- .1。=G(t,t )|,-,_. 可 得 
Qizi(t )+asro(t )= br(t )+ brs(t’) 
[ait ) Fara) Lb) + bt)]= FA 
从 而 求 得 
p= xz2(t) _ xi(t ) 
JW 
其 中 W(z ) 是 x(t ) 和 xs(z ) 的 Wronskian 行列 式 


WO ) = 1) = 


zi(z) ro(t ) 

Yi(Ct ) ya2(t ) 

由 于 zi; 与 x; 线性 独立 , 故 恒 有 W(1 ) 关 0. 因此 G(1,1 ) 为 
Zi(Ct)xa(t 一 ca(t)xi(t) 


ee fol(t W(t') ， > 
bixi(t) + br2(t), t< 


(3.2.16) 
仍 有 两 个 常数 6; 和 5b, 待定 ,它们 由 问题 的 性 质 (Cauchy 问题 或 边 值 问题 ,后 者 将 
在 3.2.2 小 节 讨 论 ) 决 定 , 对 Cauchy 问题 ,561 和 5, 可 以 合并 到 式 (3.2.7) 的 a 和 6 
中 去 ,因此 取 6 =62=0 
Zi(t)zz(t ) 一 Za(t)zi(t ) 


G(t,t )= FI Wr) 


H(1 -1’). (3.2.17) 


3.2.2 边 值 问题 的 Green 函数 


考虑 二 阶 非 齐 次 方程 的 边 值 问题 
Lu= f(x), rxE(a,b) 


(ep Ee)| =0; (w+ 应 各 | =0 (3.2.18) 


其 中 


L Ep(z)E |+a() (3.2.19) 


p(x)>0 和 g(x) 宇 0. 由 于 上 述 问 题 的 方程 非 齐 次 ,但 边界 条 件 齐 次 , 故 称 为 半 
齐 次 Sturm-Liouville 边 值 问题 . 
定义 Green 函数 G(x ,8) 满 足 
LG= 6(x- é€), Xx,€€(a,b) 
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(ac-a 验 ) -0 (ec+ 答 )| -0 (3.2.20) 
同 3.2.1 小 节 的 讨论 一 样 , 式 (3.2.18) 的 解 可 表示 为 
u(x)= | G(x,8)/(¢)dé (3.2.21) 


由 于 G(x,&) 满 足 齐 次 边界 条 件 , 故 u(x ) 也 满足 ， 因此 上 式 是 式 (3.2.18) 的 解 ， 
但 此 解 是 否 惟一 ? 显然 ,如 果 齐 次 方程 的 齐 次 边 值 问题 有 非 零 解 ( 即 4=0 是 的 
本 征 值 ), 上 式 不 是 式 (3.2.18) 的 惟一 解 ,因为 假定 uo(z) 满 足 

Luo(x)=0 (3.2.22) 


及 齐 次 边界 条 件 , 则 wi(z) 
wi (x)= | G(s) fF(8) de + auolz) 


也 是 式 (3.2.18) 的 解 . 此 时 ,并 不 是 对 任何 f(z), 边 值 问 题 式 (3.2.18) 都 有 解 . 
事实 上 ,由 关系 


| Gara-uLuo)dz= | E27) (Pe- de )]az (3.2.23) 


dz “0 dz 
因 Lu= f(z) 和 Luo=0, 故 有 


6 
[lf pr) (ede) (3.2.24) 

又 因 uo 和 w 满足 齐 次 边界 条 件 ,容易 证 明 上 式 右边 为 零 , 因 此 得 相 容 性 条 件 
| wo) f(r)dr=0 (3.2.25) 


即 f(z ) 必 须 与 wo(z) 正 交 , 式 (3.2.18) 才 有 解 . 与 Cauchy 问题 的 Green 函数 作 
一 比较 :在 Cauchy 问题 中 , 齐 次 方程 满足 Cauchy 数据 的 非 零 解 总 存在 ,但 在 边 值 
问题 中 , 齐 次 方程 满足 齐 次 边界 条 件 的 非 零 解 不 一 定 存 在 . 

假定 wo(x) 二 0, 即 4=0 不 是 LL 的 本 征 值 ,相反 的 情形 在 3.2.3 小 节 讨论 . 这 
时 ,可 以 证 明 Green 函数 存在 且 惟 一 . 设 Gl(z,6) 与 G,(x,&) 是 式 (3.2.20) 的 两 
个 解 , 则 G(z,&)= G1(x,E) -G2(zx,é§) 满 足 齐 次 边界 及 齐 次 方程 , 故 
de] “ 

dx 


0=| ctz,5LG(z,e)drz= | -p(x)G(z,é) 
2 
+ | p07) [se ] duz+ [ocr) Gz, edz 
利用 式 (3.2.20 中 ) 边 界 条 件 第 二 式 ,容易 证 明 
[ -0)G06 62 和 |>0; | pa)G(e ,682 生生 SG 全 |]>0 
故 恒 有 G(z ,6) 王 0, 亦 即 G1(x ,6)=G2(x,é). 
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下 面 用 构造 法 求 G(xz ,&), 设 ui1(z) 和 us(xz) 分 别 是 齐 次 方程 Lu =0 的 两 个 
解 , 取 ui(z) 满 足 x =a 处 的 齐 次 边界 条 件 ,而 us(xz) 满 足 z=。 处 的 齐 次 边界 条 
件 . u(x) 和 us(z) 显 然 线性 独立 . 因为 如 果 w (zx) 和 ws (xz) 线性 相关 ， 
则 xi(z)= 常 数 x ws(z), 因 此 ,ui(z) 辣 时 满足 x = a 与 6 两 端 边 界 条 件 , 故 
ui(z) 是 A*=0 的 本 征 晴 数 , 根 据 假定 ul(x)=0. Green 函数 取 形 式 


G(x 1 a<zré (3.2.26) 
ca(£) u(r), Er<b 
c1(&) 与 cz(&) 由 G(x ,é&) 的 连续 性 及 G, 的 跃 变 条 件 决定 
G(r) leero= Gr) eao 和 和 = 
(3.2.27) 
式 (3.2.26) 代 入 得 
ca(€)u2(€)- ci(é)u(é)=0 (3.2.28) 
oa(€) a2 oC) dS 1 
dé dé pb(é) 
上 式 的 解 为 
0) 0) HW) 


其 中 W(ui,) 是 ui 与 us 的 Wronskian 行列 式 . 下 面 证 明 p(&)W(ui,w) 为 常 
数 ,由 
d 

p Pt) ta =0; (pT )+a(r)u-0 
以 u, 乘 第 一 式 , xi 乘 第 二 式 相 减 得 

d du d da _ 

本 

即 

duz du _ 

十 [2 人 -品川 = 


故 一 p(8)W(ui,u2) = 常数 <c， 于 是 我 们 求 得 Green 函数 的 表达 式 


G( 9- "7 (3.2.29) 
Wo clwr)u(t), <r<b. 
例 3.2.1 设 L= -由 vdzr? ,边界 条 件 为 xl -=o= xl =， 先 求 齐 次 问题 的 解 
du 
=0, x€(0,7) (3.2.30) 


上 式 的 通 解 为 
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(并 ) = ci 十 co 
取 xi(z)=z, 则 xl:-o=0, 取 xz(z)=(2- 工 ,显然 wz| -=0. 可 求 得 
—-p(E)W(ui,u2)= 1 
故 所 求 Green 函数 为 
1 |z( 一人)， 0< z 委 6 


C4z 人 (7 -x)é, é<r<Ll. (3.2.31) 


例 3.2.2 L= 一 了 /dr?+A,(A 之 0), 边 界 条 件 为 ul-o= xl -=0. 齐 次 方程 


dx 
2 Au =0,， rE(0,7) (3.2.32) 


的 通 解 为 
u= ciexp( —VAx)+ cexp(V Ax) 

取 wi1=sinh(VAz) 则 |,-o=0, 取 us=sinhVA(L 一 zx), 则 ws|,-,=0. 可 求 得 
— p(E)W(u1, u2) =VAsinhVAL 

于 是 Green 函数 为 


G(z,e)= 


FA L 有 0<zse0 33) 


VAsinh Vi sinh VA(L — x)sinh VAé, ce<<7z</ 
Green 函数 的 一 个 重要 性 质 是 它 的 对 称 性 , 即 
GCCz,6)=G(E,z) (3.2.34) 
从 式 (3.2.29) 可 立即 得 到 结论 . 但 我 们 用 较 一 般 的 方法 来 证 明之 , 令 
u= G(x,&€1); Lu=8(x—é&) 
v= G(z,é€,); Lv=8(zx— é€,) 


则 由 关系 
Lo)-oL(w)= 直 [zp(v 伟 -wu 里) (3.2.35) 
两 边 积分 ( 设 €, > &1) 
| (uLv- vLu)dr =G(8,81)— G(&1,62) 
， 
-让 
=p(2)[ G(r, 8) G(r) de) ] -0 


故 有 
G(é1,62)= G($,,é1) 
而 & 与 & 任意 , 故 
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G(r,é)=G(é,7x) 
利用 Green 函数 ,可 把 Sturm-Liouville 本 征 值 问题 化 为 积分 方程 . 考虑 本 征 值 
问题 


Lu=hp(z)u, xz€(a,b) (3.2.36) 
及 齐 次 边界 条 件 ,把 右边 看 作 f(z), 则 有 
u(xz)=2| G(z,ep(e)x(6)d (3.2.37) 
如 果 p(x)=1 
u(xz) =X | ctz,ev(ed (3.2.38) 


上 式 称 为 积分 方程 ,因此 可 用 积分 方程 理论 ( 见 第 五 章 ) 来 讨论 本 征 值 问题 . G(z， 
&) 称 为 积分 核 , 由 Green 函数 的 对 称 性 G(xz,&)= G(&,z), 故 称 上 式 是 具有 对 称 
核 的 积分 方程 如 果 p(xz) 关 1, 但 p(x)>0, 则 可 令 变 换 
v(x)=Vp(r) u(r) 
式 (3.2.37) 成 为 
o(z)=2 | k(x) u(t) ds (3.2.39) 


这 时 核 (x,&)= G(xz,§)Y p(xz)pe(&) 显 然 对 称 . 如 果 Sturm-Liouville 方程 还 包 
括 非 齐 次 项 / 
Lu— aAp(x)u=f, rE€(a,b) (3.2.40) 
可 化 成 
u(x)=g(z)+A| G(z,6o(6)u(6)d4 (3.2.41) 
其 中 
b 
g(x)= | G(x,é)f(é) de 
式 (3.2.41) 称 为 第 二 类 Fredholm 积分 方程 ,详细 讨论 见 第 五 章 
我 们 用 构造 法 求 得 了 式 (3.2.20) 的 解 ,也 可 用 本 征 函 数 法 求解 . 设 世 的 本 征 


函数 | g,, 1 构成 完备 的 正 交 归 一 系 ,满足 
Leon = Anpl zr) pn , rE€E(lu,b) 


d pn 
CE < 


=0 


r=6 


dpm 
=0; (apn + Pa Pr) 


今 


G(x,é) = 2 cmpn(z) (3.2.42) 
代入 (3.2.20) 中 第 一 式 
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LG(x,é€) = Lp (x) = DI = SCz — é€) 
两 边 乘 p 并 积分 。 加 
hvcr = | mr)atz - dr = p(t) 
因 假 定 ,天 0, 故 有 c= pw($)/4, 于 是 Green 油 数 为 
G(z,6) = > pn) paz) (3.2.43) 


例 3.2.3 设 直 = -中 /dx?, 边 界 条 件 为 |,-o=u|,-,=0. 显然 


2 2 
pn(z)=\/ 了 sin( 2 jn = 人 下， m=1,2,%… (3.2.44) 


G(rz,£) = -sin in (3.2.45) 
把 式 (3.2.31) 作 Fourier 级 数 展开 即 可 证 明 与 上 式 完全 一 致 . 


于 是 


3.2.3 非 齐 次 Sturm-Liouville 边 值 问题 


下 列 问题 称 为 非 齐 次 Sturm-Liouville 边 值 问题 
Lu= f(z), rxE(l(a,b) (3.2.46) 


(eu-p ) 加 
仍 设 工 无 零 本 征 值 ,考虑 关系 
| (uLv—- vLu)dz= | 访 [p(z) (0 到)]az 


取 v= G(xz,&), 其 中 Green 函数 G(z,6) 满 足 式 (3.2.20). 注意 G(z,E) 满 足 的 
边界 条 件 是 齐 次 的 ! 于 是 


xc = | cdz,57tz)dz- | EL) (Gr) ) dr 


= g2 (3.2.47) 


d 
= gi1; (eau + Ba] _ 


-crtzdz-[atz 人 内 生生 -ctz 人 病 
(3.2.48) 
另 一 方面 ,由 于 


于 是 有 
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g&1.dG(x,é) < £0 
| dG (zx, é€) GE _ Ql dx I=a 
dx dx gi 
G(r,é) > B10 
Bl xX=a 
(3.2.49) 
对 6 点 同样 有 
82 .dC(CZz，E) 
aa dx 3 a2 天 0 


站 


dzx 


机 -Gre)| ， Bz0 
B2 r=b 


(3.2.50) 
把 式 (3.2.49) 和 (3.2.50) 代 入 式 (3.2.48) 得 到 
a(6)= | G(x,8) f(z)dr -e082.dGCe,é) 
a Q2 Zz -=b 
交换 变量 x 和 & 并 利用 G(x ,8&)= G(&,xz) 得 到 


£28 .dG (x,é) 
dé 


+ pla)g! dG(zx,é) 


al dr ， 


T=a 


P(e)g! dG(z,é) 
al “ dé 


u (x)= | G(z,6)A(E)d6- 


€=6 é=a 


3.2.4 广义 Green 函数 
当 和 =0 是 工 的 本 征 值 时 ,由 下 式 定 义 的 Green 函数 不 存在 
LG(z,E)=SOz,e)， rx,E€E(a,b) (3.2.51) 
证 明 : 设 uo(zx) 关 0 是 零 本 征 值 的 本 征 函 数 Luo(x)=0,G(zx,&) 是 上 式 的 解 ， 
uo(x) 和 G(x,éE) 都 满足 齐 次 边界 条 件 , 那 么 
| [arcc,9-Gz,eLuoldz= | 县 [acz( cr,99 - uo doe | 
上 式 左边 为 wo(z) 即 有 


wo(z)= pz)| G(z， 0) nd] 


而 右边 由 齐 次 边界 条 件 容易 证 明 为 零 , 即 wo(r)=0. 矛盾 ! 故 由 式 (3.2.51) 定 义 
的 Green 函数 不 存在 . 这 时 我 们 可 以 定义 Green 函数 

LG= 68(x- é£€)+cuo(x), rx,EE(a,b) (3.2.52) 
其 中 c 由 下 式 决定 


| {uoLG(zx,€) — G(x,é)Luo ldx = | £2[z (Gla, OT oe )]ar=0 


(3.2.53) 


X=a 


134 . 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


把 式 (3.2.52) 代 入 上 式 
| uo(x)[cuo(x)+ (xr—-t)ldr=0 


即 C 一 一 uo(&) ,其 中 假定 ao(z) 已 归 一 化 . 因此 G(x,&) 满 足 


LG=8(x-é) -uo(é)uo(x), 7,é€E(a,6) (3.2.54) 
这 时 式 (3,2.18) 的 解 为 . 
u(x)= | Gl, ef(8)ds + auolz) (3.2.55) 
其 中 f 满足 相 容 性 条 件 
| /C8) ut)de=0 (3.2.56) 


由 式 (3.2.54) 定 义 的 Green 函数 称 为 广义 Green 函数 . (3.2.54) 右 边 第 二 项 有 明 
显 的 物理 意义 :如 果 * =0 是 问题 的 本 征 值 ,那么 在 等 于 零 的 频率 时 就 有 共振 . 因 
此 集中 源 8(xz - &) 将 使 Green 函数 不 为 有 限 ,为 了 使 Green 函数 有 限 ,必须 外 加 分 
布 源 wo(&)uo(xz) 来 抵消 这 种 发 散 . 
我 们 用 本 征 函 数 法 求 式 (3.2.54) 的 解 , 令 
G = >) cogpn (3.2.57) 


代入 式 (3.2.54) 
LG(z.é) = > cnLepn 一 2 cmdnp (Tr ) pn 
m=0 m0 


= (x —€)- uo(é)uo(x) 
上 式 两 边 乘 gp, 并 积分 


b b 
Cdm 一 | S(z E€) p(T) dr uo(é€) | uo(x) p(T) dr 


一 pn (E) 一 uo( €)6n0 
当 m=0, qo= uo0, 故 coXh0 二 0 ,而 A0o=0,co 任意 . 当 m0 时 Cm 一 2pom(E)AAw ,于 
是 


G(z,6) = couo(z) + 5D) Lp,(é) p(x) (3.2.58) 
m= 4 ms 


常数 co 由 Green 函数 的 对 称 性 要 求 得 到 
co(é) u(r)= co(x) uo é) 
因此 可 以 取 co(é€) 一 LIKE) . 于 是 


G(z,6) = wouola) + >) ;pn(E)pn(z)， (3.2.59) 
ml tn 
例 3.2.4 考虑 第 二 类 边 值 问 题 
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由 | du(0) _du(1) 
显然 本 征 值 问 题 
dp dg(0) _dg(1) 
7 Agp, ZEG(0,1); qr = dy =0 (3.2.61) 


有 和 零 本 征 值 ,相应 的 本 征 函 数 为 po= 1, 故 存在 可 解 性 条 件 
| f(r)jdr=0 
广义 Green 函数 G(x,&) 满 足 


dG 8xr-e)-1l, r,s€(0,1) 

dz (3.2.62) 
dG _dG 一 
dz r=0 dz r=1 
当 zx 和 <, 有 解 
- 2 

A+Bzrt+ 泡 ， 0<zx<é<l 

G(z,6)= (3.2.63) 


[C+ Dr+ 河 ， 0< szrz<1 


由 边界 条 件 得 B=0 和 D=-1, 又 由 G(E-0,6=GE+r0,S) 得 4A=C-e, 因 此 


f .2 
1C- + 河 ， 0<xz<e<1l 

G(r,é)=" ， (3.2.64) 
[C- z+ 淋 ， 0<é<r<l 


显然 上 式 自动 满足 (3.2.27) 第 二 式 . 取 C 使 G(x,&) 有 对 称 性 G(xr,E)= G(s$， 
zz), 于 是 C= 如 人 2, 因此 


2 十 有 2 


一 二 十 7 ， 0<>z 委 &<1 
G(xr,é)= 2 ， (3.2.65) 
rx +é 
Xt, 0< 和 zz<1l 


男 一 方面 ,本 征 值 问题 式 (3.2.61) 的 解 为 
po=1; pa (X)=V2cosnnr; A, = nn, n=0,1,2,. 
(3.2.66) 
因此 ,由 式 (3.2,59) 得 到 


G(xz,£)=1+») 


co 


ps 2 cosnnécosnnx (3.2.67) 
”=17 TX 


把 式 (3.2.65) 作 Fourier 级 数 展开 ,可 证 明 上 式 与 式 (3.2.65) 完 全 一 样 . 
以 上 讨论 限于 非 奇异 的 Sturm-Liouville 方程 ,对 奇异 情形 ,应 视 具 体 情况 进行 
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讨论 ,下 面 举 两 例 说 明 . 
例 3.2.5 考虑 Legendre 算 子 的 非 齐 次 方程 


d da 1] . 四 
二 | z2) 和 | = f(z), xxE(-1,1) (3.2.68) 
&U ( 工 )| -1C co 


首先 看 本 征 值 问题 
和 |G 22)9| = Mg， rE(-1,1) (3.2.69) 
2P(z)| -i 
显然 本 征 函 数 和 相应 的 本 征 值 为 
_ j2n+l1 加 
gs(z)=A/ 一 了 Po(z)i A =n(nt+1) (3.2.70) 


=0 是 Legendre 算 子 的 零 本 征 值 ,相应 的 本 征 函 数 为 po(z)=1MW2. 故 必须 定 
久 Green 函数 


d dG 
ke z)99 |= 3(x—£)- zeE(-1,D (3.2.71) 
a8) <a 
当 r+ 关 & 时 ,方程 
dr dG1_1 
dz 3 El LD) (3.2.72) 
G(r,é)| -coo 
的 通 解 为 
G= ctcaln din(1 -x7) 
分 别 取 x = 土 1 处 有 限 的 解 为 
n+ 并 mn 二 n(1- 22)= -二 n(1-z)+a， -1l<zx<éA<! 
G(x,E)= 1 1+ 1 
8- 开 mm 二 过 FIn(1 72)= -FIn(l+tz)+8, -I<ét<r<l 
(3.2.73) 
由 G(e-0,6)=GOE+0,6) 得 到 
二 nt1 6)+a= 一 二 In(L+6)+R (3.2.74) 


因此 可 取 
a= -了 mn(1+6)i B= -了 In(1- 6) 
于 是 
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-二 mL(L-z)G+6)] ， -1l<zr<ée<l 
G(Cz,E)= 1 
-FIn[L(1+x)(1- é)] ， -1<é<r<l 


显然 上 式 自动 满足 (3.2.27) 第 二 式 . 另 一 方面 ,由 式 (3.2.59) 得 到 Green 函 
数 的 级 数 展开 形式 


G(x,§) = + 
方程 (3.2.68) 的 解 为 。 
wuz)=at| G(s, zxE(-1,l) (3.2.70) 
其 中 a 为 任意 常数 , 式 (3.2.68) 可 解 性 条 件 为 
| Feae=0. (3.2.77) 
例 3.2.6 考虑 非 齐 次 方程 
| 把 )+ Eu fz), x€E(0,1) 


人 1 .2n+1 
:n(n+1) 2 


P,(z)P,(E) (3.2.75) 


dz \™ dz 工 
UL(Zz)| -0o< oo; u(x)|,.-1=0 (3.2.78) 
首先 求 Green 函数 
rl: dE) +EG=8(r -8), E01) 20) 
G(rz,é€)| -0< %; G(r,é)|,-1=0 
当 z 关 时 ,方程 
-站 (= 又 )+sG=0 (3.2.80) 
的 通 解 为 
_ jar +pr ", n>0 
-| n=0 


因此 满足 条 件 G(x ,8&)|,-0o<%;G(zx,&)|,-1=0 的 Green 函数 可 取 为 
ax”, 0<zr&é<l1 
ctz,e=1 _ ; 
bl(r"-x "), 0<é€<r<1 
利用 式 (3.2.27) ,可 以 求 出 常数 a 和 2 ,于 是 
乱 [(1/6"-(6"]， 0<zx<ée<l 


G(xz,é)=4 同和 (n>0) 
区 [(1/z)"-(z)"]， 0<é<<zr<l 


(n>0) (3.2.81) 


(3.2.82) 
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当 n =0 时 不 难 求 得 
-ns， 0<z&é<l 
G(x,E)= | ; =0). 3.2.83 
tar 0<e<r<l (n=0) ( ) 


3.3 高 维 边 值 问题 的 Green 函数 


本 节 讨 论 高 维 边 值 问 题 的 Green 函数 ,主要 讨论 具有 下 列 形式 的 算 子 
L= ~V:[p(r)vV]+a(r) (3.3.1) 
其 中 p(r)>0,g(r) 之 0. 特别 讨论 p(r) 寺 1,g(r)=0 或 g(r)=X( 常 数 ) 情 况 , 即 
Laplace 算 子 及 Helmholtz 算 子 . 


3.3.1 非 齐 次 问题 的 积分 公式 


考虑 非 齐 次 边 值 问 题 
Lu(r)= f(r), r€EG (3.3.2) 
[elr) + BD 2 人 | =B0), rEaG (3.3.3) 
定义 非 齐 次 问题 的 Green 函数 为 下 列 边 值 问题 的 解 
LG(r,r )=é6(r,r ), rr EG (3.3.4) 
[G(r,r ) +p " 一 ] =0, reEG+aG (3.3.5) 
dG 


— 


注意 :G(r,r ) 满 足 齐 次 边界 条 件 . 下 面 用 G(r,r ) 来 表示 式 (3.3.2) 和 (3.3.3 
的 解 . 利用 Green 公式 


| Cu Lo-vLu')dr= | po 学 -ds (3.3.6) 
人 a n 


取 v= G(r,r ) 则 
u(r’ )= | G(r,r )f* (r)drt+ i plr)| | ce， 广 ) 


2 {2 or )2G4r， las 


9n 
(3.3.7) 
上 式 面 积分 可 用 G(r,r ) 表 示 . 事实 上 , 因 
[Gor， 7 ) +a ey 时 jo [a Cr) tp sD] eB (") 
(3.3.8) 
于 是 有 
B’(r) 39G(r,r’) 
TT 一 a 天 0 
* 7 “ a 9 ’” 
[C07)2 和 2- (re |] n 


a6 G(r,r), Bz0 
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因此 
[人 Cageoas， 2 
u(r )=| G(r,r’)f* (r)drt+ ， 、 
6 Pr)[ 3 EL) as Bz0 
| a6 B 
(3.3.9) 


形式 上 ,只 要 知道 Green 函数 ,好 象 求 得 了 式 (3.3.2) 和 (3.3.3) 的 解 . 其 实 不 然 ， 
因为 点 在 定义 式 (3.3.4) 中 是 常 点 . 利用 Green 函数 的 对 称 性 , 即 可 解决 这 一 问 
题 . 下 面 来 证 明 Green 的 对 称 性 

G(ryr )= G(r’,r) (3.3.10) 
邻 w = 二 G*(r,r ) 和 w= G(r,r) 分 别 有 

LG’(r,r’)=6(r,r); LG(r,r )=6(r,r ) 
于 是 由 式 (3.3.6) 
9G(r,r) 


G(r ,rr)-G(r’ = |, plr) [Gl oan 


由 于 G*(r,r) 及 G(r,r") 部 消 是 边界 条 件 , 放 上 必 有 有 边 积分 为 于 是 

G(r ,r)=G(r ,rr ) 
即 得 式 (3.3.10). 因此 , G(r,r ) 对 rz 与 x" 交换 失 罗 对 称 . 利用 此 结果 ,对 式 
(3.3.9) 两 边 取 复 共 斩 ,并 交换 r 与 x" 变量 ,应 有 


-| plr [2 .2907 ) |as,, az0 


9G 


DG” rr r) 


G(r,r’) las 


u(r)= | Grrr Yar + 


| G(r,r) lds, BA0 


(3.3.11) 
上 式 即 为 式 (3.3.2) 和 (3.3.3) 的 解 . 下 面 来 讨论 式 (3.3.4) 和 (3.3.5) ,分 两 种 
情况 : 
(1) 零 不 是 工 的 本 征 值 : 设 1 9,, (r)} 是 LL 的 完备 、 正 交 且 归 一 的 本 征 函 数 集 ， 
相应 的 本 征 值 为 %,, , 则 令 


G(r,r’) = 5 Dcnpu lr) (3.3.12) 
代入 式 (3.3.4) - 
LG(r,r) = Delpalr) = Deolr) pr) = Sr) 
于 是 c= po (7), 因 A, 闫 0, 圾 c=.(1) /4 因此, 求 得 Green 函数 为 


G(r,r’) = > ps(r’) gar) (3.3.13) 
m= 1 m 


140 ， 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


因 4,, 是 实数 ,显然 有 对 称 性 G* (r,r )= G(r’,r); 
(2) 当 零 是 工 的 本 征 值 时 : 设 pol(r) 考 0 是 零 本 征 函 数 Lgo(r)=0, 这 时 可 证 
明 式 (3.3.4) 和 (3.3.5) 无 解 . 事实 上 , 今 式 (3.3.6) 中 w= pol(r) 和 w=G(r,r), 
则 应 有 po(r’) 去 0, 故 矛 盾 ! 象 一 维 情形 ,必须 引进 广义 Green 函数 
LG(r,r’)= — 9o (rr )ogo(r)+t+S(r,r’) (3.3.14) 
这 时 仍 令 G(r,r ) 为 式 (3.3.12) 形 式 ,但 求 和 从 m =0 开始 ,代入 式 (3.3.14) 应 有 


2 cmdmp lr ) pu lr) = (7r,r’)- go (r )polr) 


因此 

cnAm = Po (Tr )— po (r )o,o 
当 m==0 时 ,X40=0, 因 此 co 可 为 任意 常数 ;当头 天 0 时 ,4% 关 0, 故 cw = go (r)/ 
4 ,于 是 广义 Green 函数 G(r,r ) 为 


GOrir) = copolr) + > Pr) alr) 


为 了 保持 G(Cr, 六 ) 的 共 恩 对 称 性 ,应 取 co= go (r )， 相应 地 式 (3. 3.11) 应 修改 成 


u(r)=ago(r)+ | Grr) fr )de’+ Br) 
| pr TGr,r) |ds’, BA0 
aG 
(3.3.15) 
其 中 a 是 常数 . 式 (3.3.6) 中 令 v= po(r), 因 Lypo(r)=0, 故 ff 和 B 满足 相 容 性 


条 件 
-人 plr 人 辣 )390() ]4s 0 


‖ pr)| 


如 果 边界 条 件 是 齐 次 的 , 即 B(r) =0, 上 式 变 成 
| golr)f* (rdr=0 (3.3.17) 


式 (3.3.16) 和 (3.3.17) 即 是 解 存在 的 相 容 性 条 件 . 一 般 如 果 A=0 是 n 重 简 并 
的 , 则 对 A4=0 有 goi(r)(i=1,2,…,n) 满 足 Lopo(r)=0, 式 (3.3.15) 右 边 apo(r) 
项 应 改 为 


-| pn) (rdr= 
G 


Dp, (r) lds, BO 
(3.3.16) 


2 aipoi(r) 


而 广义 Green 也 数 应 改 为 
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G(rr )= Dy gir ) gor) 十 2 pr ) pr). 
例 3.3.1 具有 零 本 征 值 的 简单 例子 是 Laplace 方程 的 第 二 类 边 值 问题 
-VYy(r)= f(r), rEG; 2 =0 (3.3.18) 


显然 1=0 是 L= 一 多 的 本 征 值 ,相应 的 本 征 函 数 yp0( (1) = 148, 其 中 V 是 区 域 
的 体积 . 由 式 (3.3.17) , 相 容 性 条 件 为 


[fcr)ar=0 (3.3.19) 


上 式 的 物理 意义 很 明显 :因为 式 (3.3.18) 中 边界 条 件 表 示 绝 热 ,没有 热量 能 通过 边 
界 . 因此 稳定 分 布 的 条 件 是 区 域 中 总 热量 的 产生 为 零 . 这 时 广义 Green 函数 定义 
为 

9G(r,r ) 


-VGr-r)= -+t ); el 
一 般 解 为 
g(r)= C+ | er ) fr Yar 
其 中 C 为 任意 常数 . 
3.3.2 ” ”Helmholtz 方程 的 Green 函数 
考虑 式 (3.3.1) 的 特殊 情况 p(r)=1 和 g(r)= (4 为 常数 ) 
(Yt+A)u(r)= f(r), r€EG 
[u(r) + BE || =B0r), rEaG (3.3.20) 
而 式 (3.3.4) 和 (3.3.5) 成 为 
(V+AG(r,r )=6(r,r’), rr EG 
[aGlr, r +pB2Ge : 2] ,0 rEG+IG (3.3.21) 
用 本 征 函 数 法 求解 上 式 , 令 
G(r,r) = Depn(r) (3.3.22) 
其 中 pw(r) 是 Laplace 算 子 的 本 征 函 数 
-pr)= 和 mpm (r )， r€EG 


[epn (7) + 8 2 Pm "| 
把 式 (3.3.22) 代 入 式 (3.3.21) 应 有 


9aG 


=0 (3.3.23) 
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Doan + A) pn lr) = d(r,r’) 一 2 9 二 (天 )po (Cr) 
m=0 m=0 


故 有 
(A + A) cm = gr) (3.3.24) 
分 两 种 情况 讨论 : 
(1) 4,, + AA0,c, = px 人 人 于 是 Green 函数 为 
G(r,r) = > 2 人 pr ) pn Cr) (3.3.25) 
显然 亦 有 
G(r,r)=G(r ,r); (3.3.26) 


(2) A, +A=0: 因 gg 不 可 能 恒 为 零 , 故 式 (3.3.24) 中 cv 一 co ,必须 推广 
Green 函数 的 定义 . 定义 广义 Green 函数 
(HAG(rr)=— gi(r ) pr) + or,r), rr EG 


er r 2 (3.3.27) 


[eG(rr ) + pT -0, rEG+aG 
df7 

可 求 得 , 当 i 关 m 时 ， 

1 ,,, 

iti" ) 


而 c, 为 任意 常数 ,为 了 保持 G(r ,r ) 的 共 罗 对 称 性 ,应 取 c,, = 9 Cr) 


oo 


Grr ) = pi(r')g,(r)+ >， pi Cr) pr). (3.3.28) 
PE] 1 m 


例 3.3.2 二 维 柱 内 Helmholtz 方程 的 Green 函数 ,圆柱 半径 为 a 
—- (Vk)G(r,r )=6(r,r), rr<a .; (3.3.29) 
G(r,0,r’ ,0)|,-o<™; G(r,0,r' ,0)|,-,.=0 (3.3.30) 


利用 柱 坐 标 中 的 5(r 一 + ) 
8(r,r’)= 8(r—r)(0— 0") (3.3.31) 


首先 ,把 G(r,r 展开 成 


Ci 二 


G(r,r’) = 5 G(r,r’ )ei™ (3.3.32) 


了 二 一 oo 


代入 式 (3.3.29) 得 


dG,, 工 dcw ， 2 m? 1 , in 
了 2 dr + 人 2 )6»= 一 有 (re (3.3.33) 


作 


、 7 _1 — im0” 7 
Co(rr) 一 2 gn(r,r ) 
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则 
d r,sr rr , y 2 ， 
Ee !, lee 全 2 人 (让 3 g(r sr )= dr,r) 
(3.3.34) 
上 式 是 常 微分 方程 , 故 可 用 构造 法 求 g(r，r). 满足 gu(r,r)|，o< om 的 解 


gh(r,r )=J,(kr), 而 满足 g(r,r )|,_ ,=0 的 解 可 取 为 
ga (rr )= N, (ka)], (kr)— J, (ka)N, (kr) 
于 是 可 构造 出 Green 函数 
Gr,0,7,0)= SD explim(0—0°)] 
J (ka)N, (kr )- N, (ka)J, (kr ) 
2e,,J, (ka) 


J CR) N, (kr) — N, (ka) J (kr) 
2e jj nm ka) 


J (kr ), r<r 


J (kr ), 六 < 


(3.3.35 ) 
其 中 6 =2( 当 m=~0) 和 1( 当 mx 之 1). 另 一 方面 用 本 征 函 数 法 求解 式 (3.3.29) 和 
(3.3.30) ,本 征 值 问题 
-Vp(r)=aMp(r)， r<a; g(r)|,-,.=0 (3.3.36) 
的 解 为 


{9p”*(r,0)!= 


(Vs 


Nn = 


(n=1,2,.…) 

a 广 - (3.3.37) 
TV Awa ) 

其 中 N ,是 Bessel 函数 在 第 一 类 边界 条 件 下 的 模 , 4” 是 m 阶 Bessel 方程 的 第 ?> 
个 根 . 设 J,, (zx)=0 的 正 根 为 (x?¥, x3 ,… ,zx”,…) 则 2”= (xz*”/a)?, 于 是 根据 式 
(3.3.25) 


oo 


v， mv 2 sm 1 r-” r ， ， 
G ,0， ,0 一 m me im{90 .0) 
eT A 


(3.3.38) 
当 &= x*”/a 时 ,必须 引进 广义 Green 函数 . 由 Green 函数 的 惟一 性 ,上 式 应 与 式 
(3.3.35) 相 同 , 故 右边 应 相等 . 
例 3.3.3 ” Laplace 方程 的 球 内 问题 
-VG(r,r)=6(r,r), rr <a (3.3.39) 
G(lr,r')|,-o<%; G(r,r’)|,-.,.=0 (3.3.40) 
利用 球 坐 标 系 中 8(Cr,r ) 的 表达 式 
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ee p= 


= 二 (7 - "> Sy C0, ) Yi 0,0) 
首先 ,把 G(x,r) 展 开 成 | 
Glr,r)= > Dar Yh, pg) yw (3.3.41) 
代入 式 (3.3.39) 应 有 


2 
Les[rem (rr )]+ + Dg, 广 = 了 (3.3.42) 
y 
根据 构造 法 , 取 
21+1 
gin(r)=r; Br)= (1 rT) 
故 有 
a V2+! 
2 1- (#) ， 0Qrr a 
rir 


gi(r,r )=gm(r,r )= (TO | 


注意 :gm 与 7ma 无关 . 于 是 求 得 Green 函数 为 
GO) = Har YG pg ) Yo) (0.3.43) 
利用 加 法 公 于 四 
Pi(cos6@) = by GIDDY (0 ,9 ) Ym (0, 9) 
其 中 6 为 (r ,0,9) 和 (1 ,0 ,gp') 之 间 的 夹 角 ,Green 函数 可 表示 为 
G(r,r’) = > + Dg(r,r’)P(cos@). (3.3.44) 


3.3.3 无 界 空间 的 Green 函数 和 基本 解 


无 界 空间 的 Green 函数 称 为 基本 解 . 一 般 在 有 界 空 间 问 题 中 , 可 令 
G(r,r)=Golr,r)+Gi(r,r), 其 中 Go(r,r ) 为 基本 解 , 它 满足 方程 
LGo(lr,r )=6(r,r ) 
但 不 一 定 满足 边界 条 件 . 由 于 Go(r,r ) 含 有 奇 点 ,可 指望 G1(r,r) 在 整个 区 域 
内 正则 且 无 奇 点 . 由 G(r ,r”) 满 足 的 边界 条 件 
aCtr, r 2] 
on 


| eGCr， r)+p =0 


9G 


故 G1(r ,7 ) 应 满足 
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LGi(r,r )=0, rr EC 
、 , 9Gi(r,r) 
[aGiCr,r )+B 9n | a 
把 G(r,r ) 分 成 Go(r,r ) 和 Gi(r,r) 的 优点 在 于 : Go(r,r” ) 宇 易 求解 让 包 计 
了 G(r,r ) 的 奇 性 ,而 G1(r,r ) 则 可 用 级 数 法 求 得 . 由 于 G1(r,r ) 无 奇 性 , 它 的 
级 数 将 有 较 好 的 收敛 性 . 


?So r 2] 


= -|sGu(r， r)+B 


96 


下 面 考虑 几 个 方程 的 基本 解 : 
(1) Laplace 算 子 二 = 一 V 
-YGo(r,r’)=6(r—r’) (3.3.45) 


在 无 界 空 间 中 - Y 的 本 征 函 数 为 


pe(r)= aexp(ik r) 


(2x 
本 征 值 为 有 ?, 由 于 无 边界 条 件 约 束 ,本 征 值 构成 连续 谱 ; 即 & 可 取 任 意 值 . 由 式 
(3.,3.13) 


Golrsr’) = > ee (Cr ) _ 了 explik -人 -rr ))] 


(3.3.46) 
积分 代替 求 和 应 有 


xplik:(r—r” 
Go(lr,r’)= (区 ws], dk | singdg | plik rdp 


由 于 在 积分 过 程 中 (r -rx ) 是 常量 ,可 取 上 与 (r -xr) 的 夹 角 为 6, 即 
Kk:(r—r )=kIr—r |coso 


于 是 上 式 角 度 部 分 可 简单 积 出 
st r | _1 1 
Golr,r) = rr | dk = 4 rT (3.3.47) 
(2) Helmholtz 算 子 L= 一 (V?+4) 
—- (Vi+A)Golr,r’)=8(r-r’) (3.3.48) 
用 Fourier 积分 法 求 之 , 设 
Golr,r’)= fet rye et (3.3.49) 
代入 式 (3.3.48) 可 得 
glkor ) = (3.3.50) 


其 中 利用 
sr 六 = 证 | explik(r 7)] dk 


146 ， 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


因此 

、 1 explik:(r=—r’)] 机 

Golr,r )= | es dk. (3.3.51) 
分 两 种 情况 讨论 : 

(a) 4<0(A=0 即 为 上 小 节 情形 ), 可 令 = -已 

、 疏 1 exp[lik'(r—r )] 

Golrsr )= 二 | dk (3.3.52) 
角度 部 分 积 出 后 再 利用 围 道 积分 ,可 求 得 

Go(r,r') = A D (3.3.53) 
(b) 4>0, 可 令 A4=g’, 代 入 式 (3.3.51) 
改 1 exp[lik:(r—r’)) 

Golr,r = 二 | 1 dk (3.3.54) 

当 上 = 土 g 时 ,上 式 分 母 为 零 . 为 了 求 出 积分 ,引进 虚数 
A=(g+tie)’, e>0, e—0 (3.3.55) 

相应 地 , 式 (3.3.54) 表 成 

、 小 -1 expLik (Cr 一 广 )] 3 

Giol(r,r ) ma] Ee-(g+tie)? d 天 (3.3.56) 
对 角度 部 分 积分 ,并 利用 被 积 函 数 的 奇偶 性 ,把 对 的 积分 扩展 到 - co 
、 A_1 1 ” kexp(lik|lr —r’|) kexp(—ik|Ir—r’|) 
Gasolr,r )= 5 lr ri | [es | 


首先 ,考虑 积分 


I -上 kexp(ikIr -rr’|) 
+ wm (k-gqgitie)(k+ gtie) 


dk 


T+ 分 别 有 一 阶 极点 


kr =g+tie, k7 = (gtie) 


取 上 半 平 面 围 道 ,TI, 围 道内 有 极点 ki = g +ie; 而 1-_ 围 道内 有 极点 2 = -gt+ 


ie ,如 图 3.3.1, 于 是 可 得 


1, =2xi (9+ie)expli(+g+ie)lr-r’|] 


2(+g+ie) 
当 es 一 0 
T+ =xriexp( 二 idlr 一 产 |) 


对 积分 


Kx:= | kexp( -ik|r-r’|) dk 


-ou (k—-gtie)(k+ gt+tie) 
应 取 下 半 平 面 围 道 ,可 得 K,= -1,. 故 
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1 exp(+iglr—r |) 


Giolr,r) (3.3.57) 


4 | 一 7 


图 3.3.1 积分 了, 和 了 .的 围 道 选择 


上 式 中 正人 负 号 有 十 分 重要 的 意义 :物理 上 G ,60 称 为 “发 射 "Green 函数 ,而 G .6 称 为 
“接收 ”Green 函数 . 
下 面 利用 上 述 结果 来 讨论 平面 波 的 散射 问题 :假如 平面 声波 aoexp(ig rr) 和 人 
射 到 非 均匀 区 G ,可 推出 波动 方程 为 : 
(Vtga)yr)=eq V(r)y(r), el (3.3.58) 
其 中 es 表示 非 均 匀 区 的 非 均 名 强度 ,利用 无 界 区 域 的 Green 函数 G ,0 


pr)= aoexp(iq*r) + eg’ | verePlig yr)ar (3.3.59) 


上 式 为 第 二 类 Fredholm 积分 方程 . 当 非 均匀 区 变化 很 小 即 2 之 1 时 ,可 用 和 迭代 法 
求解 ,将 在 第 四 章 详细 讨论 之 . 
对 一 维和 二 维 Helmholtz 方程 


一 (G+), ) = -x) 


dz 


a2 9? 2 , 
-+ er: ,yy )=8(x—- x sy 一 yy ) 
分 别 可 得 
Go(z ,x )= 让 exp(+ 恋 Ix 一 x)( 一 维 ) (3.3.60) 
Golr,r)= 广 HiD(kIr-r |)( 二 维 ) (3.3.61) 


其 中 jr 一 r|=V (zx)+(y-y)*,H8 (klr 一 r |) 为 第 一 类 零 级 Hankel 函 
数 . 利用 近似 


HOD (z) ~iZInz, 一 0 


取 式 (3.3.61) 中 有 一 0, 可 得 二 维 Laplace 算 子 的 基本 解 


， 148 ' 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


Golr,r = 去 In TT (3.3.62) 
对 n 维 Laplace 算 子 和 Helmholtz 站 
一 9 Sh 2 
Li L-- (Ste) 
分 别 有 基 本 解 
Go ) = 3 (3.3.63) 
及 
i k (n-2)/2 1) , 
Golr,r’)= # (| Hlb. yn(k|r-r’|), n 之 2 
(3.3.64) 


其 中 os = 2r"? 个 (n 人 2) 为 单位 球面 面积 , HL 为 第 一 类 (nn -2)72 级 Hankel 
函数 . 

由 上 各 式 可 看 出 Go(Cr ,~ ) 只 与 相对 距离 |r- 六 | 有 关 , 这 是 容易 理解 的 . 在 
无 边界 情况 下 ,方程 LG(r,r )= 5(r,r’) 的 解 应 对 称 于 矢量 +r 一 r*. 因此 ,我 们 只 
要 求 其 依赖 于 |r 一 r | 的 解 即 可 , 当 r 关 7r 时 显然 有 

LG(r,r’ )=0 
取 含有 奇 性 (在 r =r 处) 的 解 G(r,r ) 即 是 我 们 的 基本 解 . 但 仍 可 差 一 相 乘 常 
数 , 这 个 常数 由 下 法 决定 : 因 G(r,r ) 满 足 
LG(r,r )=6(r—r’) 


对 方程 两 边 积分 应 有 
站 | LG(r,r)dr=1 (3.3.65) 
其 中 e 为 包含 r 点 的 小 球 . 下 面 分 几 种 情况 讨论 式 (3.3.65): 
(GD) 一 维 ,L= -让 [p(x) 店 | + a() , 式 (3.3.65) 变 成 
limp(z) se EE -1 (3.3.66) 


上 式 即 为 (3.2.27) 中 第 二 式 . 
(2) 二 维 ,L= -VY: [p(x ,y)V] + q(x ,y), 式 (3.3.65) 变 成 


-1=| [Yovc)-ecltr=| v.(2vG)dr 
pn ds= plr )3 2re eo 
而 e 一 0 即 为 r 一 rr 故 有 
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9 
limp (7) rs 人 -2rlr r |=—1 (3. 
设 六 =0, 则 
. 3GY 
im [2p 元 )- 1 . (3， 


(3) n 维 (n 之 3), 由 式 (3.3.65) 
-1= | vvyGldr= | pds= p(n) rn) | 
即 
limw(r)p = -1 (3 
其 中 w(r) 为 半径 > 的 n 维 球面 的 面积 . 当 n=3 时 ,w(r)=4rr’, 于 是 有 


aaG_ 
lim4xr p37 = 1 (3. 


由 于 p 在 一 0 处 无 奇 性 ,上 面 各 式 中 都 可 移出 极限 号 . 由 式 (3.3.66)、(3.3. 


和 (3.3.70) 可 知 , 当 r>r 时 ,G(r,r ) 的 奇 性 分 别 如 下 


当 n=1 时 

| 1 _, 

limG (zx,r )= 237) IT Zz (3, 
当 n=2 时 

lmG(r ,7 ) = -jag (3 
当 n=3 时 

. ,1 1 

limG (r,r )= Arp (07) [rT (3 


下 面 用 上 法 来 证 明 式 (3.3.53) 和 (3.3.57) 以 及 式 (3.3.60) 和 (3.3.61). 


方程 
-Yutaqu=0 (3 

依赖 于 7 的 解 w = u(r), 上 式 化 成 
a2u(r) +7 Lautr) 


3 7 — gu(r)=0 (3 
对 Laplace 方程 gq=0, 故 
cilx- zol, n=1 
四 clnr= chn V(x xo) + (y- yo), n=2 
u(r)= 
C3 C3 


r V(r-xo ty- yo) +(z- zo) 


3.67) 


3.68) 


.3.69) 


3.70) 


3.71) 


.3.72) 


.3.73) 
考虑 


.3.74) 


.3.75) 
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比较 式 (3.3.71) 一 (3.3.73) ,得 到 ci;= -12、c= 一 1/2r 和 ec3=1/4x. 
下 面 考虑 9 和 0 情形 . 当 n=1 时 , 通 解 为 
( 1 g>0 
“0 ciexp(ivV [glr)+csexp(—~iv iglr), gq<0 
ci 和 cs 由 无 限 远 处 条 件 及 式 (3.3.66) 决 定 : 
(1) g>0,r-cc 时 ,xz(r)| -一 0, 结 合式 (3.3.66) 求 得 
1 


c1=0; C2 二 


2 2V5 


(3.3.76) 


Go(Xx,x )= exp( ~Vglxr- x |); (3.3.77) 


1 

2Yg 
(2) g<0, 根 据 物 理 意义 , 式 (3.3.76) 的 两 个 解 中 ,一 个 代表 向 左 传播 波 , 另 一 

个 代表 向 右 传播 波 ,两 种 情况 可 分 别 令 

2vV-a 

如 令 一 g=&? 则 有 


ci c=0; cl=0, C2 二 


1 


Gor (zx,2 )=55exp( 土 过 ix) (3.3.78) 


上 式 即 为 式 (3.3.60). 
当 n=2 时 , 式 (3.3.75) 在 r=0 处 有 奇 性 的 解 是 


(7) cH CY |g|7), (gq<0) 
2 六) 一 
[eiKoly qr ), (do >0) 


其 中 及? 和 Ko 分 别 为 零 级 第 一 类 Hankel 函数 和 第 二 类 虚 宗 量 Bessel 函数 . 当 
xz 一 0 时 有 近似 式 
ED(z)s Sinz; Ko(z)S 一 Inz， z—0 
由 式 (3.3.68),co=i/4 和 cl =1/2r, 于 是 
AHV(VTaN lr -rl), (a<0) 
G(r,r’)= 1 (3.3.79) 
327 Ko qlr-r|), (g>0) 
当 n=3 时 , 令 w(r)=$(r)/r 代入 式 (3.3.75) 得 到 


2 
SH g(r)=0 (3.3.80) 


上 式 的 解 为 
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coexp( —V gr), (oo>0) 
p(r)= 
ciexp( +iv lglr), (g<0) 
利用 式 (3.3.70) 容 易 求 得 co = ci = 1/4x, 于 是 


jr rae Valr r |), q>0 


Go(lr,r’ )= (3.3.81) 
| 机 exp( 土 过 | 一 六 |)， -0=&2>0 
上 式 与 式 (3.3.53) 和 (3.3.57) 一 致 . 
当 n>3 时 , 令 式 (3.3.75) 中 
u(r)= -a9(p) 
其 中 p= 一 gr, 代入 式 (3.3.75) 得 到 
2 d d 2 “ 
p "ro et le (1) |o=0 (3.3.82) 


上 式 为 Bessel 方程. 根据 要 求 ,应 取 第 一 类 Hankel 函数 Hib.,)n(p), 于 是 有 
u(r)= -0 HaH. lV 一 gr) 
其 中 常数 c 由 式 (3.3.69) 决 定 . 最 后 可 求 得 Green 函数 为 
i V—o (n-2 )/2 
Golrsr)= i (| “HD yp(V -qlr-r|) 


2xlr—r | 
(3.3.83) 
即 为 式 (3.3.64). 由 昌 W(x) 在 x 一 和 远 处 的 展 式 
HD (zx) e+ O(x- 32) 
显然 Go(r,r') 表 示 点 源 向 外 发 射 的 n 维 球面 波 , 为 “发 射 "Green 函数 ,相应 的 “ 接 


收 ”"Green 函数 由 第 二 类 Hankel 函数 豆 (2 (xz ) 表 示 ， 
3.3.4 镜像 法 求 边 值 问题 的 Green 函数 


当 所 考虑 问题 的 区 域 比 较 简 单 时 ,可 用 镜像 法 求解 Green 函数 . 根据 前 面 的 
讨论 , 边 值 问 题 的 Green 函数 可 表示 成 


GOrr)=GCrr)+TGeCrr) (3.3.84) 
其 中 Go(r,r ) 是 基本 解 ,在 r=r 点 有 奇 性 
LGo(r,r )=S(r—r’), rr EG 


而 G(r,r ) 在 所 考虑 的 区 域 满足 
LG(r,r )=0, rr EG (3.3.85) 
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镜像 法 求解 Green 函数 的 基本 思想 是 :G(r,r~ ) 表 示 成 式 (3.3.84) ,然后 求 出 适当 
的 Ge(r,r) 使 G(r,r') 在 边 值 上 满足 相应 的 齐 次 条 件 . 下 面 举 几 例 说 明之 . 
例 3.3.4 上 半空 间 Laplace 方程 第 一 和 第 二 类 边 值 问题 的 Green 函数 . 首先 
考虑 第 一 类 边 值 问题 
VG(r,r )=8(r—r’), z>0; G|.-o=0 (3.3.86) 
Laplace 方程 的 基本 解 


Go(r,rD) = 村 二 
其 中 天 =(z yz). 在 边界 上 
Go(lr,r’) 1 


“0 qrV lop lt 
其 中 p= (zr,y) 和 po =(x,y). 为 了 在 边界 上 满足 G(r,r )=0, 必 须 选 择 
G(r,r) 
Ge(rr)| ,0= -Golr,r’)| ,0 

并 且 在 上 半空 间 内 G(r,r’) 满 足 Laplace 方程 . 于 是 ,如 图 3.3.2, 可 取 P 的 镜像 
点 P :r=(x',y ,一 x )(P 是 已 关于 平面 >=0 的 反 演 点 ), 在 已 点 放 一 点 源 ,该 
点 源 产生 的 场 为 

Gr,r’)= -i 
显然 取 G(r,r)= Go(r,r)+ G(r, 
x) 能 满足 式 (3.3.86), 而 且 G(r,r ) 在 
z>0 内 满足 式 (3.3.85). 因此 , 求 得 了 
Laplace 方程 第 一 类 边 值 问题 上 半空 间 的 
Green 畏 数 为 


、 .~、_1 1 1 
G(r,r)= 让 [二 [| 
P(x'y'-2") 
(3.3.87) 
图 3.3.2 了 的 镜像 点 书 对 第 二 类 边 值 问题 ,不 难 验证 Green 函数 
为 
11 1 1 
Glr,r ) 二 村 lr—r’| + | 
因此 ,第 一 类 边 值 问题 
Vu(r,y,z)=0, z>0 
u(xz,y,2)| .0= f(x,y) (3.3.88) 


的 解 为 
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wzryy,z)= 一 | f(y ) Ty yy 之 | dr‘dy 


n 


9G(rT,Y ZIT yz ) 
on” 


GE 
z =0 GE z=0 
_1 一 之 
2r[(x-r) +(y-y) + 


因此 式 (3.3.88) 的 解 为 
2 flr’,y )dz dy 
urzyz)= 辫 | [Or ry yr (3.3.89) 
注意 :尽管 式 (3.3.11) 适 合 于 闭 区 域 ,但 只 要 wx->0( 当 rc) 足够 快 ,上 式 仍 成 


i. 


例 3.3.5 上 半空 间 Helmholtz 方程 第 一 和 第 二 类 边 值 问题 的 Green 函数 


—- (V+h)G(r,r)=6(r—r’), z>0 
Glr,r)|.-o=0 或 者 Ge =0 3.3.90) 
z=0 
基本 解 为 
Golrsr) = Tp(iklr rl) (3.3.91) 
而 
、 六 1 1 . 
Gil(r,r )= ATeXPitlr or | ) 
其 中 = (x ,y ,一 z ) 为 镜像 点 的 坐标 . 于 是 ,对 第 一 类 边界 条 件 
G(r,r’)= Golr,r)+G(r,r). (3.3.92) 
对 第 二 类 边界 条 件 
GOCrr )= Golr,r)- G(r,r). (3.3.93) 


例 3.3.6 考虑 半径 为 a 球 内 Laplace 方 程 的 第 一 类 边 值 问 题 的 Green 函数 
-VG(r,r)=8r-r), rr <a 
Glr,r’)|,-,.=0 (3.3.94) 
基本 解 为 


Go(r ,7 )= 订 全 二 (3.3.95) 
现在 来 求 G(r,r) 使 
[Golr,r)+ G(r,r’)]|,.,=0 
为 此 作 已 "的 镜像 点 Pi ,P; 在 OP 的 延长 线 上 且 P| 与 原点 的 距离 为 :OP| = a2vr ， 
r= OP ,Pi 的 位 置 撩 径 写作 
ri=ar /lr'|? (3.3.96) 
于 是 , 取 G(r,r ) 为 Pi 处 点 源 产生 的 场 
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[a 人 
4rlr 一 ril 4x|lr-ar /rl?| 
式 中 常数 c 可 由 [Go(r,r)+ Gil(r,r )]|,-。=0 决定 

GOryr)1 = 1 


Gelr,r ) 一 


(3.3.97) 


1 
十 

4rVa2+yr2-2ar'cosB@ 4xnvValtat/r? ~2a /rcosO 
其 中 6 为 球面 上 -点 P 与 P 之 间 的 夹 角 , 上 式 即 为 

1 re 1 

G(r,r’)) ,= (+ ) 

4 4 JVr?+a’-2ar cosQ 

显然 ,只 要 取 c= -ar , 则 G(r,r )|,-。=0. 于 是 求 得 式 (3.3.94) 的 解 


Grr)= 直 (Tr 和 (3.3.98) 
容易 求 得 
9G(r,r’) _9G(r,r’) __1 r*—a’ 
am /= ar” =a 4xra(a2 产 一 2racos@)30 
于 是 ,如 果 给 定 球面 上 


ulr,0,¢)|,-4a= f(0,9) (3.3.99) 
则 球 内 Laplace 方程 的 解 为 


, DG ， 
u(r,0,9)= -| re ,9 )an 2 dS 
把 式 (3.3.99) 代 入 ,最 后 得 到 解 为 


_a [和 | (a —r*)f(0',9 )sing dg dg 
“7.0.9)= 大 用 0 (a?+r*—2racosO)? G3.3.100) 


p 其 中 cos@ = singsinb cos (P - 9)+ 
cosgcosg . 上 式 称 为 球 Poisson 公式 .而 
RS 分 离 变量 解 式 (2.4.17) 是 无 穷 级 数 形 
PP! 式 ,不 难 证 明 两 者 的 一 致 性 . 
例 3.3.7 圆 内 二 维 Laplace 方程 第 
- 一 类 边 值 问题 

图 3.3.3 求 球 内 第 一 类 边 值 问题 的 。 (7:0)=0，r<as u(r,0)1,-。= f(0) 
Green 函数 (3.3.101) 
的 解 . 首先 求 Green 函数 , 仍 参 看 球 内 问题 ,如 图 3.3.3, 只 要 把 它 理解 为 平面 即 

可 ,这 时 已 -的 镜像 点 为 Pi ,Pi 在 OP 的 延长 线 上 , 且 OP1 寺 ri = oz/r 于 是 


Galr,r)= 寺 | 


n 一 一 一 一 ; 
Ir-r | 

、 A 1 1 C 

Ga(r,r’) 2 Tr 4 
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其 中 mr 是 已 | 点 的 坐标 ,常数 cc 由 [Golryr)+ G(r -0 决定 
1 r+r ?2rr’cos® _ 
[Golr,r)t Ge =a = 二 |(" | =4 ‘| 
1 rr 
= 了 全 己 “ 
于 是 c= -2in(avr ). 因此 Green 图 数 为 
1 a 1 
Gr,r) = 去 [In 一 7 人: 7) (3.3.102) 
故 有 
dG(r,0,r ,0) 9G(r,0,r ,0 ) 
37 a ar” r=a 
1 a —r? 
2raa2+ 关 -2racos@ (3.3.103) 
在 平面 极 坐 标 系 中 cos@ = cos(6- 0), 于 是 有 
u(r,0) = 一 中 ， 10) [Es lds 
3.3.104 
1 (272) 69) oy ( ) 


2r Jo a:—2arcos(0-0)+r? 
上 式 称 为 平面 Poisson 公式 
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本 节 讨 论 波动 方程 及 热传导 方程 混合 问题 的 含 时 Green 函数 的 定义 性质 以 
及 应 用 . 对 混合 问题 ,Green 函数 的 定义 显然 应 与 边 值 问 题 有 较 大 区 别 , 我 们 从 本 
征 困 数 展开 法 着 手 ,来 考察 应 如 何 定义 混合 问题 的 含 时 Green 函数 . 
3.4.1 热 导 方程 的 Green 少数 


考虑 下 列 混合 问题 ,u(r ,zi ) 满 足 


pl(r)ut+Lu=0, r€EG, t>0 


9 
u l,io0= u(r,0); (autre ) 


=0 (3.4. 1) 
9 


其 中 L= 一 了 [pr)y]j t+ g(r),p(r)>0,p(r)>0,g(r) 之 0. 注意 ,上 式 的 方 
和 边界 条 件 郁 是 齐 次 的 , 非 


7 程 
齐 次 的 , 非 齐 次 情况 将 在 3.5 节 讨 论 . 设 工 在 齐 次 边界 条 件 下 有 
完备 的 正 交 由 一 的 本 征明 数 1p,,(r)| ,相应 的 本 征 值 为 1， . 令 


u(r,t) = Da) g(r) (3.4.2) 
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代入 式 (3.4.1) 可 得 
am(t)= a, (0)exp(— 4) (3.4.3) 
而 
an(0)= | pC)ulr,0)plr)dr (3.4.4) 
把 式 (3.4.3) 和 (3.4.4) 代 入 式 (3.4.2) 得 


ur 0) = DI golr ut ,op(rdr]exp(- ot) plr) 


= | [Beit ) pop hat) [or ) u(r’,0)dr 
A 
G(r,r’,t) = Dp) gar)exp(- Xt) (3.4.5) 
则 加 
u(r,t) = | corr ur ,0) or dr (3.4.6) 
由 式 (3.4.5) 定 义 的 G(r ,r ,i) 称 为 混合 问题 式 (3.4.1) 的 含 时 Green 函数 . 下 面 
讨论 式 (3.4.5) 的 意义 ,假如 有 一 5 葡 数 型 的 初始 分 布 
u(r,0)=6(r -ro)/p(r) (3.4.7) 
由 式 (3.4.6) ,问题 的 解 为 
u(r,t)= | GCsr ar’ -ro)dr’ = G(r,rost) 


因此 ,Green 晴 数 G(r ,r,t) 实 质 上 是 5 阻 数 型 初始 分 布 的 解 , 即 G(r ,r ,zi) 满 足 
P(r)G(rsr,t)+tLG(r,r ,it)=0, rreEG, ti>0 (3.4.8) 


Glr,r’,t)|,-o=6(r-r)/o(r); [aGCrsr',t) tp oe] 


=0 . 


9G 
(3.4.9) 
利用 | gp,,(r)} 的 封闭 性 关系 


2 plr’) pnr)p(r’) = 6(r-r) (3.4.10) 


不 难 验 证 式 (3.4.5) 满 足 式 (3.4.8) 和 (3.4.9), 故 可 作为 一 阶 方程 混合 问题 式 
(3.4.1) 的 Green 函数 定义 . 


下 面 讨论 Green 函数 的 性 质 : 
(1) GOr,r,i) 的 传播 特性 :假定 初始 分 布 取 在 上 = 二 
ulr,t) | =u(r,z’) 


解 应 为 
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u(r,t)= | GCsr se ur ,pr ar’ (3.4.11) 
其 中 >Y 


G(rr ,t -1t)= Dp ) pg,(r)exp{— An(t—t)| (3.4.12) 


m=1 


式 (3.4.11) 解 释 为 ,G(r,r ,t 一 +) 将 函数 u 从 zt 时 刻 传播 到 :1 >>: 时 刻 , 因 此 物 
理 上 常 称 G(r,r ,zt 一) 为 传播 子 . 根据 G(r,r ,上 -二 ) 的 传播 特性 ,如果 G(r， 
r,t- 红 ) 把 从 to 传播 zt ,再 传播 到 z, 结 果 应 同 G(r,r ,t ~z) 把 wu 从 zo 直接 
传播 到 i, 一样, 如 图 3.4.1. 


G(r.r .4-10) . Grr' ,tt 
aA) Dy) TD ry 


A Ar) 


图 3.4.1 Green 函数 的 传播 特性 
上 述 结论 证 明 如 下 :由 式 (3.4.11) 
ulr,t1) 一 | Gt rn — to)ulr’,to)p(r’ )dr’ 


~ (3.4.13) 
u(r,t2)= | Glrr, ti)ulr’ ,ti)p(r )dr 


第 一 式 代 入 第 二 式 得 
u(r,t2)= | corr， zt2 一 [| Gr ra 一 tux(rtoe(r)dr jp(r)dr' 


= | | ceae- ti1)G(r ,r,t 一 to)poCr )dr- pCr ur, tde 
G 


(3.4.14) 
根据 式 (3.4.12) 
| Ger,n — G(r ,r,t ~ to)plr )dr 
= 2 gap em | gor pr) or ar (3.4.15) 
= >) pa (Fp CF)e Nl) By = DP) pr) pr (re dnt) 
其 中 已 利用 gp,,(r) 和 g(r) 的 正 交 性 
| pi Cr) pr) polr)dr = 8, (3.4.16) 
即 有 
u (r,t2)= | corre- to)ulr’ ,to)p(r )dr (3.4.17) 


ei 
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于 是 传播 性 得 证 . 
(2) G(r,r ,it) 的 对 称 性 :由 式 (3.4.5), 如 果 t 是 实数 (扩散 和 热 导 方程 ) 
G(ryr ,t)=G’*(r ,r,t) (3.4.18) 
即 G(r,r ,i) 关 于 r+ 与 r 共 思 对 称 ; 如 果 上 是 复数 (对 含 时 Schro6dinger 方程 ), 则 
有 
G(ryr’,—t)=G’*(r ,r,t) (3.4.19) 
即 GCCr rz) 关于 了 与 广 交 换 .上 反 演 是 共 恩 对 称 的 . 
(3) G(r,r',t 一 二) 满足 的 共 思 方 程 :L 对 作用 ,由 式 (3.4.12) 


LOCryr tos) = Daasplr ) ps(r ) pr)e tute 
m=0 


AG(ror ,tt ~ se, rr 
pe(r) 和 7 ) 和 Daolr ) opalr ) pw (r)e Mk! 0) 
m=0 


利用 4, 的 实数 性 4,, = A%, 故 对 变数 (x ,t ) 有 方程 


or) }_LG(r,r’,t- 1)=0 (3.4.20) 


上 式 称 为 方程 (3.4.1) 的 共 罗 方 程 ( 见 3.5 节 讨 论 ) 
例 3.4.1 考虑 一 维 混合 问题 的 Green 函数 


9G(xr,xr iD) 22 G(r,x it) 
oat dz2 


Grr bi -=G(Czz bl ,=0; Gl|,.o=6(x—x) (3.4.22) 
由 1.4.2 小 节 知 

G(r,r yt) = 二 > sn 2 天 )sin | 3 je 人 
当 式 (3.4.22) 变 成 第 二 类 边界 时 


=0, xy E(0,L), Li>0 (3.4.21) 


2 2 2 
人 5 (3.4.23) 


(3.4.24) 
对 非 齐 次 问题 (注意 : 初 值 是 齐 次 的 ) 
Lu(r,t)+po(r)ul(r,t)= f(r,t), r€EG, 1>0 (3.4.25) 


u(r,t) |, 0=0; au( r,t) + poet | =0 (3.4.26) 
利用 Duhamel 齐 次 化 原理 , 设 v(r ,t,t ) 是 下 列 混合 问题 的 解 
Lv(r,t,t )+po(r)v(r,t,t )=0 (3.4.27) 


vl = fr,t) /plr) 
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， dvu(r,t,t ) 加 
| cr )+B Bn | yc 0 (3.4.28) 
则 式 (3.4.25) 和 (3.4.26) 的 解 为 
ur)=] v (rt,t dr (3.4.29) 
0 
利用 Green 函数 G(r ,r,t1 一 1 ),v(r ,1) 可 表示 为 
ur tt)= | GC) fr ,dr (3.4.30) 
因此 
ur ,站 二 J] Gr fr, dr de (3.4.31) 
令 Gi(r,r,t-t ) 如 下 
Grrt-t)=Gr rt- HC-2) (3.4.32) 
于 是 式 (3.4.31) 可 写成 
(rt) = | | er si) fr dr dr (3.4.33) 


上 式 代入 式 (3.4.25) 应 该 有 
| | [LG ee) +t p(n) HT dr, adr de = f(r,t) 


(3.4.34) 
因此 要 求 Gi(r ,r,t +) 满足 
LGi+e(r)2 =8(r ,7 )(t -7) (3.4.35) 
证 明 
LGI+Pp(Cr ) 号 l= Hl tLG+ po(r LGH(i -tt )] 


= H(t-t)LG+ H(t-t)po(r)G,+ Go(r)H,(t—1’) 
=H(t—-#)[LG+p(r)G,]+ Go(r)H(t—t) (3.4.36) 
因 LG+pG,=0;H,(t 一 + )=6(t 一 z), 因 此 有 
9 
LG1+ p(r) =p(r)G (rr ,tt ) (et) (3.4.37) 
=po(r)G(r,r ,t —t )8(t—1) 


G(r,r’,t -+ )= BEA )pa(r) = 5(r —r’)/p(r) 


故 有 式 (3.4.35). 上 述 过 程 表明 式 (3. 4.33) 确 是 式 (3.4.25) 的 解 . 由 于 G1(r,r’， 
t 一 ) 满 足 式 (3.4.35) 以 及 零 初 始 条 件 , 故 可 定义 式 (3.4.25) 和 (3.4.26) 的 Green 


。 160 . 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


函数 为 下 列 定 解 问题 的 解 
LGi+p(r) 3 =8(r —r )a(t—t), rr EG (3.4.38) 


=0 (3.4.39) 


9C 


、 , , aG 
Gilr,r’,t-t)|,.0=0; (eG1+p 3 


如 果 式 (3.4.25) 和 (3.4.26) 中 初 值 也 是 非 齐 次 的 ,可 令 
u(r,t)=w(r,t)+v(r,t) 
而 w(r,t) 满 足 齐 次 方程 和 非 齐 次 初 值 ,v(r ,i) 满 足 非 齐 次 方程 和 齐 次 初 值 ,于 是 
解 为 


art)= | Grr si)plr u(r ,Ode + | Gr) fr, arar 
G 


(3.4.40) 
以 上 讨论 中 边界 条 件 始 终 保持 齐 次 ,对 非 齐 次 边界 问题 ,将 在 3.5 节 中 讨论 . 


3.4.2 波动 方程 的 Green 函数 


考虑 下 列 混合 问题 
Lu(l(r,t)+p(r)u(r,t)=0, rEG， :>0 
u(r,t)|,-0= u(r,0); u(r,t)|, 0= u(r,0) (3.4.41) 
9u(r,t)] 
[mr |] -0， 1>0 
仍 用 本 征 函 数 法 求解 , 令 
u(r,t) = >,cn(i)on(r) (3.4.42) 
有 
cn(t)= ancos VAnt + OnsinV Ant (3.4.43) 
其 中 
a =| ar ,0)pi(r )plr )dr; b = 一 | u(r ,0) pa(r )o(r )dr’ 
nm G ni nm VA G m 


假定 4,, 关 0, 即 零 不 是 工 的 本 征 值 ,于 是 有 解 
u (r,t) = | Gr u(r ,Op(r drt | Gr rs ar ootr)dr 


(3.4.44) 
其 中 G(r,r,t) 和 G(r,r ,i) 为 Green 函数 


Gilr,r ,1) = 1970r pa(r)cos Vat (3.4.45) 
m= 1 
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G(r,r ,t) = 2 eensin Ant (3.4.46) 
如 果 级 数 一 致 收 剑 ,显然 有 
Ea G (re,) (3.4.47) 


故 式 (3.4.44) 可 写成 

urs) = Gr rs u(r ,Op(r dr + | Gr rar ,0) er )ar 
(3.4.48) 

因此 只 要 定义 混合 问题 式 (3.4.41) 的 Green 函数 是 G,(r,r ,1) 即 可 . 下 面 考 察 

G2(r ,r,t) 满 足 的 方程 . 设 初始 分 布 

u(r,0)=0; i(r,0)=8(r- ro)/p(r) 
显然 有 
u(r,t)= G(r,ro,t) 


因此 ,G2(r ,r,t) 是 下 列 定 解 问题 的 解 


32G2 ， 
LG2z+etr) 52 一 0， rr EG, t>0 


G(r,t) | ,0=0; 2 =8(r,7’)/p(r) (3.4.49) 
t=0 
oaG 
(eGs+B 了 ) 人 


对 非 齐 次 方程 
Lu(lr,t)+pu(r,t)= f(r,t), r€EG, 1>0 (3.4.50) 

以 及 非 齐 次 初 值 和 齐 次 边界 条 件 , 仍 可 分 

u(r,t)=w(r,t)+t+v(r,t) 
而 w(r ,1) 是 式 (3.4.41) 的 解 ,v(r,z) 则 是 下 列 问题 的 解 
Lvu(lr,t)tpov(r,t)= f(r,t), r€G, t>0 
vr,t)| ,0= vr,t)|, .0=0 
令 上 式 的 解 具 有 形式 
olrst)= | de | Grrorstt fr st dr 1>0 (3.4.52) 

0 G 

为 满足 式 (3.4.51) 中 的 初 值 ,要 求 
GRCror tt)| 0= er) -0 (3.4.53) 


at i=0 
代入 (3.4.51) 第 一 式 ,要求 


(3.4.51) 
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a2CG , 
LGr + p33 = (rr )8(e 1 ) (3.4.54) 


GR 称 为 式 (3.4.51) 的 Green 函数 . 下 面 我 们 来 构成 Gk. 为 了 在 上 式 右边 产生 一 
个 SC-t) 函 数 , 故 令 
GRCrr ,t,t )= g(r,r it) 一 上 (3.4.55) 
g(r,r ,t,t ) 满 足 Lg + pg =0, 则 
2 国光 
LGn+p -H(t Le tp SH) 


2 2 
=H(t-t)Lgtp + [2 + g 二 


9 dt | dr? 
=|28(; :了 + 3 (3.4.56) 
根据 3.1.1 小 节 的 讨论 ,5 函数 的 导数 相当 于 算 子 
d8(z— d3( 一 上 ) ,~、d 
df 一 SC 一 上 ) 开 
于 是 式 (3.4.56) 变 成 
2 一 
LGr + p=- 4) 3 (3.4.57) 
因此 ,如 果 取 
gi|,- =6(r-r)/o(r) (3.4.58) 
则 式 (3.4.55) 满 足 式 (3.4.54). 考虑 到 式 (3.4.49) 中 初始 条 件 , 显 然 取 
g(ryr ,t,t )= G(r,r ,t—t) (3.4.59) 
能 满足 我 们 的 要 求 ,故我 们 求 得 | 
Gr(ryr ,tyt )=G(ryr,t-t )H(t -17) (3.4.60) 
于 是 式 (3.4.52) 可 变 成 
vr)= a) Grsr st) fr dr (3.4.61) 
0 G 


因此 非 齐 次 问题 式 (3.4.S0) 的 解 为 
u(r, 虽 = 卫 | Ga(ryrt)p(r)a(r 0)dr'+ | Grsr', plr ir ,oadr 
+ | dr’ | Galr rs) Flr, td, :>0 (3.4.62) 
物理 上 , 式 (3.4.60) 定 义 的 Green 函数 称 为 推迟 Green 函 数 . 如 果 定 义 Gh 
， ， , , , fo ti<z 
Galrsr ,t,t )= ~ H(t -1t)G(r,r ,t-1)= , 
0， i>t 


(3.4.63) 
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Ga(r,r ,t,t ) 称 为 超前 Green 函数 . 由 G4(r,r ,i,t ) 得 到 的 解 相应 于 波动 效 
应 是 向 过 去 反 过 来 传播 的 ,在 一 阶 方程 中 ,不 存在 超前 Green 函数 , 故 从 现在 的 状 
态 不 能 反 演 过 去 的 状态 ,而 波动 方程 具有 时 间 反 演 对 称 性 . 


3.4.3 ”Cauchy 问题 的 基本 解 


当 考 虑 无 界 区域 时 ,混合 问题 即 为 初 值 问题 . 这 时 的 Green 函数 称 为 基本 解 . 
首先 考虑 热传导 方程 的 基本 解 


~ Gor t) + 时 1 


0， r,r EG, 1>0 (3.4.64) 


Go|,-o=8(r,r’), rr EG+9G (3.4.65) 
从 1.4.1 小 节 我 们 知道 式 (3.4.64) 和 (3.4.65) 的 解 为 


1 -17 一 产 | 
G0 入) 
根据 3.1.1 小 节 的 讨论 


(3.4.66) 


limGolr ,r,t)=6(r,r) 
故 满足 初始 条 件 . 式 (3.4.64) 和 式 (3.4.6$) 也 可 用 本 征 函 数 法 求 之 .L= -有 吧 的 
本 征 函 数 


pe(r)= 0 Repiker) 
本 征 值 构成 连续 谱 =, 这 时 式 (3.4.5) 中 求 和 变 积 分 


Gsr st) = Doanpi lr ew nt) = | oplilr = r) -人 ai 


三 Cl G,* G3 
其 中 
、_ 工 [7 i(x.— zx)k, 一 有 2 
G; = 二 | exp[i( zx; 区 Rk kit Jdk, 
_ 1 (zi— xi) 
- exp| 地 |,G=1,2,3) 


于 是 得 到 式 (3.4.66). 
下 面 考虑 波动 方程 Cauchy 问题 的 基本 解 
9 Gorsr’ st) 


2 » 
—V Go(lr,r ,t)+ Ey 


0， r,r EG, 1>0 
Gu 


Go| ,-o=0; at 


=6(r,r ), rr EG+9G 


t=0 
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in V Ant i ike(r-r 
sin V Amt 本 1 | ee (r rk 


Golr,r ,t) = 9% (7 ) nlr) (2x)3 & 


ni 


利用 球 坐 标 
Golr, r= a dk | sinbdb | dew 


因为 +r -在 积分 过 程 中 是 常 矢量, 可 选 为 。 7 了 是 
k'(r—r )=k|lr-r |cosO, 


3 


exp[ik:(r—r’)] 


因此 
Go(rsr’,t) -=| ksinkt dk | sing et lr cob dO j de 
一 元 上 sinktsink |r—r |dk 
Ir- 
= 去 二 二 | sinktsink|r—r |dk 
TT 一 一 oo 
= | [ecos&(r 一 天 [一 中 -cos(lr 一 六 [td 
利用 8 隆 数 的 积分 关系 ,上 式 为 
Golr sr = nap Tr rr rt]. 


(1) 当 上 >0 时 


Golrr ,t= mr rT rr -2) (3.4.67) 
由 式 (3.4.60) 
Gr(rsr st t) = Hellr rr |-(t-1)] (3.4.68) 
上 式 与 式 (2.5.20) 类 似 ; 
(2) 当 上 <0 时 
Golror tt) pr rr rt) (3.4.69) 
这 时 有 超前 Green 函数 式 (3.4.63) 得 
GaCrr st) = r+) (3.4.70) 
于 是 ,三 维 波动 方程 初 值 问题 的 解 为 


A 2 


u(r,t)= 株 二 | 从 for-r | dr + 二 | 全 sy 六 | -dr 


(3.4.71) 
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上 式 即 是 Poisson 公式 (2.5.19). 对 二 维 波动 方程 ,相当 于 三 维 情形 中 u(r ,1) 与 
z 无 关 , 即 

u(r,0)=u(r,y,0); u(r,0)=u(zr,y,0) 
由 式 (3.4.71) 得 


ulzoyt) =| dr dy sy ,0)| Go(l(lr—r’| -de 


十 | dz dyi(x ,y ,0) lm Go(|lr-r’|-— dz | 
因此 ,二 维基 本 解 为 
GRCzsysz yt)= | Gollr-rl-t)de (3.4.72) 
上 式 的 物理 意义 是 很 明显 的 :因为 三 维 Green 函数 是 点 源 产生 的 场 ,而 二 维 Green 


函数 是 z 方向 无 限 长 线 源 产生 的 场 . 由 迭 加 原理 ,二 维 Green 函数 应 该 是 三 维 
Green 函数 的 积分 ， 由 式 (3.4.67) 得 | 


GOP(z,y,r ,sy ,t)= 
作 变 换 ;= > 一 z 则 


Gip(zyyyz ,sy ,t)= 


1[* lr-r|-1) 


4r 」_- lIr—r’| dz 


1 | (2) 


2x Jo Ir-r| 
而 |r-r 六 =V(z-z 7 +t(y-y)+s , 令 p=(x-z)?+(y-y), 则 


Ir-r | Vor; ds _dr-r|_ dilr-r’| 
Ir-r’| 5 fr-r|-p’ 


故 


dlr—r’| (3.4.73) 


GED( x ,yr sy ,t) = | ilr 一斑 | 二:) 


分 析 上 式 积分 ,如 果 :<p, 根 据 8 函数 性 质 , 积 分 为 零 ;如 果 1 >p, 应 有 


2D ,Al 
Go (X,Yy,x sy 1 2 

可 见 二 维 Green 函数 仅仅 依赖 于 p ,于 是 
Gip(e,o)= 浆 


1 
———— H(t - p). 3.4.74 
J ti-p) ( ) 
一 维 情况 可 看 作 与 y 无 关 的 初始 分 布 , 同 理 只 要 对 G 名 (p,z) 作 积分 就 可 以 
了 ,计算 表明 
Glz,z',t)=3H(G -|z-7|). 


例 3.4.2 考虑 运动 电荷 的 场 分 布 . 设 电荷 运动 轨迹 为 x(1), 如 图 3.4.2 所 
示 , 电 量 为 g ,标量 势 u(r ,i) 满 足 波动 方程 
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— Vu (r,t)+ un (r,t)= 
4nq6[lr—-x(zt)! 
利用 式 (3.4.52) 和 (3.4.68) 得 
ons eh ett 
” S[r’ -x(t)]jdr (3.4.75) 
直接 对 r 积分 得 


图 3.4.2 电荷 运动 轨迹 x(t) 和 场 点 r 


_ fretlr-x(t)|/c-(t-t)],, 
“(r,t)=g] [rw] dt (3.4.76) 
作 变换 w= |r 一 x(t )|/c+z 则 
dn 
dt [Hz (3.4.77) 


故 有 


RD 


.dy 
ol + ldr-x(e)l Ir-x(e’)| 
c dz 


1 


1dlr~-x(t’)| / 
[It rp 


其 中 :=4(y) 关 系 可 由 变换 79= |r 一 x(4')|/c+z 解 得 


二 qd 
le 
注意 :推迟 时 间 1 可 有 下 列 方程 解 得 
t= 1 -Lx( (3.4.79) 
计算 dlr -x(t )| /dz 可 得 
Er -TIr-zGD)] CO) 
其 中 yw(t)=dxz(t)Adt 为 粒子 速度 . 于 是 


u(r,t)= 


9 
Lr-—x(t )] vz) 


clr—-x(z )| rx ) i 
(3.4.80) 
下 面 考虑 两 种 特殊 情况 , 设 粒子 在 x 方向 以 恒 速 运动 :x (21)= wi 
(1) v<<c, 求 推迟 时 间 2 
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2 


t=t— V(r vhs i z? 


解 为 


/ 1 Lx 2 

tr Cn tl BP | 
其 中 B= w/c<1, 故 
= 
1-B? 


一 


| = w) + EV wt (PCy t+) | 
eS 


(3.4.81) 
因为 8<1, 比 较 上 式 与 式 (3.4.79) 知 ,上 式 中 “+ ”为 增 根 . 代入 式 (3.4.80) 可 得 


u(r,t)= (3.4.82) 


q 
V(r-v) +(1- PB)(y + z?) 
当 B 交 1 时 ,电荷 可 视 为 不 动 , 故 电势 为 静态 势 . 

(2) vu>c, 这 是 比较 有 趣 的 情况 ,物理 上 相当 于 电荷 在 介质 中 作 超 光速 运动 . 
由 式 (3.4.81) 


1 
=1 


# 一 天 三 


| wt) TEV vt) —(p 1) (yt) 


(3.4.83) 
因为 由 式 (3.4.79) 刀 -zz= 一 |F- 
x(t )| 《<0, 当 B<1 时 上 式 只 有 一 个 可 
能 解 . 但 当 B>1 时 ,存在 三 种 情况 : 
(a) 在 区 域 S| 内 无 解 ,Si 由 下 式 决 
定 
(z- 动 )-(8-1)(+z)<0 
显然 (BP 一 1)(y+z?)= (rx 一 vt)? 是 以 
v 运动 的 锥 面 . 因此 ,上 式 表示 运动 锥 的 图 3.4.3 ” Cerenkov 辐射 运动 锥 面 
外 部 , 锥 的 半 顶 角 为 96, 如 图 3.4.3 所 示 
| sing = > 
因此 在 锥 外 ,不 存在 推迟 时 间 1 , 故 式 (3.4.76) 积 分 应 为 零 
u(r,#)=0, rE€ 锥 外 . 
(b) 锥 内 (xz 一 wi)?>( 忆 一 1)(y? + 2), 这 时 式 (3.4.83) 中 “+" 都 是 推迟 时 
间 , 式 (3.4.76) 积 分 应 有 两 项 贡献 
u = = _ 2g 
WN re i 
(c) 锥 面 上 (vi 一 x+)*= (B22 一 1)(y?*+ xz?), 由 上 式 得 u(r,1) 一 %. 
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因此 ,在 锥 面 上 产生 奇 性 . 这 时 波动 方程 本 身 已 不 成 立 ,必须 修正 . 例如 在 声 
学 里 ,波动 方程 必须 引进 非 线性 项 ,来 抑制 这 种 发 散 ; 在 电动 力学 里 ,因为 带电 粒子 
在 介质 中 运动 , 须 引进 阻尼 效应 ,来 抵消 这 种 发 散 . 上 述 现象 称 为 Cherenkov 辐 
射 ,利用 此 现象 可 测 出 带电 粒子 的 运动 速度 . 


3.4.4 混合 问题 Green 函数 的 镜像 法 


对 混合 问题 如 果 区 域 边界 比较 简单 ,也 可 用 镜像 法 来 构成 Green 函数 . 下 面 
举例 说 明之 .在 1.4 节 我 们 已 得 到 部 分 结论 ,本 节 从 镜像 法 求 混合 问题 Green 函数 
的 角度 ,进一步 进行 讨论 . 

例 3.4.3 半 无 限 区 域 的 热传导 问题 

2 -23-0， ZE(0,co)， 1>0 (3.4.84) 
G |,-0=0; G, | -=8(z-z) 
基本 解 为 
1 _(r-zr) 
20 exp| 4a2t | 
为 了 保证 边界 条 件 G|,-o=0, 只 要 在 x= -x 处 放 一 负 点 源 即 可 ,如 图 3.4.4 所 
示 . 于 是 所 求 的 Green 函数 为 


Go(x,x’,t)= (3.4.85) 


GOzrz ,tt)= ~- Gorx, -x,t)+ Go(r,7,t) (3.4.86) 
当 式 (3.4.84) 中 边界 条 件 是 第 二 类 G, |,_。=0 时 , 显然 ,只 要 取 
G(r,x ,tt)= Go(x,— x ,1t)+Go(xro,r ,1). (3.4.87) 
1 
一 0 xX" 


图 3.4.4 半 无 限 区 域 的 像 点 


例 3.4.4 有 限 区 域内 的 热传导 问题 
9G a2CG 
31- “了 0， rE(0,7), i>0 (3.4.88) 
G|,.-0=G|,-,=0; G,|,.o=8(z—z’) 
显然 ,由 于 存在 二 个 端点 , 故 对 z 存在 二 个 像 点 :一 个 关于 x =0 对 称 , 另 一 个 关于 
z= 二 [对 称 ( 记 这 二 个 像 点 为 O! 和 0O,). 但 是 D 关于 ! 又 产生 一 个 像 点 O;. 同 
样 ,O, 关于 z=0 也 产生 一 个 像 点 04. 这 样 下 去 ,在 z 轴 将 产生 无 限 多 个 像 点 ， 
如 图 3.4.5 所 示 . 于 是 总 的 Green 函数 应 该 是 


G(x,x ,1t) = >， [Go(z,2m + r,t)— Golx,2nl — x ,t)] 


=-o0 


(3.4.89) 
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当 式 (3.4.88) 中 边界 条 件 为 第 二 类 
aG _9G _ 
5 .= 到 ,=0 (3.4.90) 


用 同样 的 方法 ,根据 上 例 , 像 点 应 是 “ 正 " 像 点 ,因此 


G(xr,x ,t) = 3 [Gol(x,2n + r,t)+ Go(x,2n -x ,i)| 


(3.4.91) 
当 要 求 G 满足 
9G 
Ei 00 G| -=0 
则 关于 xz =0 的 像 点 应 是 “ 正 " 像 点 ,而 关于 z=/ 应 是 “ 负 ” 像 点 . 于 是 可 得 


G(xr,r ti) = S) (-1)"[Go(x,2nl + zx ,th- Go(x,2n -x,t)]. 


—21-x" x x 21-x’ 21+x! 


O， -1 O: 0 1 O， 


图 3.4.5 有 限 区 域 的 像 点 有 无 限 


3.5 广义 Green 公式 及 非 齐 次 问题 的 积分 解 


本 节 讨 论 一 筑 形 式 的 二 阶 线性 偏 微 分 站 了 
Lu = px (Cr ) 3 3 -+ Po) RE +e) (3.5.1) 


其 中 = 《x1, Xz， 如何 引进 Green 函数 的 问题 ,为 此 ,首先 介绍 广义 
Green 公式 和 共 辆 边 值 问题 的 概念 . 下 面 将 看 到 式 (3.5.1) 的 Green 郴 数 是 用 共 斩 
算 子 来 定义 的 . 


3.5.1 共 斩 算 子 及 广义 Green 公式 


定义 微分 算 子 L 的 夫 辆 算 子 Lt* 
L*w= =- > 和 - > ( (bv)+cev (3.5.2) 


如 果 工 = 世 * 则 称 上 L 为 自 邦 算 子 ,例如 
L=-V:[p(r)Vjt+a(r); LL:=-Y:[p(r)Vj+g(r) (3.5.3) 
故 工 是 自 统 算 子 ,波动 算 子 
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II 二 2 Fi+L; I 二 2 372+ 工 (3.5.4) 
也 是 自 斩 算 子 . 但 热传导 算 子 

Ho +L; :二 -0 了 +L (3.5.5) 
不 是 自 亏 的 . 利用 微分 可 得 

vlLu - uL* v= aba jo 5 了 (Cay0) |+ ba 
R = > [a 并 a 过 (ei0)]+ biuv 

则 有 


vLu - wxL+r yw = > (3.5.6) 
上 式 右 边 具 有 散 度 的 形式 , 故 可 用 Green 公式 . 为 此 在 区 大 2 内 积分 
| orn 一 uL* v)dQ = > Ricostni, ai)d5 (3.5.7) 


注意 :do 和 d 忆 是 区 域 Q 的 广义 体积 元 和 面积 元 ,30 是 0 的 边界 ,区 域 Q 可 能 包 
括 空 间 和 时 间 变 量 . 显然 上 式 是 Green 公式 的 推广 . 
如 果 取 wv 为 局 部 函数 且 取 0 无 限 大 ,那么 


| (vLu—~uL’wv)d0=0 


与 第 二 章 的 定义 一 致 ,但 L' 对 边界 条 件 没 有 要 求 . 这 就 是 共 斩 算 子 世 - 取 式 
(3.5.2) 的 原因 . 进一步 , 令 


Sn 
:4 


5 3 Jeos ris x,) (3.5.8) 


< 9u 
Pu = Zoneos(mi ai) ax, + Bu 


Qo = Davcos(nist) HE - (6 B)o (3.5.9) 
其 中 8 为 90 上 的 任 一 连续 函数 , 则 式 (3.5.7) 可 写成 
| (CoLx-xLrodo= | (vPu —- uQv)d 2 (3.5.10) 


P 和 Q 称 为 共 轿 边界 算 子 . 显然 8= % ,对 应 于 第 一 类 边界 条 件 ;8= 0 对 应 于 第 二 
类 边界 条 件 ; 一 般 则 为 第 三 类 边界 条 件 . 考虑 边 值 问 题 
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Lu= f(r), rEn0i Pzx jao= ep(r)， rEad0Q (3.5.11) 
并 定义 Green 函数 G(r ,r ) 满 足下 列 边 值 问题 
L*G(r,r)=8(r—r’), rr EQN 
QG(r,r)| =0， rEQ+30 (3.5,.12) 
其 中 L* 和 QQ 表示 LL 和 Q 对 变量 r 作用 . 式 (3.5.10) 中 取 v= GOr,r)， 
而 u(r ) 满 足 式 (3.5.11), 则 边 值 问题 的 解 可 表示 成 


u(r)= | G(r,r)F(r)d9-- Jj, Glror g(r )d ys (3.5.13) 


注意 :Green 函 数 现在 由 共 罗 算 子 定义 . 下 面 分 三 种 情况 :L 在 考虑 的 区 域 Q 
+9Q 上 是 椭圆 、 双 曲 和 抛物 型 的 来 讨论 . 


3.5.2 椭圆 型 方程 的 Green 函数 


不 失 一 般 性 ,可 认为 王 在 区 域内 已 标准 化 :ai =1( 当 i= 门 或 0( 当 i 郑 j). 令 
站 一 (ziyziyz3) 为 三 维 空间 的 矢 径 ,我 们 有 


3 3 
az Bu _ 
Pu = 2 zs (nis Ti) + Pu = 了 + Bu; b= 2 bicos( ni, x) 


Qv = 2 22 Cos( n, zi) - (bpB)v = 了 — (8 -8)v 


az， 
(3.5.14) 

式 (3.5.10) 变 成 

| (uLu— ulL' wv)dr= lm [人 (下 + ) «(PE- (6 -8)v)]as 

(3.5.15) 

注意 :现在 dQ9= dr 是 通常 意义 的 三 维 体积 元 ,而 d 避 = dS 是 通常 意义 的 面 元 . 考 

虑 下面 两 个 边 值 问题 

Lu(r)=/f(r), rEGi Pu(lr)lsc=¢p(r), r€aG 

(3.5.16) 


L'v(r)= g(r), r€oG:; Qvu(r)|sc= y(r), r€E9G 
(3.5.17) 
当 工 是 椭圆 型 时 ,显然 L' 也 是 椭圆 型 的 . 式 (3.5.16) 和 (3.5.17) 称 为 共 辆 边 值 问 
题 . 由 式 (3.5.15) 可 推出 式 (3.5.16) 和 (3.5.17) 可 解 性 之 间 的 联系 : 
(1) 第 一 边 值 问题 , 设 v(r) 是 齐 次 问题 
Lv(r)=0; v(r)|lsc=0 (3.5.18) 
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的 解 ,由 式 (3.5.15) 得 到 式 (3.5.16) 的 可 解 条 件 
| Armedr+ 站 wo) 


当 式 (3.5.18) 只 有 零 解 时 ,上 式 自动 满足 . 这 时 对 op 和 了 不 必 附 加 条 件 . 因此 , 当 
式 (3.5.16) 的 共 力 齐 次 边 值 问题 只 有 零 解 时 , 式 (3.5.16) 总 有 解 (对 边界 9G 有 一 
定 光滑 性 要 求 ). 
(2) 第 二 和 三 边 值 问题 ,有 解 的 必要 条 件 为 
| flr)v(r)dr— J pl(r)v(r)dS=0 (3.5.20) 
G aG 


2ztr)ds=0 (3.5.19) 
n 


其 中 满足 
EL vv=0; Qv|sc=0. (3.5.21) 
下 面 考虑 边 值 问题 式 (3.5.16) 的 Green 函数 及 积分 解 : 
(1) 第 一 边 值 问 题 的 Green 函数 G(r ,r ) 定 义 
L*G(r,r )=6(r—r’), rr EG:; G(Cr,r lsc=0 
由 式 (3.5.15) 得 
xD= | GorD7odar+ | er) 


(2) 第 二 边 值 问 题 Green 函数 定义 
Li!G(r,r’)=6(r-r’), rr EG 
[2 J, ) 
9 


) a dS’ (3.5.22) 


—bG(r,r | =0 
而 式 (3.5.16) 的 解 为 
u(r)= | Grr ) fr) dr ,gr ) Gr,r)as’ (3.5.23) 


(3) 第 三 边 值 问题 Green 函数 定义 | 
LiG(r,r)=86(r—r’), rr EG 


[2 (一 8)GCr， | =0 


式 (3.5.16) 的 解 表 示 成 
a(r)= | Grr fr da |) pr)Gr,r)ds’ (3.5.24) 
下 面 介绍 Green 函数 的 对 称 性 , 设 式 (3.5.16) 和 (3.5.17) 的 Green 函数 
Gi(r,r ) 和 G(r,r) 分 别 为 下 列 共 固 问 题 的 解 
LG(r,r)=8r-r);  QG(r,r')|,c=0 
L* G(r,r’)=6(r-r’); PGs(r,r’)|,s.=0 
取 u= G(r,r ) 和 w= Gi(z,r ), 由 式 (3.5.15) 
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| Gesrar -rr )dr 一 | Gaorrad —r’)dr =0 


即 
Gilz,r)= G2(r,z) (3.5.25) 
上 式 意 味 着 共 斩 问 题 的 Green 函数 是 对 称 的 . 
我 们 可 用 构造 法 来 求 得 式 (3.5.1) 在 补 圆 型 情况 下 的 基本 解 . 考虑 基本 解 
Go(Cr,r ) 满 足 的 方程 


92 9 3 
> + Dh 5 + eGo= dr—r’) (3.5.26) 


i= 


根据 3.3 开关 的 本 全 已 类 下 G9(r,r). 把 上 式 改写 成 
3 2 一 2 3 ~ 号 
SY Gor r) -Sr -六 Sp 2Gotr 和 1 eGolr our’) 


2 
i=l 9 9x; 


于 是 有 积分 方程 
a9Go(r ,rr ) 


5 


十 Go(rn | G(r,r dr 
故 可 设 式 (3.5.26) 的 解 有 形式 
Go(r,r’)= G(r,r )+ | Gor,r )p(r -rr )dr (3.5.27) 


利用 
3 2G9( ， 人 , 
2 一 = 8(r -六 ) 
把 式 (3.5.27) 代 入 式 (3.5.26) 可 得 
d(r,r’)+ 2 2 m7) + cGo(r,r’)+ pl(r,r’) 


+ or [> SOT) + cGt(r， r J lar = 8(r—r) 
故 p(r ,r”) 满 足 积 分 方程 
plrsr’)= grr )+ | Grr) pr,r dr (3.5.28) 
其 中 
gryr) 三 一 3 2 一 cGo(r,r’) 
k(r,r”) = - > 2 rr) 六 _ cGO( rr”) 


式 (3.5.28) 为 第 二 类 Fredholm 积分 方程 ， 可用 积分 方程 理论 玉 讨论 , 详 见 第 五 章 . 
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3.5.3 抛物 型 方程 的 Green 函数 


考虑 简单 情形 , 即 热传导 方程 
or-V:[pr)w + gu= ri) (3.5.29) 
上 式 中 把 没有 二 阶 导 数 的 时 间 变 量 用 上 来 表示 ,而 r= (zr,y,zx) 表 示 三 维 空间 变 
量 . 显然 ,只 要 p(r)>0, 整 个 算 子 


9 
=p3- Ylp(r)V]+tg 


: 是 抛物 型 的 , 共 思 算 子 为 
IE=-o 革 -YIo(rDv]+9， 


这 时 式 (3.5.7) 中 积分 应 在 时 - 空 四 维 空 
间 Q 上 进行 . 时 - 空 体积 元 dQ 等 于 空间 
体积 元 dr 与 时 间 元 dx 之 积 :dQ = drdt， 
设 尺 是 r- 上 空间 中 长 为 了 的 圆柱 ,圆柱 
的 下 底 为 1: = 0, 上 底 为 := T, 如 图 
3.5.1, 仍 用 G 表示 三 维 空间 中 的 区 
域 ,3G 为 其 边界 . 这 时 广义 Green 公式 
图 3.5.1 时 - 空 四 维 空间 中 的 区 域 尺 (3.5.7) 为 


r 


| GH do = | VL- po vut pu vv,puw ld 


二 | [poVYa+pyvnypouo]' mad>) 
(3.5.30) 
其 中 d 汪 是 3R,， 上 的 面积 元 , 它 等 于 空间 区 域 G 的 边界 9G 上 的 面积 元 dS 乘 以 
dt . 上 式 中 ,Y= ( 了 ,93/91) 表 示 空 -时 四 维 梯度 算 子 , 而 
i(-pvVut puyVv),pouv] 
表示 四 维 矢量 ;9eR 有 三 部 分 组 成 39R = 3R, + 93Rr+9Ro, 在 柱 侧 面 9R, 上 ,法 向 矢 
量 n= [n,0_( 其 中 ,是 三 维 空间 区 域 G 之 边界 9G 上 的 法 向 矢量 ) ;底面 9 Ro:n 
= [0, 一 1];9Rr:n= [0,1], 代 入 式 (3.5.30) 有 


并 并 | | 
一 = -po +puT d+ 一 
| (vIlu ~ ul v)dN | 本 | ant hu a ja oR Ouvdr a8, puvdr 


(3.5.31) 
下 面 利用 上 式 求 热传导 方程 定 解 问题 
Ilu= f(r,t), r€G, 1>0 
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xz(r,t)|,-o=u(r,0); (ate) 


的 积分 解 . 注意 :边界 条 件 是 非 齐 次 的 . 定义 上 述 定 解 问题 的 Green 函数 G* (r， 


r ,t,t ) 


-br (3.5.32) 
DG 


HH'*G*=6(r—r’)d(t—z’), rr EG, 0<i<T 
+ “ ’ 一 人 站。 人 十 aG+ 一 
G+ (rr t,t) |), r=0; («5 +8 ) ,, 
注意 :初始 条 件 取 在 上 =T. 式 (3.5.31) 中 取 v=G?*(r,r ,i ,1 ) 得 


ulr’,t)= | | AroG' (r,sr’ ,t,t )dtdr+ | ear OE Grr ,0 ar 


(3.5.33) 


T + 了 2 
-| 中 2 sr stst )4Sdi ， wx 0 


a 


ff (nor, Dat rdSdi， 6 天 0 
0 9G B 


(3.5.34) 

只 要 求 得 Green 函数 G+ (r,r' ,t,t ), 右 边 各 项 就 已 知 , 式 (3.5.32) 的 解 即 求 得 . 
如 果 我 们 定义 Green 函数 G (rr ,i) 如 下 

IT-G -=0，  r,r €6G, 0<i<T 

G |,sr=6(r,r)/o(r); (e618 等) 


取 式 (3.5.31) 中 满足 式 (3.5.32), 而 v=G’*(r,r ,it), 利 用 上 式 中 初始 条 件 


=0 (3.5.35) 


9G 


~ + 机 
j pdr = | me | dr = u(r’,T) 


ulr” T) | | fl ti)G*(r r ti) di | { (r)ul’ 0)G (7 六 0)dr 
M 0 G ” ” G ” ” ” 


T + “ 
_ PCr)oCrit)3aG (rr zt) 
| im a7 dSdi, a 天 0 


C 


1 人 四 ‘prtdsdt, az0 


(3.5.36) 
只 要 求 得 Green 函数 G!'(r ,r,t), 上 式 右 边 全 部 已 知 . 下 面 作 几 点 说 明 : 
(1) 热传导 的 反 时 间 初 值 问题 是 不 适 定 的 ,但 式 (3.5.33) 和 (3.5.35) 是 共 思 
方程 的 反 时 间 初 值 ( 即 给 定 := 本 , 求 :< 工时 间 内 的 解 ), 它 是 适 定 的 。 
(2) 式 (3.5.36) 中 了 为 任意 选取 , 故 可 视 为 问题 的 解 . 比较 式 (3.5.34) 和 
(3.5.36) ,右边 对 时 间 变 量 的 积分 均 是 从 0 到 工 ,但 式 (3.5.34) 左 边 是 u(r”,:)， 
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而 式 (3.5.36) 左 边 是 x(r~,T). 可 以 证 明 两 者 是 一 致 的 ,因为 一 般 由 式 (3.5.33) 
定义 的 Green 函数 有 性 质 

GOryr tt)=0， 当 >t 《当然 仍 有 ti<T) 
故 式 (3.5.34) 中 对 上 的 积分 实质 上 变 成 从 0 积 到 : 

(3) 当 边 界 条 件 为 齐 次 时 , 式 (3.5.36) 应 与 式 (3. 4.40) 一 致 ,比较 是 容易 的 : 
利用 本 征 函 数 展开 法 ,G(r,r ,i) 满 足 式 (3.4.8) 和 (3.4.9)( 正 时 间 题 ,给 定 :=0 
时 刻 的 值 , 求 :>0 时 间 的 值 ),G* (r ,xr',z) 满 足 式 (3.5.35)( 反 时 间 题 ;给 定 := 厂 
时 刻 的 值 , 求 :< 工时 间 的 值 ) 的 解 分 别 为 


GOrr st) = De pri(r’) gp, (r), :>0 (3.5.37) 
m=1 


GI (Prt) = > erioT g(r ) 9p, (r), :<T (3.5.38) 
之 ， 9 
2 一 | 


显然 有 
G(ryr ,tt)=G(r,r’,T-—1) (3.5.39) 
利用 上 式 , 不 难 比 较 当 边界 条 件 齐 次 时 , 式 (3.5.36) 和 (3.4.40) 完 全 一 样 . 
(4) 式 (3.5.36) 可 应 用 于 Cauchy 问题 ,这 时 G 7” (rr, 划 应 为 基本 解 CU (r， 
r,t) ,要 求 在 无 穷 远 处 很 快 趋 于 零 ,于 是 式 (3.5.36) 中 对 面积 分 一 项 应 为 零 , 故 
T 
u(r’,T)= | | fr 60 ror ,t)dtdr+ | oulr OGd rr ,0)dr 
由 式 (3.4.66) ,显然 


Co (r,r’,t)= 


1 一 | 了 一 广 -| 
[Texp| 4(T-1) |， 4 


注意 :Go 不 是 热传导 方程 的 基本 解 , 而 是 其 共 元 方程 的 基本 解 . 
对 一 维 问题 , 式 (3.5.31) 中 面积 分 变 成 在 边界 点 积分 , 故 需 另外 处 理 . 这 时 ， 
区 域 R 为 :一 x 平面 中 的 矩形 ,如 图 3.5.2. 而 式 (3.5.31) 变 成 


| (vIlu ~ ulIl’ v)drdt = ls [~ pou + puv, ,puv |drdt 
R R 
= 中 [= pvur+ puv, ,ouv | .nd 
oR 


--| puvw |，- dz+ | puv |, -rd (3.5.40) 


T 
+| 一 puur pvx ] | -dz [~ ris+ jw]| -ud 
因此 ,对 一 维 混合 问题 
Iu= f(zx,t),r€E(0,1),1>0 (3.5.41) 
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x 


(0,0) n=(0.-1) (10) 


图 3.5.2 区 域 尽 为 上 + 开平 面 中 的 矩形 


u |,20= u(x,0), 


9 9 
(sp 总) = g1; (su + pe)| =g; . (3.5.42) 


1 之 一 0 
定义 Green 函数 G (zz ti) 
II*G*=0, xz €(0,7), 0<t<T 
G!|,-r=6(zx,7r )/o(z) (3.5.43) 
2 9G! 
(as Bi 9 工 ) 1=0 
式 (3.5.40) 中 取 wv=G!(x,x ,it), 则 有 


Tr 1 
xz ,T)= | | G’' (rr ,it)f(r,t)drdi+ | px)u(z,0)G’ (zz ,0)dz 
TG , 9G - +au_ aG” 
+ a ar “az ) a 0 (6 ar ”ar ) 
(3.5.44) 


上 式 最 后 二 项 可 用 式 (3.5.42) 和 (3.5.43) 中 边界 条 件 消去 w 和 uw,， 由 于 


9 


、 十 
=0; [6 +B ) 一 0 
工 二 上 


dt 


9 + DGT+ 
(zu-B 总 ) 0 81 (ac -p10 ) _,=0 (3.5.45) 
设 al 关 0, 于 是 有 关系 ， 
.+9u 9G _ pg19G’ 
pO -各 条 (3.5.46) 
对 端点 x = /同样 有 
,au 9G! _ pg29G! 
-p(6 Ey )| .= a Bx (3.5.47) 
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于 是 可 得 
Tel 
ulzr’,T)= | | G (zz ,t)f(z,t)drdt+ | o(zjx(z0)G (zir ,0)dx 


Tp(0)g1(t) 3G* (0z it) 7T pl)g2(t) a3G* (LT st) 
+ | al 9 dt |， a2 9 人 di 
(3.5.48) 
对 Bi 和 Bs 关 0 可 以 得 到 类 似 的 关系 式 . 
3.5.4 ” 双 曲 型 方程 的 Green 范 数 
考虑 波动 算 子 式 (3.5.4) 的 混合 问题 
IHu= Fr,i)， r€G, 1:>0 
u(rst) io=u(r,0); wlr,t)|, .0= u(r,0) (3.5.49) 


(z+p 半 ) =b(r,t), rE€EaG, i>0 
njlaG 
定义 柱 形 区 域 R 如 图 3.5.1, 由 广义 Green 公式 (3.5.7) 
| Clu -xd0 = | 9 po vut pu Vv,pou -puor]dg 
R 


= [pvYutpuyYv,povu— puv)nd\ 
aR 


= | (— poVzx + puVvo) nd) (3.5.50) 


十 | (pvus 一 px)dr — j,. pvu,— uv)dr 


定义 式 (3.5.49) 的 Green 函数 G7 (r ,rr ,i) 满 足 
HG; =0, nr€G, i1<T 
aG+ 
9t 


G2 | -7=0; 


=6(r-—r )/p(r) (3.5.51) 


t=T 

+ 9G7 
Ce + 有 元 ) jo 
式 (3.5.50) 中 取 v= G2 ,而 满足 式 (3.5.49), 则 


| pl(vu— uvi)dr= ~ u(r’,T) 
ar 


故 


T 3 “+ 
u(r ,T) =-| | G3 (ror, fr edrdet | 2 Gz 322 + C2 
0JG aR, 9n adn 


ur,0) 9Gi (rsr’,0) 
] po G: Cr,r ,0) at u(r,0) 9 Jar 


ja 


(3.5.52) 
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利用 式 (3.5.49) 和 (3.5.51) 中 边界 条 件 
、 十 9u 9G7 只 
| 户 ( G2 In +u 元 )az 


工 9G7 (Cr 六 
| 中 pr)b(r,t). or ri) sqs, a 天 0 
0 9G 7 


a 


-| or) Grr,r,t)dsdt, Bz0 
0 Ho6G B 
假定 a 关 0, 可 得 
T 
u(r’,T)= -| | Gi Gr, f(r, ddr 


3 、 十 7 
C2 (rr Jar 


-| o| Gi (r,r ,0)u(r,0)— u(r,0) di 


T 9Gz 
加 | plr)b(r,t) 2C2 rr :sg (3.5.53) 
0 9G nn 


比较 上 式 与 式 (3.4.62), 当 边界 条 件 齐 次 5=0 时 应 一 致 . 事实 上 因 


Gar,r’,t) = 之 pr ) par), 1:>0 (3.5.54) 
而 . 
Gt (rr’,t) = Se TD) gr), 1 < 工 
(3.5.55) 
故 
Gi (ryr’ ,tt)= G(r,r,t- T); C2 tr Grr,T) 
Gi (rr ,0)= Grr ,—T)= -G(r,r’,T) 
代入 式 (3.5.53) 即 可 证 明 , 式 (3.5.53) 与 (3,4.62) 完 全 一 致 . 
一 维 情形 与 3.5.3 小 节 同 样 处 理 
Hu= f(x,t), 7xE(0,l), 1>0 (3.5.56) 
u |,-0= u(x,0); us|,-0= u(x,0) (3.5.57) 


9 9 
(eu-Bi = g1; (stp)| _ ,82 (3.5.58) 
广义 Green 公式 为 


| (zw - ullv)drdi = | Vv :[ -poust puvi, ovu— uv) Jdidx 
R 


r=0 


(3.5.59) 


T 
dz 十 | p(— wrt uv)| ,dt 
=0 


= | plww wo) 
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i T 
+ own uo)| dar- | pO wt uo) | sodt 
0 1:=T 0 


取 v 二 G7(x,Xx ,t) 满 足 
IIG; =0, zz €(0,71), 0<i<T 
DG7 


Gi 1,-r=0 可 ， =6(x,zx’)/p(z) (3.5.60) 
9G 、 aG7 本 
(cz -Pi 全 0 (ec: + p> 3 ) 2 0 


T fi 
u(x’,T)= -| | Gi (zz ,it) f(x,t)drdt 


T ‘+ Ou 9G2 _ T n+ ou 9C2 
+ al C2 rt ra ) 1 |， G2 了 + ) od 
(3.5.61) 
DG “ 
一 | es (并 ,并 .02 - 0) u(x.0) 2 Tt 0) 站 0 az 
利用 边界 条 件 并 设 xy 和 4, 关 0 
u(x ,T)= 一 | Gi (zz ti)Fzt)drdt 
(3.5.62) 
上 pO)g1(2) .962 (0,7 0D) (7 PAD82(D) 9067 (hr 0) 
9z é 0 Q2 dx 


2 全 0) 2 (zr 0 a. 


一 | [ec: (zz ,0) — u(r,0) EF 
当 46。=0 是 工 的 本 征 值 时 ， 大 须 引 进 广义 Green 函数 . 事实 上 ,这 时 式 
(3.4.46) 不 可 能 满足 式 (3.4.49), 式 (3.5.55) 也 不 可 能 满足 式 (3.5.51). 验证 如 
下 . 
由 式 (3.4.46) 或 (3.5.54) 


EAA (3.5.63) 
t li=0 m=1 
但 由 式 (3.4.49) 

2C 一 A ? 一 < 证 Ed 

Ea i0 or) 之 82 人 (7 ) pa (r) 


= 20 (rr ) polr) + 2 Pal) pnlr) 


比较 上 二 式 ,显然 式 (3.4. 46) 不 满足 全 条 件 ， 但 如 果 我 们 要 求 Green 函数 满足 的 
初始 条 件 改 成 


eh 
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E20) /or) per) golr) 
上 |,=0 
问题 就 不 存在 了 . 于 是 可 定义 混合 问题 式 (3.4.41) 的 广义 Green 函数 G, 满足 
IG,=0, rr EG, 1>0 
、 QC>? 加 ; x 
G2| ,0=0; Br =6(r,r )/p(r)— go (r’ )po(r) (3.5.64) 
t=0 


=0 


,29 02 
e018 3 | 


a6 
这 时 
、 ， 2 sin VA,t 
G(r,r ,1t) = 2 二 
仍 成 立 . 对 定 解 问题 式 (3.5.49) ,讨论 相似 . 定义 广义 Green 函数 Gz 
IHC> =0， rr EG, it<T 
9G7 
9t 


pir ) 9p, (r) (3.5.65) 


GY | ,r=0; 


=86(r—r )/o(r)- po (r )opolr) 
了 


(3.5.66) 


、 9G2 
(cz +p 5 ) ,0 


这 时 通 解 式 (3.4.62) 和 (3.5.53) 中 应 增加 项 cgo(r) ,其 中 * 为 任意 常数 . 


习 用 三 


3.1 写 出 用 $ 函数 表示 的 电 偶 极 矩 表 达 式 . 
3.2 哨 数 
o(z)= ar -1) 
表示 一 维 电 荷 密度 分 布 ,解释 其 物理 意义 . 
3.3 证 明 


3(z+a) = D8"(z). 
mn=0 


3.4 证 明 
2 
A | x 1= 28(z) 


提示 :利用 关系 |x|= H(zx)--xH(-x). 
3.5 证 明 当 =.r(6,7),y= y(&,7) 时 ,有 
_L 


SGz -xzo)3(y- yo) = Te 60)5( 7 — 70) 
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其 中 了 是 变换 rz= z(6,7),y=y(e,7) 的 Jacobi 行列 式 ,(zo,yo) 是 (6 加) 的 对 应 点 . 
此 证 明 在 极 坐标 下 


d(x -xo)(y— yo) =La(r — ro)3CP — go). 
3.6 计算 积分 


1= 上 cosarcosbrdrz ， (a>0,b>0). 
3.7 验证 8 函数 的 弱 收 敛 公 式 
1 sink(x—- zx’) 
x XxX-x 
.1 1—r? 
(2) lim 2x1—2roos(0 ~ p)+r? 
3.8 证 明 
(1) 在 球 坐 标 下 


(1) lim =6(zr— x); 


=6(0— 9). 


3(r) = )_ 8(r-0')_ _8(7) 


(2) 在 极 坐标 下 


_ 5(r—-0*+) 8'(r-0')_ 8(r) 

a(r)= 2xr 2r 本 mn 
3.9 证 明 一 维 波动 方程 Cauchy 问题 的 基本 解 

aGCzz ta2GCzz yb 

ar? 2 ar? ” 


Gl,-0=0; G | -0o=6(z-z) 


zz E(-oco,oo)， ! >0 


ee: [x-x’ 委 ux 

0; |z-x | 之 at 
提示 :用 Fourier 积分 法 . 

3.10 ”证明 二 维 波动 方程 Cauchy 问题 的 基本 解 


GO 9G 9G ， ， 
= 让 让， (x,y,x ,y )E(- co,oco)， :>0 


G|,o = 0; G|,o= (x -x )6(y~y) 


元 一 一 二 一 一 ; r-r |<at 
G(llr-r|,t)=4 TV (at) Ir-r|? 
0; [rr 之 at 
其 中 |r-r|=vy(x-x t+(y-y)】. 提示 :利用 关系 式 

.1 _. . 
ar)= 去 | cordbi | ns (at)?— 六 
0; Ci， 

3.11 在 第 一 类 边界 条 件 下 ,和 矩形 区 域 Laplace 算 子 的 Green 函数 满足 


at>r 
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3.14 


3.15 


3.16 


-VG=6(r,r ;y,y ), xX,x E(0,a),y,y E(0,6) 
Cl-o=Gl, -=Gl.-n Go=0 


证 明 Green 基数 为 


i 2 一 四 了 
1 nl nr. mar . 了 TY . nny 
~ 一 十 | 一 SiN sin Sin Sn ~ 
a a a a b ob 


G(r,yyx ,sy ) = 
(xr,yix ,yy ) 也 


在 第 一 类 边界 条 件 下 , 柱 内 Laplace 算 子 的 Green 函数 满足 
1 9 DC 1 了 CG 1， Da2CG 
pA 

PE (0,4a), 9E[0,2r]， z€ (0,L) 
Gl -=G|. -or=0 


1 / , ’ 
5 + 可 ooo pp— yg )(z—z) 


证 明 Green 函数 为 


其 中 x” 是 m 阶 Bessel 方程 的 第 n 个 根 :J (zx")=0. 
用 Fourier 积分 法 求 一 维 Helimholtz 算 子 的 基本 解 

COE) + 2G(z,z)= -SC(z,r )， a>0. 
用 Fourier 积分 法 求 二 维 Helmholtz 算 子 的 基本 解 

VG+AG= -6(r,r’), 2 >0. 
求 球形 区 域内 波动 方程 的 含 时 Green 函数 
Go=a2TG+S(Crr)S(t ti )， (r<R) 
G|,-R=0; G|<=0 

提示 :用 球 内 Laplace 算 子 的 本 征 函 数 式 (2.4.35) 展 开 

G(r,r’;t,t’) = Sy y Dg, 1 ) frm (rr,0,9) 


i=0m=-Iln=1 


而 gm 满足 方程 


dem(est) (MA) gm(t,t)= — 8(t,) 
dt 
gin(t,t')| ,=0 
然后 用 Fourier 积分 方法 求解 上 述 方程 . 
证 明 二 维 圆 形 区 域内 波动 方程 的 含 时 Green 函数 
Gun=a VG+6(r,r )8( ,7), (r<R) 


Gl|,-r=0; G|<…=0 


~ -， 上 _ 1 . 1 sme- 9 ) (党 六 (全 小 
Glrrsnt) = HR 2 pe 了 Rr? 总 


mlm zc ) 
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其 中 x 是 mm 阶 Bessel 方程 的 第 n 个 根 :J (x )=0. 
提示 :过程 与 上 题 类 似 . 
3.17 利用 镜像 法 求 二 维 平面 第 一 象限 内 的 Green 函数 
-VG=6(r,7r )6(y,y ), zz >0, y,y >0. 
G|,- ,0=0 
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本 章 介绍 用 变 分 法 求 本 征 值 问题 及 边 值 问题 的 近似 解 , 此 法 在 物理 及 工程 技 
术 中 有 十 分 重要 的 应 用 . 主要 内 容 有 : 4.1 节 介绍 变 分 法 的 基本 问题 ,是 全 章 的 
基础 ; 4.2 节 讨 论 变 分 法 在 本 征 值 问题 中 的 应 用 ; 4.3 节 关 于 变 分 法 在 边 值 问题 
中 的 应 用 . 最 后 ,在 4.4 节 介 绍 几 个 十 分 有 用 的 变 分 近似 方法 , 主要 介绍 最 速 下 降 
法 和 共 力 梯度 法 . 


4.1 变 分 法 的 基本 问题 


变 分 法 的 基本 问题 是 求 泛 函 的 极 值 问 题 . 因此 , 首先 介绍 泛 函 和 泛 函 极 值 的 
基本 概念 , 然后 讨论 各 种 情况 下 如 何 求 泛 函 极 值 满足 的 必要 条 件 . 


4.1.1 泛 函 和 泛 函 极 值 的 基本 概念 


考虑 著名 的 最 速 降 线 问题 : 如 图 4.1.1, 在 垂直 平面 + - y 内 给 定 两 点 A 和 
B, 求 通过 (4 ,B ) 两 点 的 曲线 y= y(z )， 
使 一 质点 在 重力 g 作用 下 从 A 滑 到 B 所 
需 时 间 最 短 ( 假 定 无 摩擦 ). 显然 ,连接 
(4,B) 两 点 的 曲线 有 无 数 多 条 ,因此 ， 
这 是 一 个 极 值 问 题 . 下 面 写 出 这 个 极 值 
问题 的 数学 表达 式 . 根据 运动 学 ， 质 点 
的 速率 v 由 下 式 决 定 

v= V2gy(z) (4.1.1) 
图 4.1.1 最 速 降 线 问题 故 从 A 点 到 B 点 所 需 总 时 间 为 积分 


ee 专 盖 d (4.1.2) 
其 中 ds 为 曲线 的 弧 长 
ds = V(dz)z+ (dy) = V1+ ydz. 
于 是 我 们 的 问题 可 归结 为 : 求 通过 两 定点 的 曲线 y(z) 使 积分 个 达到 最 小 值 . 极 
值 问 题 式 (4.1.2) 的 特点 是 : 所 求 极 值 不 是 通常 的 函数 极 值 , 而 是 定 积分 的 极 值 . 
这 个 定 积分 随 着 荐 数 y = y(z ) 的 不 同 而 取 不 同 的 数值 , 称 这 种 随 给 定 函 数 取 确定 
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值 的 对 应 关系 为 泛 函 . 式 (4.1.2) 中 定 积分 TT 即 是 一 个 泛 函 , 像 这 种 求 泛 函 的 极 
值 问 题 , 称 之 为 变 分 问题 ， 
必须 指出 ; 正如 函数 的 极 值 ( 极 大 或 极 小 ) 是 在 极 值 点 的 邻 域内 比较 而 言 , 泛 
函 的 极 值 也 是 相对 于 某 函 数 的 邻 域 而 言 的 . 以 泛 函 式 (4.1.2) 为 例 , 来 说 明 函 数 
邻 域 的 概念 . 显然 , 要 使 式 (4.1.2) 有 意义 ,y= y(x) 在 xE(la,6b) 至 少 必须 要 有 
连续 的 一 阶 导 数 , 即 y 属于 C!'(a,6). 
设 泛 函 全 在 y= &(z) 处 达到 极 值 , 则 y= &(x) 的 邻 域 定义 为 : 对 某 一 。 >0， 
满足 条 件 
|y(x)— é(r)|< e, rE€la,b) 
|y(z)- E(x)|l<e, xzE€(la,b) (4.1.3) 
的 函数 y(x ) 称 为 属于 上 6(z) 的 一 阶 8 邻 域 . 于 是 泛 孙 本 在 y= &(xz) 处 达到 极 值 
的 意义 是 指 : 对 某 一 阶 es 邻 域 中 所 有 的 y= y(z ) 都 使 
T(&) 记 T(y)( 极 小 ); T(E) 之 T(y)( 极 大 ) (4.1.4) 
使 工 取 极 值 的 函数 称 为 极 值 函数 . 如 果 对 全 部 可 允许 类 函数 恒 有 
TS) 和 TOy) 或 T(E) 宇 T(y) 
则 称 泛 函 了 在 >y= (zx) 达到 最 小 值 或 最 大 值 . 
下 面 推出 使 式 (4.1.2) 中 人 取 极 小 值 的 必要 条 件 . 为 一 般 起 见 , 式 (4.1.2) 
写成 


J(y) = | (zsyy)dz (4.1.5) 


其 中 f 是 给 定 的 函数 . 设 y= y(z) 使 了 取 极 值 , 则 对 y= y(z) 邻 域内 的 函数 
y”(z)， 应 有 
J(y) 宇 J(y*) 或 者 Jy) 委 JCO”) 


取 
y” = y(x)+ ay(z) (4.1.6) 
因 y(x) 及 y* (x) 都 通过 定点 (A， B), 故 要 求 7(z ) 满 足 端 点 条 件 
7(a) = ny(b)=0 (4.1.7) 


当 a 足够 小 时 y 属于 y(z) 的 邻 域 . 考虑 J 在 y 的 值 
J(y”)= [Czy ,yy”)dz = [tz,y + ay,y (z+) + ay (+)Jdzr = (a) 


(4.1.8) 
由 于 y(z) 及 ?7(z) 给 定 后 , J 是 参数 a 的 函数 ,由 假定 本 在 y 处 取 极 值 , 亦 即 a = 
0 是 J(a) 的 极 值 点 . 根据 函数 极 值 的 必要 条 件 应 有 三 (e) |。-o=0. 由 上 式 


Tae oo0 一 | [zz) + je (7)] dr=0 


da 9 
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对 第 二 项 作 分 部 积分 


i 0 民 + | wz) 人 - fy jar =0 (4.1.9) 
由 式 (4.1.7) . 
i (ser 0 (4.1.10) 


因 满 足 7(e)= wm(5b)=0 的 函数 y= y(x) 有 无 穷 多 , 故 要 求 式 (4.1.10) 恒 成 立 必 
有 


-afr=0 (4.1.11) 
展开 后 即 有 
of dy ， 9f dy ， ef 9f _0 (4.1.12) 


ay dz? ”35 dz ”5 9y 
由 上 式 知 , 要 求 y(x) 在 [a,5] 上 二 次 连续 可 微 , 且 f 关于 其 变数 有 相应 的 一 阶 和 
二 阶 的 连续 偏 导数 . 显然 , 积分 式 (4.1.2) 或 (4.1.5) 有 意义 只 要 求 y(x) 有 连续 
的 一 阶 导数 就 可 以 了 . 因此 式 (4.1.11) 仅 仅 是 必要 条 件 , 称 为 泛 函 式 (4.1.5) 的 


Euler 方程 . 令 
= ) ry, 6 6 d 
5) 二 ae yj , +| (4- gx) )a>dz (4.1.13) 


称 8y 为 y(z) 的 一 阶 变 分 , 而 6] 为 泛 函 J(y) 的 一 阶 变 分 . 类 似 于 函数 的 一 阶 微 

分 在 极 值 点 为 零 , 泛 函 的 一 阶 变 分 对 极 值 函数 也 为 零 . 因 要 求 式 (4.1.5) 中 函数 

y=2?(z) 通 过 固定 的 端点 (4 ,B), 故 上 述 变 分 问题 亦 称 为 固定 端点 的 变 分 问题 . 
对 含 多 个 函数 或 高 阶 导 数 的 情形 ,讨论 完全 相似 . 例如 对 泛 函 


J(y,z) = | rzsysy zadz (4.1.14) 


设 y(x) 和 z(xz) 使 J(y,z) 取 极 值 , 在 相应 的 一 阶 e 邻 域 中 取 y(x)+an(zx) 和 和 
z(xz)+ 弃 (xz), 可 得 


a = fo) + (Ey )avar + feas]| + (#. ~ Ef jardr = 0 
因 满 足 条 件 y(a)= 7(6)=0 和 &(a)=&(5b)=0 的 函数 有 无 穷 多 , 故 有 
fAfy = 0; 广 -总 大 = 0 (4.1.15) 


方程 (4.1.11) 或 (4.1.15) 可 有 变 分 基本 引 理 引出 . 设 函 数 7(z)ECifa,o] 
并 且 满 足 边界 条 件 (a)= 5)=0, 如 果 对 于 yE C![a,65], 都 有 


[yx) vr)dr =0 (4.1.16) 
则 恒 有 y (zx) 寺 0, x E (a,5). 用 反 证 法 证 明 : 假定 存在 某 点 EE (a,5b) 使 
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y(E) 天 0, 不 妨 假定 y( £)>0, 由 y 的 连续 性 , 存在 & 的 某 个 5 邻 域 (& -5,&+5)， 
在 该 邻 域 有 y(z) 宇 C( 常 数 ), 其 中 0<C< y(&). 作 隔 数 


0， 2 委 工 二 名 
n(x) er er tI<zxr<é, (4.1.17) 
0， 委 工 委 0 


其 中 如 =6-6,6=e+G. 于 是 

5 €, € 

| yz)y(z)dz = | y(z)7(z)dz 之 C | n(xz)dr > 0(4.1.18) 
与 式 (4.1.16) 矛 盾 ! 故 在 (ae,2) 上 恒 有 y(z)=0. 


对 二 元 函数 ,同样 有 变 分 基本 引 理 : 设 有 限 区 域 为 G, 边界 3G, 在 G 内 
zx(z,y) 连 续 , 如 果 对 任何 满足 边界 条 件 w(x ,y)1cECI! 的 函数 7(z,y)， 都 有 


| ur) yr,y)ardy = 0 (4.1.19) 


则 在 G 内 恒 有 u(x,y)=0. 该 引 理 的 证 明 与 一 元 情况 类 似 . 
Euler 方程 的 一 个 特殊 情况 是 , 如 果 f(z,y,y ) 与 x 无关, 则 式 (4.1.11) 可 
大 大 化 简 , 由 于 


d ,,, va dfy ar ,af ,af ,df ar 
eA 
因此 

yfy -了 = C( 常 数 ). (4.1.20) 


例 4.1.1 最 速 降 线 问题 : 由 式 (4.1.2) 


(zyy yy) = (4.1.21) 


可 见 了 与 zx 无 关 , 由 式 (4.1.20) 


, , ” 1 + -1 
yf -f=y > 一 >— = = C( 常 数 ) 
Vy(l+ y) > Vy(l+y’) 
(4.1.22) 
即 
y(1+ y“) = C( 常 数 ) (4.1.23) 
令 y =tant 代入 上 式 得 到 y= Csin*t. 由 
dz = > = 2Csinzidl = C(1 ~ cos2t)dz 
得 y(z) 的 参数 方程 为 
工 二 c(e — Fsin2t )+ Ci; y= ES(1 - cos21) (4.1.24) 


第 四 章 ” 变 分 近似 方法 189 - 


常数 C 和 CC) 由 A 和 B 两 点 决定 . 这 是 经 过 A 和 有 两 点 的 摆 线 . 
例 4.1.2 求 下 列 泛 函 的 Euler 方程 ,并 要 求 >(z) 通 过 两 定点 (A,B) 


J(y) = #/ [sce) (BE) + ace)y az (4.1.25) 
由 
3) = | [oz 生生 +o(z)ysy]dz = | [pC7) BBY + (2) yey dr 
对 第 一 项 分 部 积分 
SJ (y) = [p(xr)y (zx)6y] 
因 端 点 固定 8y(4) =8y(5)=0, 故 
ay) = | [- 直 [262) )+ eCz)y]sydz 
由 8/ =0 得 Euler 方程 
-二 | wz) 笠 |+ q(z)y(z) = 0 (4.1.26) 


显然 上 式 是 Sturm-Liouville 型 方程 . 又 因 要 求 y(x ) 通 过 定点 (A,B) 两 点 , 故 还 
有 边界 条 件 


‘ +|[- Ep(7) 2 十 q(x)y Jaydx 


y(x) = y(b) (4.1.27) 


ai y(z)| _, 
式 (4.1.26) 和 (4.1.27) 构 成 第 一 类 边界 条 件 的 Sturm-Liouville 边 值 问 题 . 
4.1.2 多 个 变量 的 变 分 问题 
考虑 二 元 函数 u(x，y) 的 泛 蚂 
J(u) = | FCsy uu )drdy (4.1.28) 


其 中 下 是 给 定 的 函数 . 假定 有 足够 阶 数 的 偏 导 ( 关 于 变 元 二 y，2，xi 及 u,), 所 
谓 足 够 阶 偏 导 , 意义 见 下 面 的 讨论 . 设 G 的 边界 为 9G, 在 9G 上 给 定 


u(r,y) sc = uo(T,y) (4.1.29) 


我 们 的 问题 是 求 满足 上 式 的 函数 n(x,y), 使 泛 池 J(u) 取 极 值 . 设 n(x,y) 使 
J lu) 取 极 值 ， 则 在 u(x ,y) 的 邻 域 内 取 比 较 函 数 u* (xx,y) 


zt zy) = u(x,y) + an(r,y) (4.1.30) 
其 中 a 是 小 参数 . 因 u(x,y) 和 wu (zy) 在 9G 上 都 满足 式 (4.1.29)， 故 要 求 
n(x,y) lac = 0 (4.1.31) 


对 wu*, 泛 函 J 丁 的 值 为 
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J(u’) -Fe ,us )dzdy 


=|| Fr,y,r 十 Qn ,Ur + anr»s Uy 十 ay)dzdy = J(a) 


(4.1.32) 
因 J(u) 在 u(xz,y) 取 极 值 , 亦 即 a=0 时 J (a) 取 极 值 , 于 是 由 极 值 条 件 得 


dJ (a) 
de =|| ron + Fnr 十 Fm )drdy 
3 3 
-用 (ER - Fe ~ HF, jC, 3dzdy 


+ [2 9 Pay 了 |azdy (4.1.33) 
第 二 项 可 用 平面 Green 公式 化 成 9G 上 的 积分 
NPE, ?Pon) aa = | (Fdy - Fosdz) 


9 工 
利用 式 (4.1.31), 这 个 积分 为 零 . 于 是 有 
a 
|| (x, 一 Pus 一 3 hz y)dzdy 三 0 (4.1.34) 


因 w(x, y) 任 意 , 故 上 式 恒 成 立 要求 
忆 -一 -一 汉 =10 (4.1.35) 


上 式 即 为 泛 函 式 (4.1.28) 取 极 值 的 必要 条 件 . 由 于 上 式 是 关于 u(x,y) 的 二 阶 偏 
微分 方程 , 故 要 求 u(xz,y)EC(G), 又 展开 上 式 后 知 要 求 下 关 于 所 有 的 变量 具 
有 连续 的 二 阶 偏 导数 . 这 些 条 件 都 是 运算 过 程 外 加 上 去 的 . 事实 上 , 只 要 xz(z,y) 
具有 连续 的 一 阶 导数 , 式 (4.1.28) 就 有 意义 了 . 

对 个 变量 的 情况 , 不 难 做 类 似 运算 , 推出 相应 的 Euler 方程 


J(u) = 上 ez ,ar Ur )dzl drn (4.1.36) 


一 阶 变 分 


dF aF oF 
8J (u) -| Ez + 5 Gu， 十 … 十 Perdue, ard 


aF "9 /oF "9 {9F 
,| -> We ra 


i=1 


dz"dz, 


(4.1.37) 
利用 2” 维 空间 的 Green 公 


jj > 和 (Furidu) dr ‘dz, = -> Fuz cos03xdS 
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又 在 边界 上 Su yc=0, 故 上 式 代 入 式 (4.1.37) 得 到 
9 "9 /9F 
8J(u) = 咱 守 - >) a (Br Jawadrrds, 三 0 


于 是 式 (4.1.36) 的 Euler 方程 为 


于- 寺 (下 )} = (4.1.38) 
例 4.1.3 求 下列 泛 函 的 Euler 方程 
1) =][( 闫 ) + ( 闫 ) + (六 ) Jar (4.1.39) 


u( 工 ,y,z) 在 边界 9G 上 给 定 


= uo(x,y,z) (4.1.40) 
aG 


u(x,y,z) 


由 式 (4.1.38) 容 易 得 Euler 方程 
+ Pu = 0 (4.1.41) 


上 式 是 Laplace 方程. 因此 , 求 泛 函 式 (4.1.39) 的 极 值 问题 化 为 求 Laplace 方程 的 
第 一 类 边 值 问题 . 
例 4.1.4 求 下列 泛 函 的 Euler 方程 


J(u) = | [Lp(vu) + (9 -ioju2ldr (4.1.42) 
其 中 x 在 边界 9G 上 给 定 . 由 式 (4.1.38) 得 Euler 方程 为 
—Y*: (PpYu) + gu = Apu (4.1.43) 
如 染 泛 函 中 含有 高 阶 偏 导 数 
J(u) = || Fs,ys ues uys ers uy uy)dzdy (4.1.44) 
其 中 w 及 其 法 向 导数 在 G 的 边界 9G 上 给 定 
u(x,y) ao = uo(T,y); a J ui(x,y) (4.1.45) 
可 以 推出 相应 的 Euler 方程 为 
aF, 9aF, OF, QF, oF, 
iar ay tar taray + oy 70.- (4.1.46) 
例 4.1.5 求 下 列 泛 函 的 Euler 方程 
J(u) = #0 + 2u2, + us)drdy (4.1.47) 


其 中 u(x ,y) 及 其 法 向 导数 在 G 的 边界 3G 上 给 定 . 由 式 (4.1.46) 得 Euler 方程 
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327 a2u a2n . 
于 +25- 辽 + 一 迄 =0 (4.1.48) 
ox ozgy 9y 


即 得 双 调 和 方程 
gu 94tu Ci 


97 + 97 yr 0 (4.1.49) 


4.1.3 变 端 点 问题 和 自然 边界 条 件 


以 上 考虑 固定 端点 (或 者 固定 边界 ) 的 变 分 ,本 节 讨 论 自 由 端点 (或 边界 ) 问 题 . 
这 时 存在 所 谓 自然 边界 条 件 . 首先 考虑 泛 函 式 (4.1.5) 


/ 
J(y) = | f(z,9,3 )dxz 


但 假定 y(z ) 在 端点 (A,B) 的 值 y(a) 和 y(5) 不 固定 , 于 是 由 式 (4.1.13) 得 一 阶 
变 分 
79) = (2683]| + | (~ Ef jaydz 
此 时 , 由 于 6y(a)、6y(5) 及 5y(z) 都 是 独立 变 分 , 因此 从 8] =0 可 推 得 
-=0 (4.1.50) 


以 及 在 端点 的 边界 条 件 


3f| 0, 3£| -0 (4.1.51) 
9y a 9y b 


式 (4.1.50) 为 Euler 方 程 , 而 上 式 则 是 要 求 满足 的 边界 条 件 , 这 样 的 边界 条 件 称 
之 为 自然 边界 条 件 . 
对 两 个 变数 的 泛 函 式 (4.1.28) 
SJ (wu) 


-|| (5 一 Jz u: 一 Fo jaudzdy 十 EA 十 二 (Fwav) |drdy 


-| 人 (E 一 EF, 一 FP, javdzdy 十 | [Fcos(n,z) + F, cos(n ,y)]SudS 
由 于 边界 上 u(x,y) 自 由 , 故 边界 上 5u(z,y) 也 是 独立 变 分 , 于 是 由 5J =0 推 得 
9F, 9F, 

P30 (4.1.52) 


及 自然 边界 条 件 
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Fcos(n,7x) + F,,cos(n,y) = 0. (4.1.53) 
例 4.1.6 对 泛 函 
1(u) = | [va + 2fuldr 
G 


可 推 得 Euler 方程 为 Possion 方程 
vi:u=f (4.1.54) 
而 自然 边界 条 件 则 为 第 二 类 齐 次 边界 条 件 . 
例 4.1.7 求 下 面 泛 函 的 Euler 方程 及 自然 边界 条 件 


J(u) = | acve + gu*—2fujdr- |] oem — hu’)dS 


(4.1.55) 
其 中 G 为 三 维 或 二 维 区 域 , 3G 为 其 边界 . 一 阶 变 分 为 


8J(u) = 2| Lp(vu) * VBu + gudu - féuldr — 2]| pg8u ~ hudu)dS 
q 
- 2||,» FdudS + ?| [- vv ou fudr 


一 2|| plgdu 一 hudu)dS 
DC 


u 


= ?| Cv- (pVYu)+ gu— fl8udr + [2( 闫 + hu 一 8) uds 


于 是 由 8] =0 得 Euler 方程 
~V:(pvu)+aqu=f (4.1.56) 
及 自然 边界 条 件 
9 
(hu + 并 ,=8 (4.1.57) 
利用 Green 公式 , 式 (4.1.55) 可 写成 下 列 形式 
1 =- [xy pou) ~ gu +2fu]-2|| pguds (4.1.58) 
G DC 
其 中 已 经 利用 式 (4.1.57). 如 令 L= -V. (pv )+g, 则 上 式 可 写成 内 积 的 形式 


J(u) = (u,Lu) -2(f,4) -2]|, pauds. (4.1.59) 


4.1.4 ” 泛 函 的 条 件 极 值 问 题 


在 许多 实际 问题 中 , 要 求 泛 函 在 一 定 约束 条 件 下 的 极 值 问题 . 下 面 考虑 两 种 

不 同 约束 条 件 下 如 何 求 泛 函 的 极 值 问题 . 
约束 条 件 为 函数 方程 : 这 样 的 问题 叫 测 地 线 问 题 . 典型 的 例子 是 求 位 于 曲面 
G(x,y;z)=0 (4.1.60) 
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上 通过 两 固定 点 (zxo, yo,zo) 和 (x1,y1,z1) 的 曲线 |z =z(x),y=y(xz) 首 使 泛 函 


J(y12) = | Fry ys ze )dr (4.1.61) 


取 极 值 . 显然 函数 >(z) 与 z(z) 不 是 独立 的 , 通过 约束 条 件 式 (4.1.60) 相 关 . 如 
果 能 从 式 (4.1.60) 中 解 出 y= p(x,z) 或 者 z= p(xz,y), 代 人 上 式 , 问题 即 化 为 
4.1.1 小 节 讨 论 过 的 情形 . 但 问题 是 一 般 很 难 从 式 (4.1.60) 解 出 y 或 >, 故 必须 
寻求 其 他 办 法 . 由 式 (4.1.61), 在 端点 固定 条 件 下 , J 的 一 阶 变 分 为 


_fafaF ,aFs ,oF ,3F 
8J(y,2z) -六 (下 ss 十 5yiy 十 8z 十 je ES 


-站 [加 -二 (外 )]v + [次 - 革 ( 关 )]s: 


dr (4.1.62) 


9oy dr\9y az dx\9z 
由 于 5y 和 6z 不 是 独立 变 分 , 不 能 直接 推出 Euler 方 程 . 但 由 式 (4.1.60) 两 边 取 
变 分 可 得 G,8y + G.5zx =0. 假定 G, 取 0, 可 求 得 变 分 6z 和 yy 的 关系 


G, 
6 = Ady 


代入 式 (4.1.62) 得 
vy.) = 丰 | 呈 -半路 )+ [至 -时 (加 -本 
因 5y 是 独立 变 分 , 故 由 洒 =0 可 推出 Euler 方程 


oaF d /9F oaF d /9F GyY 
上 式 即 是 要 求 的 方程 , 它 是 泛 函 式 (4.1.61) 在 约束 条 件 式 (4.1.60) 下 取 极 值 满足 
的 必要 条 件 . 


为 了 进一步 引出 所 谓 的 Lagrange 乘 子 法 ,把 式 (4.1.63) 写 成 ( 设 G, 天 0， 


G. 天 0) 
oF _d /3F oF dd /39F 
9 dr\9y | ez dzx\az 
G G, 


令 上 式 左 右边 等 于 同一 郴 数 -和 X(z) 则 有 
攻 + 4(z)G, |- 到 (六 )= 0 
[于 +4(x)6. |]- ral Ez 

其 中 函数 和 A(z ) 仍 是 未 知 , 但 再 利用 约束 方程 , 联 立 式 (4.1.60) 就 可 求 得 1(z)， 

y=y(z) 和 z=xz(x). 显然 , 式 (4.1.64) 是 下 列 泛 联 J(y,z) 的 Euler 方程 


=0 (4.1.64) 
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J (y,z) = Ty,2) + | Ca) Gr,y, 2)dr (4.1.65) 


于 是 , 我 们 只 要 构成 新 的 泛 函 J(y, <), 则 泛 函 J(y,z) 在 约束 式 (4.1.60) 下 的 极 


值 问 题 等 价 于 新 泛 函 J(y,z) 的 极 值 问题 . 对 新 泛 函 ,8y 和 8z 都 是 独立 变 分 . 这 
种 方法 称 为 Lagrange 乘 子 法 . A(x ) 称 为 Lagrange 乘 子 . 上 述 结果 可 推广 到 个 
变量 函数 的 泛 函 


J (y1,y21""" ,Yn) = Fry ya yy yy dr 

Gy yy) = 0, m = 1,2:…,p (p<n) (4.1.66) 

的 极 值 问题 . 作 新 泛 函 J 
J (ys yrs ys) 二 J(yi, y2 ,Yn ) 
十 > An (XT) Gn (y1, 2 , Yn) dr (4.1.67) 

则 泛 函 在 约 东 条 件 下 的 极 值 问 题 等 价 于 求 新 泛 函 的 无 约束 条 件 极 值 问 题 ,于 是 
可 求 得 Euler 方程 

d 2、 9G,, , 

一 [B+ Par) ee]=0, i= 1,2,…,n (4.1.68) 


上 式 有 ?个 方程 , 但 有 (n + pp) 个 未 知 范 数 (yi,y2,… ,yy ) 及 (41,42，,…,4p)， 另 
外 p 个 方程 即 为 约束 方程 . 

例 4.1.8 求 圆柱 面 z*+ y= R? 上 两 点 Pi 及 P2 之 间 长 度 最 短 的 曲线 . 设 
空间 曲线 的 参数 方程 为 


r= xr(t), y = y(1), z= z(t) (4.1.69) 
约束 条 件 为 . | 
G(r,y,2) = Xx:+y— R*= (4.1.70) 
建立 泛 函 
J(x,y,z) = | Vd (4.1.71) 


其 中 z， 和 zj 分 别 对 应 于 二 点 P! 和 P,. 由 式 (4.1.67) 


J (xX,y,2) = J(z,y,z) + | 2a) + y* — R2)dt (4.1.72) 


注意 到 在 圆柱 面 上 x = Reost ; y= Rsint,0<: 委 2x, 于 是 上 式 化 简 为 
J (zyyz) = | VR + ad (4.1.73) 
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Euler 方程 为 
d 之 
fa)-' (4.1.74) 
积分 后 得 到 zx = Cit + C，, 其 中 常数 Cl 和 Cs 由 点 Pi 与 P, 决定 , 因此 所 求 极 值 
曲线 为 圆柱 螺旋 线 
x=Reost; y=Rsint; z=Cit+C, (0&2x) (4.1.75) 
约束 条 件 是 积分 形式 : 这 种 问题 通常 称 为 等 周 问 题 . 典型 的 例子 是 求 一 条 通 
过 固定 两 点 (Po,P1)，, 长 度 固定 为 1 的 曲线 y= y(z), 使 面积 


S = | yx)az (4.1.76) 


取 极 大 值 . 这 个 问题 可 表达 为 在 条 件 
站 VT+ ydz = 1( 常 数 ) 
下 求 泛 函 的 极 值 . 考虑 较 一 般 的 情况 : 设 y(z) 通 过 (Po,P1) 两 点 , 满足 广义 的 等 
周 条 件 
Ji(y) = Gr,y,y)az = / (常数 ) (4.1.77) 
求 yY=y(z) 使 泛 函 
J(y) = [For,y,y)dz (4.1.78) 


取 极 值 的 必要 条 件 . 与 4.1.1 小 节 类 似 , 把 泛 函 的 条 件 极 值 问题 化 为 普通 函数 的 
条 件 极 值 问题 . 设 y(z) 满 足 式 (4.1.77) 且 使 式 (4.1.78) 取 极 值 , 在 y(z) 的 邻 域 
内 , 可 取 比 较 函 数 y* (zz) 

y’* (xr) = y(r) + am(z) + Br(zx) (4.1.79) 
其 中 a 和 8B 都 是 小 参数 ，7; 和 wo 满足 端点 条 件 

nn(zro) = n(xz) = 0; 72(zo) = Ta(zl) = 0 

与 4.1.1 小 节 不 同 的 是 ,比较 函数 y* (xz) 中 多 引进 了 一 个 参数 , 这 是 由 于 在 讨论 
函数 的 条 件 极 值 问 题 时 ,函数 至 少 必须 是 二 元 的 , 才 有 可 能 同时 满足 极 值 条 件 和 
约束 条 件 . 把 式 (4.1.79) 代 入 式 (4.1.77) 和 (4.1.78) 


Jila,B) J 1(y*) = | "G(x,yt+ a + Brsy tanit+Br2)dr=1 


J(a,B8) J(y”") = Fr,y + ap +pBh,y +anrt+ By2)dr 


(4.1.80) 
因 y(z) 是 在 条 件 式 (4.1.77) 下 使 泛 函 J(y) 取 极 值 的 函数 ,， 当 a= 8=0 时 ， 
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y" 三 y, 故 J(a,B) 在 约束 条 件 Ji(a,8)=!/ 下 , 当 wc=8=0 时 取 极 值 . 因此 , 我 
们 把 求 约束 条 件 下 泛 函 极 值 问 题 , 化 成 了 求 约束 条 件 下 普通 函数 的 极 值 问 题 . 根 
据 Lagrange 乘 子 法 , 应 有 


[2 ) + 人] =0=0 
B=0 
[8+ 6], -0 (4.1.81) 


注意 ; 这 里 4 是 常数 . 把 式 (4.1.80) 和 (4.1.81) 代 入 后 即 得 
ECE + aG) n+ (Fy + AGy) ildz =0 


| rs, + AG,)n2 + (Fy + AGy)y2Jdr = 0 (4.1.82) 
“0 


上 两 式 第 二 项 分 部 积分 并 且 利 用 端点 条 件 , 得 到 
[es, + 4G,) - (Fy + 2Gy) |ndz =0 


[Cm + ae - 藻 (R + 40) | rdz =0 (4.1.83) 
故 可 推 知 
F,+ 4G,- (Fy +AGy) =0 (4.1.84) 
上 式 是 关于 y(z ) 的 二 阶 常 微分 方程 ,这 个 方程 的 通 解 中 共 含 三 个 参数 : 两 个 积 
分 常数 和 4. 积分 常数 可 由 端点 条 件 决定 , 而 4 则 可 由 约束 条 件 式 (4.1.77) 求 得 . 
显然 式 (4.1.84) 是 泛 画 J(y) 在 没有 附加 条 件 下 的 Euler 方程 


J (y) = J(y)+ :| ”cadz = [cr + AG) dz (4.1.85) 


这 个 结果 可 以 推广 到 多 个 变数 情形 下 求 泛 函 条 件 极 值 的 Euler 方程 . 与 前 面 一 样 ， 
这 种 方法 也 称 为 Lagrange 乘 子 法 . 

例 4.1.9 固定 两 点 (4 ,B) 悬 挂 长 度 为 ! 的 铁 链 , 求 在 重力 作用 下 铁 链 的 形 
状 . 在 重力 作用 下 ,势能 为 


| J(y) = | V1l+y’dz (4.1.86) 
约束 条 件 为 | | 
| Vir =1 (4.1.87) 


在 重力 作用 下 势能 极 小 , 故 问题 变 成 在 约束 条 件 下 求 J(y) 的 极 小 . 由 式 (4.1.85) 
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0) = e+)VITy2dz 
(4.1.88) 
进一步 , 由 式 (4.1.20) 得 到 
G+AOVITP -Gy +) = Ci 


/i 


于 是 y+4=CivV1+y”, 令 y =sinht, 则 
3 十 从 一 Cicosht (4.1.89) 


图 4.1.2 悬 链 线 问 题 因此 


dz = -dy -cd 
sinht 1 


于 是 xz = Cit+ Cs, 与 式 (4.1.89) 一 起 消去 上 
(4.1.90) 


-C 
y+AA= Cicosh (= :】 
1 


土 式 表示 一 族 悬 链 线 , 其 中 (%,Ci,C,) 由 A 和 B 坐标 以 及 约束 条 件 决 定 . 
例 4.1.10 在 约束 条 件 


| pear =1 (4.1.91 ) 
下 , 使 泛 函 
1) = | Frys sudss dys de)dr (4.1.92) 
取 极 值 的 函数 w 满足 的 Euier 方程 
3 pu (4.1.93) 
当下 取 下 列 形式 
F = SF[p(Vu)? + qu’] 


时 , 式 (4.1.93) 即 为 

—~VY. (pVYu)+ qu = Apu (4.1.94) 
显然 上 式 是 本 征 值 方程 . 因此 本 征 值 问题 与 泛 隧 的 条 件 极 值 问 题 相关 联 ， 相 应 的 
Lagrange 乘 子 即 为 本 征 值 而 约束 条 件 式 (4.1.91) 相 当 于 归 一 化 条 件 . 


4.1.5 ” ”Hamilton 原理 与 最 小 位 能 原理 


” Hamilton 原理 是 指 任何 力学 系统 , 若 给 定时 刻 上 = ti 的 初始 状态 和 时 刻 1 = 2 
的 终结 状态 , 则 从 i 到 .tz 的 一 切 可 能 的 运动 状态 中 , 真实 运动 使 泛 商 ; 
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J = [Lat (4.1.95) 


的 变 分 =0, 其 中 工 = ~- U 称 为 Lagrange 函数 , TT 和 U 分 别 是 系统 在 t 时 刻 
的 动能 和 位 能 . 对 连续 分 布 的 力学 系统 ,，L=T- U、T 和 UU 分别 为 系统 的 La- 
grange 密度 函数 .动能 密度 和 位 能 密度 ,因此 


J = | | rard: (4.1.96) 


其 中 G 为 系统 占有 的 区 域 . 

对 与 时 间 无 关 的 静 力 学 问题 , 一 切 可 容许 位 移 中 , 真实 的 平衡 位 置 使 位 能 的 
变 分 5U =0, 如 果 平 衡 状 态 是 稳定 的 , 则 U 取 极 小 . 

例 4.1.11 考虑 两 端 固定 的 弦 , 设 弦 长 为 1, 密度 分 布 为 p(x), 内 部 张力 分 
布 为 r(x), 在 外 力作 用 下 做 横向 振动 . 设 位 移 分 布 为 w(x,t), 则 在 z+ 一 t+ +dx 
段 具 有 动能 dT 


dT = 二 po(z)z3dz 
而 位 能 
dU = r(x) (VTr dz - dr) Fr(r)uddr 
于 是 系统 的 Lagrange 函数 L(i) 为 
LC) = | [eC rz) uldz (4.1.97) 
根据 Hamilton 原理 ,真实 运动 u(x ,i) 使 泛 函 J(u ) 取 极 值 
710 = PCD0d = | Le) eC) ld (4.1.98) 
于 是 由 J (wu) = 0 可 得 波动 方程 
plz)un - 范 [r(z)uc] = 0. (4.1.99) 


例 4.1.12 膜 的 模 振动 , 设 膜 的 张力 r(z,y), 密度 po(z,y). 考虑 膜 在 垂直 
于 zx-y 平面 上 某 有 界 域 G 的 外 力作 用 下 做 微小 横 振 动 . 记 外 力 密度 为 F(zr,y， 
Li) ， 膜 垂直 于 x-y 平面 的 位 移 u(x,y,t)， 系统 的 Lagrange 函数 了 ;1 为 


上 
Li = 网 | bE -二 (ul + ws)+ fa |drdydt (4.1.100) 
i Gt2 2 


如 果 在 G 的 边界 3G 上 还 有 线 密度 p(s) 的 外 力作 用 , 并 设 o(;) 是 膜 的 弹性 系数 ， 
则 边界 3G 上 的 Lagrange 函数 为 


L; = 上 [eco - 去 Cs)u2 |dsde (4.1.101) 
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根据 Hamilton 原理 , 真实 运动 应 使 泛 函 
J(u) -| 
十 | 上门 [eu 一 os)u |dsd: 


取 极 值 .Ju ) 的 一 阶 变 分 
SJ (2) -| | [ou De 一 co 5 十 wy 3 )+ fou | dzdydt 


全 一 广 ( 友 + us) + fu jazavd 


+ ?| [p(s)— ol(s)u Jdudsdt (4.1.102) 
i aG 


对 上 式 第 一 项 作 分 部 积分 


ty 
2 Addu 
—— |dtidrd =| uu 
J (ee 3 ) idxdy 外 ， 


对 时 间 变 量 Su (zx,y,t1) = Su(x,y,t2) 二 0, 故 有 
| | Cs dzdyde = = -| | ( pundu)drdydt 
式 (4.1.102) 中 第 二 项 用 Green 公式 则 可 得 
|。 c( + 本 3 jazdrd: 


-| re ) + A ?Judzdydt -| [es 十 CS |ardyds 


£, a2n 


(4.1.103) 


ox 


-| | | ne ) ， dm pac -| | tluzcos(n,7x) + uycos(n,y)Jdudsdt 
代入 式 (4. 1. 3 得 
SJ(u) -站 上- pun +TVY' (CrVvu)+ fl6udrdydt 


+ [2(5) -zz 区 上 |]5adsdi (4.1.104) 


由 8] 寺 0 得 Euler 方程 
pun — VY* (trYu) = f(r,y,t) (4.1.105) 
及 自然 边界 条 件 ( 力 平衡 方程 ) 


r 3 + ol(s)u = p(s) (4.1.106) 
因此 , 求 泛 芳 的 极 值 问题 化 为 求 波动 方程 (4.1.105) 的 第 三 类 边 值 问题 ， 如 
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果 外 力 密度 与 时 间 无 关 , 即 为 f(z,y), 于 是 可 以 得 到 膜 的 平衡 方程 为 
V. (rvu) = f(r,y). (4.1.107) 


4.2 变 分 法 在 本 征 值 问题 中 的 应 用 


变 分 法 求解 本 征 值 问题 及 边 值 问题 的 基本 原理 是 : 把 一 个 微分 方程 的 本 征 值 
问题 或 边 值 问题 与 一 个 泛 函 的 极 值 问题 等 价 起 来 , 使 原来 的 方程 是 这 个 泛 函 的 
Euler 方程 ,然后 用 其 他 方法 ,如 Ritz 法 , 求 出 使 泛 函 取 极 值 的 卫 数 . 本 节 讨 论 变 
分 法 在 本 征 值 问题 中 的 应 用 . 


4.2.1 Hermite 算 子 本 征 值 问 题 与 泛 函 极 值 问题 的 等 价 
设 世 是 作用 在 Hilbert 空间 上 的 Hermite 算 子 ， 即 有 


(Lo1,92) = (91,L9p2) (4.2.1) 
或 者 
[rp0° par = | pi (Les)dr (4.2.2) 
下 面 寻 找 一 泛 函 (9), 它 的 极 值 问题 的 Euler 方程 恰好 是 本 征 方程 
Ly = 409 (4.2.3) 
为 此 上 式 两 边 乘 p* 并 积分 , 定义 泛 函 4( 9) 
| 9 “Ledr 
AP) = 三 (4.2.4) 
LP Pdr 
设 A 和 B 分 别 为 
A= |y*Lpdr; B= |pp° pdr 
则 


(9) = 全 (4.2.5) 
考虑 泛 函 A(9p) 的 极 值 问题 : 1(p) 的 一 阶 变 分 为 


3A(P) = Bi(B8A -A8B) = 十 (3A — 46B) 


SA = | pLapdr + | 39° Lodr; 5B = | oa +89 pdr 
故 
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SA(Co) ) = 吉 | | 8¢ ”LePdr + +| 9: Lapdr -2 (| po" Sopdr + + | oa， pdr |] 


= 吉 | [sr (Le - Mop)dr + | (Ly 一 Mo)agdr | (4.2.6) 
利用 工 的 Hermite 性 ， 上 式 第 二 项 变 成 
| wa — Ap)S9pdr = | sp[C -AMp)9】 dr = [| sy (Lp — Mog)dzr | 
于 是 
84(9) = Srel| ca 一 Ap) pap" dr | (4.2.7) 


因 59 “是 独立 变 分 , 可 得 到 (2?) 取 极 值 时 满足 的 Euler 方程 ， 即 为 式 (4.2.3)， 
故 泛 函 式 (4.2.4) 的 Euler 方程 为 本 征 值 方程 . 从 上 式 可 以 得 到 定理 : 如 果 函 数 g 
满足 方程 (4.2.3), 则 对 任意 的 变 分 

SAC9) =0 (4.2.8) 
反之 ,如 果 函 数 gp 满足 式 (4.2.8), 它 必 是 方程 (4.2.3) 的 解 . 结论 的 正面 是 显然 
的 , 因为 由 式 (4.2.7) 和 (4.2.3) 直 接 可 推出 式 (4.2.8). 反之 , 如 果 设 p 满足 式 
(4.2.8), 但 不 满足 式 (4.2.3) 

(L-Mhp)p = yA 0 

这 时 可 取 6qg= ey, 而 se 足够 小 , 使 ey 是 9 的 邻 域 且 ee>0, 代入 式 (4.2.7) 


34(9) = 此 


此 只 有 当 y 志 0( 几 乎 处 处 ) 时 才 有 CD- 故 当 SACP)=0 时 必 有 (L- ao)o 
=0. 由 于 式 (4.2.8) 是 泛 函 (2p) 取 极 值 的 必要 条 件 , 这 样 我 们 就 把 本 征 值 问题 
与 求 1(9?) 的 极 值 问题 等 价 起 来 了 . 如 果 我 们 用 其 他 方法 , 如 Ritz 法 , 求 得 4(9) 
的 极 值 问 题 的 解 ,也 就 求 得 了 本 征 值 问题 的 解 . 

设 工 的 本 征 值 依 大 小 排列 成 (假定 +, 有 限 ) 
0<AU 和 Zh (4.2.9) 


,lyldr>0 


相应 的 本 征 函 数 为 

821， 922 Pn (4.2.10) 
可 以 证 明定 理 : (1) (9) 的 最 小 值 (注意 与 极 小 值 之 区 别 ) 等 于 41, 这 里 p 为 属 
于 允许 函数 类 中 的 任意 函数 ; (2) 当 )(p) 在 = pi 处 达到 它 的 最 小 值 *1 时 , 即 
为 对 应 于 4 的 本 征 函数 . 所 谓 允 许 函 数 类 中 的 函数 是 指 p 必须 具有 方程 (4.2.3) 
中 出 现 的 各 阶 连续 导数 , 并且 满足 相应 的 齐 次 边界 条 件 . 

此 定理 的 证 明 可 直接 用 上 面 得 到 的 结论 : 事实 上 , 由 于 w 是 使 泛 函 (9p) 达 
到 极 值 ( 极 小 值 ) 的 函数 
8a(9)|,-。 =0 
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即 本 征 值 是 泛 函 A(g) 的 极 小 值 , 又 4; 是 中 最 小 者 , 因此 4 | 是 最 小 值 
A1 = min[A(9)] 

并 且 当 p= pl 时 X(p) 取 得 最 小 值 11. 

进一步 , 可 以 得 到 结论 : 

(1) 在 正 交 于 9| 的 所 有 9 中 (y 属于 允许 也 数 类 中 函数 ),， (gq) 的 最 小 值 为 
2， 且 使 (9) 取 得 最 小 值 *, 的 函数 gp 即 为 本 征 孙 数 9,; 

(2) 一 般 定义 在 正 交 于 ( pi1 ,9g2，…, gn-1) 所 构成 的 子 空间 的 防 数 p 上 , 泛 函 
4(9g) 取 最 小 值 为 4,, 而 达到 最 小 值 的 yp 即 为 本 征 函 数 P,. 

例 4.2.1 考虑 简单 的 一 维 情形 ,在 端点 满足 第 一 类 齐 次 边界 条 件 


2 
-= )p， rE (0,7); li:0= Ppl/=0 (4.2.11) 


上 式 严格 解 为 
/ 2 nn n2re 


pn (7X) = A| 7 sin yx; A, 二 7 
最 小 本 征 值 为 41 二 T/L? =9.8596/4?. 另 一 方面 , 根据 前 面 的 讨论 , 泛 函 


1 2 
4(9) = (| 48dz ) (4.2.12) 
jw oa 
对 任 一 允许 类 函数 p 应 有 4(g) 宇 41， 取 9p 如 下 
9( 工 ) = rx(l—zx) (4.2.13) 


显然 p(z) 具 有 连续 的 二 阶 导 数 , 且 在 端点 zx=0 和 x=! 上 p=0, 上 式 代 入 式 
(4.2.12) 
i! 
?| rll — r)dr 
1(p) = -TQ > 
je 一 rx):dr 
如 果 把 = 10/2 作为 41 的 近似 值 ， 则 相对 误差 为 
从 一 Ai 
41 


1.4% 


这 是 一 个 很 好 的 近似 . 
例 4.2.2 考虑 一 般 形式 的 Sturm-Liouville 本 征 值 问题 


L =- 二 | az) 二 |]+ q(x); “pl(r)>0, q(x)>0 


Lp = Apg; (4.2.14) 
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do; dg; 
: (uw -pp 和) 0 (w+@ 轰 | ,0 (4.2.15) 


! d 
_ dg 
A= jpLedz = -| [二 人 dz qr | 


“入 
= [2( 反 ) + gp” Jaz + (好 | | ,, (4.2.16) 


如 果 式 (4.2.15) 是 第 一 或 第 二 类 边界 条 件 ， 则 
A = | readz 三 |[z() 十 gg2? |dz (4.2.17) 


设 p(z) 二 次 连续 可 微 且 满足 边界 条 件 , 则 g(x) 可 展 成 {9; (xz) 的 广义 Fourier 
级 数 


(Xr) 2 aipi(z); a; = | pkz)py(z)p(z)dz (4.2.18) 
把 式 (4.2.18) 代 入 式 (4.2.16), 并 假定 |y,(x)l 已 归 一 化 
i 名 had ad i 
A =| (Bere: )( Sal;)dzr = Diao pp: pdr 


二 2 Aia? ajds 二 
而 四 
2 L 。 4 ud 2 
B= | plelde = | ebay 2 apdr = 2 1al 
于 是 
2 | ai)22; Plaid 
i 
2 lel > lal 
因此 XA(g) 之 41. 如 果 gp 正 交 于 gi， 则 a!1=0, 于 是 
4 Dla lal 
1(9) = 会- 近 一 一 > 一 二 一 一 = )， 
袜 o 


如 果 p 正 交 于 (pl 9 … ,pr -1), 则 ai=az=… =a, 1=0, 于 是 
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> 
2(9) = 全 = 一 之 
2 |ail? 


i= 


这 与 前 面 得 到 的 结果 是 一 致 的 . 
4.2.2 完备 性 定理 的 证 了 明 


利用 4.2.1 小 节 结 果 , 证 明 下 述 完备 性 定理 . 设 Hermite 算 子 工 的 本 征 值 可 

数 
A 过 A 所 a 过 A 

相应 的 本 征 隐 数 系 | y;(z)| 正 交 归 一 . 如 果 

(1) 最 小 本 征 值 MX; 有 限 ， 

(2) lim 4, = + co ， 
则 本 征 函 数 系 | q(xz) 构成 允许 函数 类 中 的 完备 系 ，、 即 如 果 9 属于 允许 函数 类 ， 
则 可 展 成 广义 Fourier 级 数 


pl(r) ~ 2 aipi(7) (4.2.19) 
其 中 广义 Fourier 系数 为 
Qi = | pr: (r)p(r)dr = (9;,9) (4.2.20) 


式 (4.2.19) 在 平均 收敛 意义 下 成 立即 
lm| |9(7) - Daipi(n) | pr)ar =0 
证 明 , 设 
R, = Pr) 一 Dy aipilr) (4.2.21) 
则 以 p(r)g: (7) 乘 上 式 两 边 并 积分 可 得 
Wa (r)R,o(r)dr = | (r)p(r)pdr- a:=0 
故 R, 正 交 于 (gp1,92,… ,9 -1) 构 成 的 子 空间 :RJ (9g1,92，…,9,-1). 其 次 考虑 


| R» LR,dr 
-GC 


A(R,) 三 | (4.2.22) 


PRnRndr 


因为 R, 正 交 于 (1,g2，,… ,pn-1)， 故 由 4.2.1 小 节 的 讨论 ,得 
A(R,) 之 Ansl (4.2.23) 
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把 式 (4.2.21) 代 入 式 (4.2.22) ,得 
| RiLR,dr -| [on - Dar pr (7)]L[ g(r) - Daipi(r) Jar 


-| 9 (r)Lep(Cr)dr 一 2 [as 272; 
利用 式 (4.2.23) 
| 9 (r)Lop(r)dr 一 > |ai| 2; 
OQ 
| plR,l dr 


即 


1 ， 
[plRlrar < [| Lodr - Dy laid | (4.2.24) 


根据 条 件 , 最 小 本 征 值 *; 有 限 , 故 存在 某 个 4;,, 之 0, 并 且 对 所 有 i > m, A; 之 0， 
对 不 等 式 (4.2.24) 右 边 进行 放大 , 即 去 掉 所 有 正本 征 值 的 项 


| elR， |?ar < a [| rodr — 之 | aa] 
如 果 所 有 本 征 值 *; 宇 0, 则 上 式 为 
1 新 
| | R, ldr < 7) Lepdr 

当 2 一 co， 由 条 件 ,+1 一 co 得 

lim| | R, Il*dr = 0 
因此 式 (4.2.19) 平 均 收敛 到 g(r), 于 是 完备 性 得 证 . 

例 4.2.3 根据 第 二 章 讨论 , 算 子 L= -VvV[p(r)V ]+ g(r) 在 满足 边界 条 件 
( 十 py) je = 0 


的 函数 类 中 是 Hermite 算 子 , 当 p(r)>0 和 g(r) 之 0, LL 是 正 算 子 , 本 征 值 M;>0， 
如 果 还 满足 Mrico (2 一 co)， 则 本 征 函 数 系 是 完备 的 . 


4.2.3 极 值 定理 


利用 4.2.1 小 节 的 结果 求 第 (2 +1) 个 本 征 值 4, ,1 时 , 需要 知道 前 ”个 本 征 
函数 (gj ,ps,… ,9 ), 这 是 十 分 不 方便 的 . 极 值 定理 ( 亦 称 为 maximum-minimum 
原理 ) ,允许 我 们 直接 求 第 (n +1) 个 本 征 值 ,， 而 无 需 知道 前 ”个 本 征 函 数 . 假定 : 

(1) (有 1, 玉 ,… ,所 ) 是 定义 在 G 上 的 正 交 函 数 集合 (不 一 定 是 工 的 本 征 函 
数 ); 
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(2) (万 , 户 ,…, 广 ) 满 足 3G 上 的 边界 条 件 ; 
(3) 9 属 允许 函数 类 且 正 交 于 (1,f,… ,ff) 


| efiwdr = 0， (7 = 1,2.…,n) (4.2.25) 
G 


则 对 每 一 个 集合 (了 1 ,fi,…,f), 可 得 一 个 (9q) 的 极 小 值 min[A (8)]. 变化 所 有 
可 能 的 集合 (了 f1,f,,…,f,), 我 们 可 以 得 到 一 系列 的 极 小 值 min[ 4(g)]. 

极 值 定理 告诉 我 们 : 这 一 系列 极 小 值 中 的 最 大 值 恰好 为 第 (n + 1) 个 本 征 值 . 
如 果 记 相对 于 (了 fi,，… ,ff) 的 极 小 值 为 m(fi,f,…, 扣 ) = minLA(q)] 则 极 值 定 
理 可 表示 为 


max[m(fi, fr, fi)] = Al (4.2.26) 
证 明 : 设 工 的 本 征 值 问题 Lpi= Miopj， 记 9 为 
p= op (4.2.27) 
并 要 求 g 正 交 于 (fi, fy,…,f) 上 
(9g,fi) = (pr ==0，j =12 (4.2.28) 


因 上 式 有 (n+1) 个 未 知 数 a;, 而 方程 只 有 n 个 , 故 解 有 无 穷 多 . 于 是 式 (4.2.27) 
的 Pp 总 能 正 交 于 (1, ,… ,下 ). 因为 


n+ n+l 
Ly = DaiLy; = >) aiopi (4.2.29) 
i=1 i=1 
故 
n+l 
| rpdr = 2 ea (4.2.30) 
i=1 
又 
n+ 
| pdr = 2 1ail? (4.2.31) 
i=1 


上 二 式 代 入 式 (4.2.4) 

2 | ai 2 | ai 

A(CD) 一 全 委 全 

SE 

因此 m( ,所 所)=min[A(9)] 志 451. 故 m( 了 i,f,…,f,) 的 最 大 值 不 能 大 

于 2,+1. 现在 证 明 m( 了 i,f,,…,f) 最 大 值 达到 值 *, ,,. 事实 上 ,只 要 取 
(fi,f2,,f,) = (1, 2, , pn) 

由 4.2.1 小 节 结 论 知 :m( 亡 , 户 ，…, 户 )=》 1 因此 一 般 有 
max[m( 亡 ， 户 ，, 广 )] = hu. 


An+1 
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下 面 考虑 一 个 有 趣 的 现象 : 即 本 征 值 与 区 域 G 的 依赖 关系 , 用 此 关系 可 以 估 
计 本 征 值 的 上 限 和 下 限 . 假定 在 G 内 开 的 本 征 函 数 及 本 征 值 分 别 为 pg 和 4 
Lp: = App, rE€EG; 9ploc=0 (4.2.32) 
另 一 方面 , 设 G 是 G 的 一 个 内 部 区 域 ( 可 以 与 G 有 一 部 分 重合 ,3G 是 G 的 边 
界 . 在 G' 内 工 的 本 征 酒 数 及 本 征 值 分 别 为 g 和 A 


Lo;=Ap9i, rE€EG; wac=0 (4.2.33) 
设 1 和 4 均 可 数 ,并 排列 成 
Mi; AlA A; 


则 对 所 有 的 n, 不 等 式 成 立 

A 之) (4.2.34) 
下 面 仅 仅 说 明 n =1 的 情况 ,对 普遍 的 ”证 
明 较 复杂 , 故 略 去 . 事实 上 , 因 


1 = mintA(9 )]; A1 = min[4(9)] 
首先 取 gp 如 下 
OP ， TEC 
和 |0， reaG' 和 3G 之 间 区 域 


则 对 满足 上 式 的 所 有 可 能 的 p: min[4(9)]= 
min[A(g )]=71, 但 因 9 仍 有 选择 余地 , 通过 
进一步 的 选择 ,可 能 找到 9p 使 (9) 比 % | 更 
小 , 于 是 41 二 min[4(g)] 志 X11. 利用 上 述 结果 ， 
可 对 本 征 值 进行 估计 . 

图 4.2.1 单位 圆 的 内 、 外 接 正方 形 例 4.2.4 如 图 4.2.1, 考虑 半径 为 1 
的 圆 内 问题 , 本 征 方 程 


920 1 30 1 d20 加 
3 502 + hp 一 0 g(r,0)|,-1 =0 


(4.2.35) 
其 中 rE (0,1),9E[0,2x]. 根据 第 二 章 讨论 , 本 征 值 由 Bessel 函数 的 零点 给 出 
Js(VA) = 0 (4.2.36) 
最 小 本 征 值 是 零 级 Bessel 函数 的 第 一 个 根 io 的 平方 
io = ai 2 5.76 (4.2.37) 


田 一 方面 分 别 考虑 单位 圆 的 外 接 正 方形 G“ 和 内 接 正方 形 G“( 如 图 4.2.1) 上 
本 征 方 程 的 解 . 对 外 接 正 方形 G', 易 求 得 最 小 本 征 值 为 


工 


2 72 
3 ) = 字 ~4.93 (4.2.38) 


ha = 2| 
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而 对 内 接 正 方形 G”, 最 小 本 征 值 为 


A -= 2( 号 ) = 了 2 一 9.86 (4.2.39) 


因 G' 包 含 G, 故 应 有 hi; 而 G 包含 G”, 应 有 X11 宇 A10, 即 


A XARA 
由 式 (4.2.37) 一 (4.2.39), 这 显然 是 成 立 的 . 
例 4.2.5 如 图 4.2.2, 考虑 四 分 之 一 
椭圆 区 域内 的 本 征 值 问题 
Vip+ ap = 0; plac=0 
(4.2.40) 
首先 用 4.2.1 小 节 的 方法 来 估计 最 小 本 征 
值 Wi 入 (9?)， 取 允许 函数 
o = aa 人 1 所 | (4.2.41) 
显然 p 有 连续 的 二 阶 导数 , 且 在 G 的 边界 
上 9p|c=0 


Lo = 6( 训 + 声 j 图 4.2.2 第 一 象限 椭 回 和 外 接 逢 形 
1 1 : 
| 2PLePdzdy -可 (= 十 疡 j= (1 一 二 一 点)dzdy 


1 eT 
=6| (点 十 让)o2o2rseosgsinzg(l 一 广 )aprdrdop 


于 是 


十 一 


| PLPpdzdy 
1 1 
< 二 G 二 ( 3 点 上 = A 


然后 用 本 节 的 方法 , 考虑 长 为 6, 宽 为 a 的 惩 形 区 域 G', 在 G 内 最 小 本 征 值 
XD 五 = 9.86( 点 + 点 】 


0 6 
因 G' 包 含 G, 故 X44 也 A1. 于 是 应 有 Xi 入; 委 1 们 ， 即 
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1 1 - 1 1 
?86 (jt) 


上 述 问题 严格 求解 是 困难 的 , 利用 这 种 方法 , 可 以 估计 最 小 本 征 值 的 大 小 . 
4.2.4 Ritz 和 Galerkin 法 解 本 征 值 问题 


Ritz 法 求 泛 函 问题 的 基本 原理 : 设 9 属于 允许 函数 类 且 yp 使 泛 函 J (gy) 达到 

极 小 值 mx， 即 

min[J(g)] = m 
由 于 精确 求解 p 困难 , 现在 的 问题 是 : 能 否 找 到 一 个 pg( 属 允许 函数 类 ), 使 J (yp) 
之 值 极为 接近 mm, 可 以 指望 gp 是 精确 解 p 的 很 好 近似 . 进一步 , 如果 我 们 能 找到 
一 个 序列 wp,( 属 允许 函数 类 ), 并且 有 

limJ (9,) = m 
则 有 理由 相信 序列 | y, | 在 某 种 意义 上 收敛 于 解 gq , 即 


limp = 9 
为 了 求 得 p，Ritz 提出 方法 : 考虑 依赖 于 参数 (al ,a,,… ,a,) 的 函数 族 
p= Blr,ar,a2, ,an) (4.2.42) 


对 于 任意 ia;| ,@ 都 属 允许 函数 类 . 我 们 在 @B 中 找 出 一 个 使 泛 函 J (gy) 取 极 小 值 的 
函数 9g = B(r,ail,4a3,…,a,)， 则 gp 可 视 为 我 们 所 要 求 的 近似 值 . 把 式 (4.2.42) 
代入 Jp) 积 分 , 可 得 J 圭 J(al,as,，… ,a,), 求 的 极 小 值得 到 方程 组 


= 0,， k=1,2,.…,n (4.2.43) 


于 是 可 求 得 (al ,az,…,ay). 一 般 与 1a;| 的 关系 是 二 次 式 , 则 式 (4.2.43) 是 线 
性 方程 组 ， 当 ”不 是 很 大 时 ,容易 求解 . 
但 存在 的 问题 是 ,在 何 种 条 件 下 9p 确 是 精确 解 p 的 较 好 近似 ? 为 此 , 考虑 一 
系列 函数 族 
p = B,(r,al,a2,'" ,dn), n= 1,2,… (4.2.44) 
由 于 ax 个 数 的 增加 , 每 一 族 都 比 前 一 族 来 得 大 . 假定 p; 是 第 i 次 近似 , 即 Pr 在 
5$; 中 给 出 J(g) 的 最 小 值 , 由 于 8%; ;1 包含 8 , 故 有 
J (gi;) 之 J (9;41) 
因此 , 当 i 增加 时 ,J (gi) 变 小 , 可 以 证 明 {J (9;)| 趋 于 真正 的 极 小 
lim/ (9:) = min[J(g)] = m 
的 充分 条 件 是 : 对 于 任 一 个 具有 ! 阶 连续 偏 导 且 属于 允许 函数 的 函数 op, 以 及 正 
数 e >0, 可 以 找到 这 样 的 ”和 式 (4.2.44) 的 第 ” 族 函 数 


Jam 一 更 (ralyaz，an) 
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使 
| 94p， Qs 
|p.- 9|< si 5 <e, (k=1,2,.,!) (4.2.45) 


其 中 /1 是 J(Cp) 中 出 现 的 最 高 阶 偏 导数 . 式 (4.2.45) 的 意义 是 ,对 任意 一 个 可 取 画 
数 及 其 上 阶 偏 导 数 ,可 以 用 给 定 的 函数 族 中 的 函数 任意 精确 地 有 逼近. 在 实际 问题 
中 ,总 取 函 数 族 式 (4.2.44) 为 完备 函数 系 的 线性 组 合 . 设 | gr | 为 完备 系 ( 指 在 Ho 
空间 中 的 完备 性 , 内 积 为 带 算 子 内 积 (Lu ,wv), 详细 讨论 见 4.3 节 ), 并 且 gk 本 身 
也 属于 允许 函数 类 ( 即 满足 可 微 和 边界 条 件 )， 则 函数 族 可 取 为 


9"” = > or (4.2.46) 
考虑 Hermite 算 子 工 的 本 征 值 问题 | 
LeP = avg (4.2.47) 
显然 上 式 与 泛 函 J( 9) 的 极 值 问题 等 价 : 
JP) = | (0° Lg- pp’ pdr (4.2.48) 
把 近似 解 式 (4.2.46) 代 入 上 式 , 且 取 式 (4.2.46) 中 a; 为 实数 (否则 可 归 人 gr) 
J(9”) = 2 Qiaj [| gp Lfdr 一 2| pi sgkodr | (4.2.49) 
A 了 
a 一 | gi Lordr: ye = | pi pipdr 
于 是 
J(9") = Sy [ ataja; 一 Aytaa,; ] (4.2.50) 
求 J(y") 的 极 值 
六 六 = DIA = 0, (i 12n) (4.2.51) 
上 式 是 n x n 的 齐 次 线性 方程 组 , 故 a; 有 解 的 条 件 是 
det|a; — A7;|=0 (4.2.52) 


由 上 式 可 求 得 前 n 个 本 征 值 (X1,2,,… ,24,)( 第 一 个 本 征 值 A. 即 为 最 小 本 征 值 ) 
以 及 一 套 系数 a;, 它们 对 应 于 前 n 个 本 征 函 数 | gsil. 当 式 (4.2.46) 只 取 一 项 p= 
aig1 ,可 求 得 最 小 本 征 值 的 近似 值 


| we Rodr 
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Galerkin 的 基本 思想 : 假定 要 求 方程 


L(g)=0 (4.2.53) 
的 解 ( 其 中 车 是 任意 线性 或 非 线 性 算 子 ), 将 问题 的 近似 解 取 成 形式 
P= Dope (4.2.54) 


其 中 1 981 构 成 完备 系 ( 指 在 五 空间 中 的 完备 性 ,详细 讨论 见 4.3 节 ), 且 属 允许 
函数 类 . 要 使 2" 是 式 (4.2.53) 的 精确 解 ,L(8" ) 应 恒 等 于 零 , 即 等 价 于 L( 5") 与 
完备 系 | 98 | 的 一 切 函 数 正 交 


| Lg) ar =0, (i=1,2,.…) 
但 现在 只 有 nn 个 常数 (ci ,C2s cr) 一 般 只 能 满足 nn 个 正 交 条 件 


| > cL(g")dr = | (Dc98)p cdr =0, (j= 1,2,.,n) 
i=1 ， 


(4.2.55) 
于 是 可 求 得 c(i=1,2,…,n). 这 就 是 Galerkin 方法 的 基本 思想 . 

从 上 讨论 可 知 ，Galerkin 方法 没有 用 到 方程 与 变 分 问题 的 等 价 关 系 ， 所 以 此 
法 十 分 通用 . 当 考 虑 与 变 分 问题 有 关 的 方程 时 ，Galerkin 方法 与 Ritz 法 有 密切 的 
关系 . 在 一 般 情况 下 ,两 者 可 等 价 , 而 且 Galerkin 方法 的 计算 要 简单 得 多 . 

对 本 征 值 问题 式 (4.2.47), 改写 成 Ly ~ Moy =0, 根据 Galerkin 方法 , 取 近 似 
解 式 (4.2.54) 应 有 


| rp) — 0p" jp odr =0 (4.2,56) 
最 后 得 到 
2 [os — A7f J = 0, (i= 1,2,.…,n) (4.2.57) 
其 中 | 
as = | cLppdri 7 = | cppodr (4.2.58) 


上 式 与 式 (4.2.51) 有 相同 的 形式 , 但 完备 系 { pf 不同 于 { gr, 收敛 意义 不 同 . 详 
细 讨 论 见 4.3 节 . 
例 4.2.6 考虑 零 阶 Bessel 方程 的 本 征 值 问题 


d d 
edb Arg = 0， rE€ (0,a); gp|,.。=0 (4.2.59) 
取 满 足 边界 条 件 的 完备 系 
3 9 
9p1 = cos Fs 92 = cos Fs; 093 = cos Fs; (4.2.60) 


第 一 次 近似 9 = al91， 由 
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“1 d41 de -1 x 
jE(r 得) Xrp |eos Frdr =0 


2 

(去 + 立 ) hz 三)= 0 
由 此 得 41 =5.83/a?. 另 一 方面 ， 由 Bessel 函数 得 到 严格 解 为 4 =5.76/a?*, 故 第 
' 一 次 近似 的 相对 误差 为 1.2%. 取 第 二 次 近似 
9(r) = aip1 + a292 (4.2.61) 


积分 得 


可 得 al 和 a, 的 方程 
(1.7337 ~ 0.29736Aa’)a!l + (0.20264Aa* -1.5)a, = 0 
{zoe — 1.5)al + (11.603 - 0.47748Aa’)a,> = 0 
由 系数 行列 式 为 零 可 得 
0.10092A?a4 - 3.6701hMa2 + 17.866 = 0 (4.2.62) 
最 小 根 41 =5.79/a*, 故 第 二 次 近似 的 相对 误差 只 有 0.5%. 


4.3 变 分 法 在 边 值 问题 中 的 应 用 


本 节 介 绍 变 分 法 求 边 值 问题 的 近似 解 . 首先 讨论 边 值 问 题 与 泛 函 极 值 问题 的 
等 价 关 系 ， 然后 讨论 用 Ritz 法 或 Galerkin 法 求 近 似 解 . 


4.3.1 边 值 问题 与 泛 函 极 值 问题 的 等 价 


仍 考虑 作用 在 Hilbert 空间 上 的 Hermite 算 子 L, 求解 下 列 边 值 问题 


9 
Lp=/, 六 EC; (eo+p32)|, =。 (4.3.1) 


假定 边界 条 件 是 齐 次 的 . 否则 , 可 对 它 进行 齐 次 化 处 理 . 
首先 证 明 惟 一 性 定理 : 如 果 工 是 正 算 子 , 即 对 所 有 属于 允许 函数 类 pg， 内 积 
(Lp,9) >0 (4.3.2) 
则 式 (4.3.1) 至 多 只 有 一 个 解 . 证 明 : 设 式 (4.3.1) 有 两 个 解 pg! 和 pz , 则 p = pi 
一 92 应 满足 齐 次 方程 Leo=0, 于 是 有 
(Lp,9p) = 0 (4.3.3) 
而 是正 算 子 , 根据 假定 ， 如果 pg 天 0, 应 有 (Lp,p)>0, 故 由 上 式 gq 二 0( 几 乎 处 
处 ) 即 pl 和 pz， 于 是 惟一 性 得 证 . 
例 4.3.1 一 维 算 子 


L=-E[p(z) S|+ g(x), xzE€(0,) (4.3.4) 


- 214 ， 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


(ap -Bde)| =0; (0 +8)| =0 (4.3.5) 
由 
(Ly,¢) -| [- (2 各 | dp |pdz 


d 
dx 
-| 2) + gp ?|az + [pC0)g(0) S810) ~ pl1) p14) At] 


$2) + op?] dz + Bp(0) 9 (0) + Bp) pL) (4.3.6) 


因此 ， 如 果 0 g(xz) 之 0,a1/B1>0 以 及 a,/B,>0, LL 是 正 算 子 , 于 是 式 
(4.3.1) 有 惟一 解 . 
例 4.3.2 三 维 算 子 


-Yi Imy]+q0D (op+p 和 2 =0 (4.3.7) 


DC 


(LePp,p) -| [vpvp') + gp’ Jpdr 
=| (plv el?+alplydr -|| pe ds 


=| lyeP+raelel5ar+| gple dS (4.3.8) 


因此 , 如果 p(r)>0,4q(r) 宇 0 以 及 a/B8>0,L 是 正 算 子 ， 四 
解 . 
进一步 , 可 以 证 明正 算 子 工 的 定理 : 设 工 是 正 的 Hermite 算 子 , 若 式 (4.3.1) 
有 解 , 则 此 解 必 使 泛 函 
Jp) = (Lp,p)- [(9,f) + (f,9)] (4.3.9) 
取 极 小 值 ; 反之 ,车 允许 函数 类 中 函数 p 使 上 式 取 极 小 值 , 则 p 必定 是 式 
(4.3.1) 的 解 . 证 明 分 两 步 : 
(1) 如 果 p 满足 方程 (4.3.1), 那么 9g 使 1(q) 取 极 小 值 . 事实 上 , 取 9 的 一 
阶 变 分 为 5p, 则 J (pp) 的 变化 
AJ(g) = 5J(9) + SJ(9) 
其 中 8J(gq) 为 了 的 一 阶 变 分 
SJ(p9)= (Lp,p9) + (Lo,59) — [(8¢,f)+(f,89)] (4.3.10) 
利用 工 的 Hermite 性 
SJ(9) =(89p9,L9) + (Lp,89)— ‘(89,f) + (f,59)] 
=(Lp,59)’ + (Ly,8¢9) — [(f,89)” + (f,89)] 
=Re[l(Lop - f,89)] (4.3.11) 
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而 二 阶 变 分 为 83.J(p) = (L569,69). 当中 满足 式 (4.3.1) 时 ,显然 洒 (p)=0, 故 
J(9) 取 极 值 , 又 工 是 正 算 子 ,59 属 允 许 函 数 类 , 故 (L3p ,3p)>0 和 J(p)>0， 
因此 Jp) 取 极 小 值 . 
(2) 反 过 来 也 是 容易 证 明 的 , 设 p 使 J(9?) 取 极 小 值 , 则 对 p 的 任意 变 分 Se 
应 有 AJ(g)>0, 而 
AJ(Pp) = ReL(Lp - /FSp)]+ (Lp,3Sp) >0 
因 6g 任意 (在 允许 函数 中 ) ， 上 式 恒 成 立 的 条 件 是 
(Lp -3p)=0 


即 Lgp = f, 于 是 定理 得 证 . 
例 4.3.3 对 一 维 算 子 式 (4.3.4) 和 (4.3.5), 由 式 (4.3.6) 和 (4.3.9), 泛 函 
J(9) 为 


J(9) = |'[s ( 反 ) + gy Jaz + pC0) (0) 


+ Pp(0) p00) -2| fpdr (4.3.12) 
如 果 B81= B=0, 则 
J(9) = | [2 (至 ) + gp? |dz -2 fpdz. 
例 4.3.4 对 三 维 算 子 式 (4.3.7), 由 式 (4.3.8) 和 (4.3.9), 泛 函 (gq) 为 
J(g) -| (pvepl2z+alepl2)dr 


-| (9 大 + 三 op)dr+|| BPlplds (4.3.13) 
如 果 8= 0, 刚 
Tg)=| (plvolralp dr -| (9°f+ f° 9)dr 


至 此 , 我 们 一 般 考 虑 二 阶 方程 ,下 面 举 一 个 高 阶 方程 的 例子 . 
例 4.3.5 考虑 四 阶 方程 的 边 值 问题 


dz 和 [PCz)I(Cz) S|]= 9(z)， 工 E(0,1) 


du(0) _ dul/) 
dr 


世 记 


u(0) = zx) = 0; 
上 式 描 述 棒 的 弯曲 振动 ， E(x)>0 和 a L 取 下 列 形式 
六 [0 站 |] 
下 面 证 明 L 在 函数 类 : (1) 满足 边界 条 件 ,(2) 有 过 并 的 四 阶 导 上 是 正 算 子 


= 0 (4.3.14) 


L= 
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CI 
kr ee 本 和 加 | er 全 9 
= El SS gaz 
同 理 
(Lo) = | (EL jaz = | EL SS Aga 


故 (w,Lv)= (Lu,v), 即 荆 是 Hermite 算 子 , 而 
(Lu, ) = EC)1(z)( 氏 4) dz > 


当 上 式 等 于 零 时 kx =0, 故 u(r)= Ci+ Cx, 由 式 (4.3.14) 中 边界 条 件 知 C= 
C; = 二 0, 故 对 所 有 允许 函数 w(x) 关 0:(Lu,u)>0 . 因此 车 是 正 的 Hermite 算 子 . 


相应 的 泛 函 J(z ) 为 
J(u) = jECe) 76) (dS) - 20 Jax (4.3.15) 


物理 上 ,上 式 积分 中 第 一 项 相当 于 棒 弯 曲 振动 中 的 位 能 , 而 gu 是 外 力 做 的 功 , 故 
泛 函 J(x) 表 示 能 量 . 于 是 J(x) 极 小 相当 于 位 能 最 小 , 这 与 物理 上 的 位 能 极 小 原 
理 是 一 致 的 . | 

考虑 式 (4.3.13) 中 p 志 1,g=0,8=0, 取 为 实 函 数 ， 则 


1(p) = | (v9 - 2p)dr (4.3.16) 


相应 的 Euler 方程 为 Poisson 方程 

-Vo=/f 
设 op 是 静电 场 , 式 (4.3.16) 第 一 项 积分 表示 静电 场 的 能 量 , 而 第 二 项 积分 表示 源 
与 场 的 相互 作用 能 量 . 故 J(2p) 极 小 即 能 量 极 小 . 因此 上 述 方 法 也 称 为 能 量 极 小 
法 . 


4.3.2 变 分 解 的 存在 性 与 广义 解 


在 4.3.1 小 节 中 , 我 们 证 明了 求解 边 值 问题 式 (4.3.1) 与 求 泛 函 J(p) 极 小 值 
问题 的 等 价 性 ,在 允许 函数 类 中 , 如 果 存 在 9 满足 式 (4.3.1), 则 必 使 J(q) 取 极 
小 值 ; 反 过 来 , 假定 在 允许 函数 类 中 存在 p 使 J(9) 取 极 小 值 , 则 它 必 满足 方程 . 
当然 ,我们 的 目的 是 要 在 允许 函数 类 中 找到 yg 使 J(2) 取 极 小 值 . 问题 是 : 这 个 p 
是 否 确实 存在 ? 事实 上 , 如 果 人 允许 函数 类 中 元 素 不 是 足够 多 ， 有 可 能 找 不 到 p 使 
J(9) 取 极 小 值 . 因此 ,有 必要 扩充 9 的 定义 域 , 使 J(g) 在 新 的 定义 域内 存在 极 
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小 值 . 为 此 对 算 子 L 有 更 强 的 限制 条 件 ， 即 要 求 L 是 正定 的 . 
所 谓 正 定 是 指 : 对 任 一 允许 函数 类 中 函数 gp, 存在 常数 y>>0, 成 立 不 等 式 
(Lp,9) 之 7(9p,9) (4.3.17) 
则 称 工 为 正定 算 子 . 
为 了 讨论 方便 , 定义 新 的 Hilbert 空间 Ho: 
(1) 对 所 有 允许 函数 类 中 函数 ,定义 新 的 内 积 为 带 算 子 内 积 


(ulL|lv) = (Lu,v) (4.3.18) 
因 工 是 正 算 子 , 容易 证 明 上 式 满足 内 积 的 公理 , 而 新 的 模 为 
luli?= (lL = (Lu,u); (4.3.19) 


(2) 定义 了 内 积 式 (4.3.18) 后 ， 人 允许 函数 类 即 成 为 一 个 新 的 内 积 空间 , 但 是 
这 个 内 积 空间 不 一 定 完备 ， 即 这 个 内 积 空间 中 的 Cauchy 序列 有 可 能 收敛 到 一 个 
元 素 go, 而 po 不 属 允 许 范 数 类 . 如 果 我 们 把 所 有 这 些 极限 元 素 补充 到 这 个 内 积 
空间 中 来 , 则 可 以 构成 一 个 完备 的 内 积 空间 , 亦 即 Hilbert 空间 ,这 个 Hilbert 空 
间 记 为 Ho， 于 是 有 定理 : 如 果 工 是 正定 的 , 则 泛 聘 J(q) 在 Hilbert 空间 Ho 内 必 
取得 极 小 值 ， 即 在 Ho 中 总 存在 一 个 元 素 使 J(p) 取 极 小 值 (证 明 略 ). 

由 上 可 知 , 由 于 Ho 包含 极限 元 素 , 故 使 J(8) 取 极 小 值 的 元 素 p 不 一 定 属于 
允许 函数 类 (也 可 能 恰好 是 极限 元 素 ). 具体 地 说 , 可 能 发 生 下 列 情况 : 

(1) 它 不 属于 允许 函数 类 ,不 满足 式 (4.3.1) 中 的 边界 条 件 ; 

(2) 对 算 子 L 没有 意义 , 即 p 可 能 不 充分 可 导 , 但 可 引入 广义 导数 . 
因此 , 用 J(q) 极 小 得 到 的 解 不 一 定 在 古典 意义 下 满足 方程 和 边界 条 件 , 这 种 解 
也 称 为 广义 解 . 

例 4.3.6 一 维 算 子 


L =- 二 az) 站]+ dg(z) 


设 ? 满足 第 一 类 边界 条 件 且 最 小 值 min[ p(x)]= p>0,min[gq (x)]= gq,>0, 则 
L 是 正定 的 . 证 明 如 下 : 


(rps9) = [oz 路) + oc)p Jar > J |p, (82) + wo] 
下 面 来 证 明 不 等 式 
Fe > Hee 
因 p(x) 可 表示 为 
p(x) = Pd 


即 有 
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p2(z) = 中 doc] < [| ea] | (2) a 
因 [ yg,(z)]? 在 (0,7) 内 非 负 
EE 
两 边 积分 
fecha 
利用 此 不 等 式 , 显然 有 
2 


(Lg,g) 之 =| p(x)dzr 十 qn) g(r)dr = ( 季 Pm + an )| ed 9 d 


即 
(Ly9,9) > 7Y(9, 09) 
其 中 y*=2p, /2?+ q,,. 故 正定 性 得 证 . 
例 4.3.7 二 维 Laplace 算 子 


a2 了 2 
r=- ( 适 + 汪 )， (zy)ECG 


在 第 一 类 边界 条 件 下 是 正定 的 . 设 G 在 
第 一 象限 ,如 图 4.3.1, 作 和 矩形 区 域 
G':[0 寺 za0Ryb)] 


(a,b) 


? * G' 包 含 G 在 内 , 扩大 g 的 定义 域 G 到 
图 4.3.1 和 佐 形 区 域 G' 包 含 G G ,在 9G 和 36G 之 间 p =0. 设 (ziyyi) 
EGG , 则 
zi 9 ,y 
| 2 dx = 9(Czl,31) 
于 是 有 
ao( 工 ， 9 
9 (x1 y1) = [下 2 2 > < 让 12dz | 且 [2 Px, ?9 | dv 


eh, a 


在 G 上 对 上 式 两 边 积分 


jf ~ 2(ziyyi)dzidyl 去 aj a dy | [2 ,y1) ] dz 
= a dy | a2:9] dz = a (办) drdy 


上 式 右 边 进 一 步 放大 , 即 有 
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re 


因 在 9G 和 32G 之 间 p=0, 故 有 


| [8e) + (8) hase > HJ ears 
于 是 


(gy = 小 (32) + (经 ) ] dzxdy 之 十 §|| gidzdy = -1 i 
故 工 是 正定 的 . 可 以 证 明 ,在 第 二 和 第 三 类 边 界 条 件 下 ， 二 维 Laplace 算 子 也 是 正 
定 的 . 

例 4.3.8 对 三 维 算 子 式 (4.3.7), 可 以 证 明 : 当 a/B8>0,p(r)>0,g(r) 宇 0 
时 ,LL 是 正定 的 . 当 B=0 时 ,证 明 方法 同 
上 例 一 样 : 作 包 含 G“ 的 长 方 体 G’:[0 志 x 
委 00 委 yy 委 80 和 过 zz 委 5] 取 ( 人 ov， 
z1) € G-” 


PCzlyyiyzl) =| 


ag 2 
+ 3 |dzdy 


Ek 9p(Z， yl1， z1) 
0 9x 


zi 99(x,Y1,z1) ] 
Bl 
元 


dz 


Oo (zyyiyzl) [| 
fag(z,y1,z1) 1 
坚 中 | 9 工 | da 
两 边 对 (zi,yi, xz) 在 G 内 积分 
2 2 ao 3 
| a | (| dr 图 4.3.2 长 方 体 区 域 G 
同样 有 


2 2 ap | 2 | ap 
| var < 6 (9e) dr i ctl 


1 9 
2 Ee b2 
| wi | [全 ] 


因 在 3G 和 3G 之 间 p=0, 故 
J.[(¥) 十 (经 ) 十 ( 强 ) Jar S(t c)| ?dr 


男 一 方面 , 设 p(r) 和 g(r) 的 最 小 值 分 别 为 p,, ,gw >0,， 则 
(Lo9,9) =| Lp(r)(ve) 让 q(r) op’]dr >| [pn(v9) + qnp’ Jdr 


于 是 


ag 2 ag > 
(过 ) 2 (和 Jar 
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三 [2 (Ca 一 + 6 ?+c?)+ gam]| ezdr = y’(p,9) 
而 y=pn(a ?+b +c 2)+gm>0, 故 工 正 定 . 对 第 二 和 第 三 类 边界 条 件 , 因 
涉及 到 边界 积分 , 证 明 较 复杂 , 故 略 去 . 
4.3.3 Ritz 法 解 边 值 问题 


在 4.3.1 和 4.3.2 小 节 中 , 我 们 已 把 正定 算 子 方程 Lg= 了 的 求解 问题 , 化 为 
在 Hilbert 空间 Ho 内 找 一 元 素 gp, 使 泛 函 J (9) 
Jo)=(Lp,p)- [(f,gp)+ (09,f)] (4.3.20) 
取 极 小 值 问 题 . 而 根据 4.2 节 的 讨论 , 可 用 Ritz 法 求解 J(p ) 的 极 小 值 问题 . 设 算 
子 工 正定 , 在 HH。 中 取 完 备 系 i pk| (在 模 | yp?*= (Ly, gp) 意义 下 的 完备 性 ), 设 
1gR1 线 性 独立 , 则 9 的 第 ”级 近似 
p” = Dag (4.3.21) 
其 中 ax 为 待定 常数 .上 式 代 入 式 (4.3.20), 并 设 a 取 实 数 , 否则 可 把 复 指数 归 
人 gh, 则 得 
J(9") = > aar( Lor, ph) 一 al(f, 中) + (gr*,f)] 
J(g") 极 小 的 条 件 是 


9a; 


(9) - 0, (G7 = 1,2,.,n) (4.3.22) 
于 是 得 到 决定 常数 a 的 方程 
Das(Lgk, gh) = 于 [CA 名) + (pF,f)], (j = 1,2:…,n) 


(4.3.23) 
下 面 来 证 明 上 式 解 的 惟一 性 . 为 此 只 要 证 明 齐 次 方程 只 有 零 解 .- 用 反 证 法 , 假定 
存在 非 零 解 1ai | 满足 齐 次 方程 


Varig ge) = 0 (= 2 
即 有 和 
[L( Pagk), gr]=0, (j = 1,2,.…,n) (4.3.24) 
故 根据 Galerkin 方法 
p = Pagk 


应 是 齐 次 方程 Lp =0 的 近似 解 . 如 果 假 定 齐 次 方程 Lp= 0 只 有 和 零 解 ， 则 
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9 = 2 ak = 0 
故 和 gf, gs,…, gk} 线性 相关 ， 而 我 们 假定 | ge 1 线性 独立 ,因此 只 有 a; =0. 于 是 ， 
式 (4.3.23) 只 有 惟一 解 . 
例 4.3.9 考虑 边 值 问题 
dy 
dz 
上 式 可 严格 求解 ,不 难 求 得 
p(r)= cost + 入-1 (4.3.26) 
取 满 足 边 界 条 件 的 完备 系 | pf| 
GE(x) = sin2ir, i= 1,2,° (4.3.27) 


上 式 中 只 取 sin2 这 ， 而 不 取 奇 数 周 期 函数 sin(2i+ 1)x 是 考虑 到 问题 关于 x/2 对 
称 . 首先 求 (Log , PR) 


= COSZ ; 2( 工 )| -0 = 2(z)|. -=0 (4.3.25) 


= 0， 上 关 j 
(LgF ,pt) = 4| j?sin2jzsin2 hr dz = {2 ”7 (4.3.28) 
而 
(f,g)= (ge,f) = | coszsin2jr dz 
= 二 | sinG2; -1)zdz + 二 | sin027 + 1)xdr = pp (4.3.29) 
由 式 (4.3.28) 知 ,方程 组 (4.3.23) 只 有 对 角 元 素 , 很 容易 求 得 
(f, 97) 2 
’ (LoF,gh) rj(477 1) (4.3,30) 
于 是 第 ” 次 近似 解 为 
P= 全》 -2 天 (4.3.31) 


Tj(47 -1) 
事实 上 ,容易 证 明 当 mco 时 ， 上 式 左 边 是 式 (4.3.26) 的 Fourier 级 数 
p= lim 9” = cosr+ 和 -1 

得 到 上 述 结果 并 不 是 凑巧 , 这 是 因为 选取 的 完备 系 | gr| 中 的 元 素 sin2ix 恰好 是 

算 子 工 在 式 (4.3.25) 中 边界 条 件 下 的 本 征 函 数 , 因此 解 式 (4.3.21) 相 当 于 作 本 征 

函数 展开 . 当 | gph} 是 工 的 本 征 函 数 时 (不 一 定 归 一 化 ), 式 (4.3.23) 可 简化 成 
Dani( gh, gr) = FE gh) + (pr,f)] (4.3.32) 

故 
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[(f, G8) + (ope,f)] 


CA 


”24 co ,GR ) 
如 果 ( 了,g&)= (gf, 了 ), 则 


CA 一 


于 是 
en 1 
2 Mi pk, Gk ) 
当 ma 一 c 时 ,上 式 相当 于 作 本 征 函数 展开 , 故 有 p= limp”. 
例 4.3.10 考虑 边 值 问题 

— Viu(r,y) = 2, (x,y) € G; ulac=0 

其 中 G 为 矩形 区 域 [- a 志 x 志 a ;一 b 志 y 志 5b]. 令 
w(xr,y) = (a — x)(b* — y) 


2” = (f, p98) pk (4.3.33) 


取 
pi(x,y) = wr,y); op2(Zzyy) 二 wr,y) rz’ 
9p3(z,y) = wx,y) yy Ga(Tsy) = wr,y) xr 
ps(x,y) 二 w(xr,y) ry; pel(x,y) 二 由 (zy)y4 
当 n=1 
a 4 
(Lyi1, 91) -| (wz + wy)dzdy = 4 | Eee -y+ yb zx) Jdrdy 
= 次 oaba(a 2 + 602) 


(91,7) =|| 2w0z,3)dzrdy = 了 | — Xx?)(b’ — y’)dxdy = ab 


由 ai(Lg1,91)= (gi1, 有 了 ), 得 到 
国 5 
1 4(a7 + 62) 


故 一 级 近似 解 为 


_ 5 (a- zx)(b’ - y) 
“(x,y) = 4 C2 + b? 


由 于 问题 的 对 称 性 , 取 n =3, 于 是 可 求 得 九 个 系数 (Ly;, g;)(i,j =1,2,3) 和 
三 个 非 齐 次 项 (gq,,f)(i=1,2,3), 最 后 得 到 三 个 系数 a;(i=1,2,3). 


4.3.4 Galerkin 法 及 非 齐 次 边 值 问题 
Ritz 法 的 最 大 缺点 是 要 求 算 子 工 正定 , 但 Galerkin 法 无 此 限制 . 取 任 一 属于 
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允许 函数 类 中 的 完备 系 :| gf1 (这 时 完备 性 仅 要 求 在 模 (p,e)= 1 ?的 意义 下 
之 完备 性 一 一 与 Ritz 法 之 区 别 ) 


p” = > ogg (4.3.34) 
代入 式 (4.3.1), 并 根据 Galerkin 法 应 有 
2 a (Lok, 9F) 三 (98 ) (j 二 1,2,…,n) (4.3.35) 


必须 指出 : 上 式 与 式 (4.3.23) 在 (f, gf)= (gk, 了) 下 有 相同 的 形式 ,但 有 本 质 的 差 
别 . 式 (4.3.21) 中 的 完备 系 是 在 模 ‖ yp ?= (Lp,p) 意 义 下 的 完备 性 ， 即 对 任 一 
属于 Ho 空间 中 的 元 素 pgp， 总 能 展 成 1gR} 的 级 数 , 在 下 述 意义 下 收敛 


lim | (9 - 2 argk ) lL = iim[L(9 - Dapk), le- Dag ) .= 0 
而 式 (4.3.34) 中 的 完备 系 {gf1 的 完备 性 指 ; 任 一 属于 允许 类 中 元 素 p 总 能 展 成 
i gf1 的 Fourier 级 数 , 且 在 下 述 意 义 下 收敛 
lm | (9 一 2 9k ) 1?= tim[(p-— an), - Dapk) = 0 
但 在 解决 实际 问题 中 , 一 般 对 所 取 函 数 系 的 完备 性 不 进行 深入 的 讨论 . 如 果 
不 苛求 函数 系 的 完备 性 ，Ritz 法 和 Galerkin 法 能 给 出 同样 的 结果 . 因此 通称 为 
Ritz-Galerkin 法 . 
至 此 , 我 们 主要 讨论 了 Ritz 法 和 Galerkin 法 在 齐 次 边界 问题 中 的 应 用 , 对 非 
齐 次 边界 问题 
Lu = f, re€dG; Bu = g， rE€EaG (4.3.36) 
其 中 B 是 边界 算 子 , 一 般 我 们 先 对 边界 条 件 进行 齐 次 化 处 理 , 化 为 齐 次 问题 . 如 
果 找 到 函数 uo 使 Buo=g, 可 令 v=u 一 uo 
Lv=f-Luo, rE€EG; Bv=0, rE€9G (4.3.37) 
这 样 基 函数 的 选择 就 比较 简单 了 . 
例 4.3.11 在 [1,2j 中 解 Bessel 方程 的 边 值 问题 


ty 0 ylr=1=1; y|;-2=2 (4.3.38) 


dz? 
利用 变换 y= z+ x，,， 上 式 变 成 齐 次 问题 
Etredt(r rte-0 
z | .=1 一 六 | ,=2 =0 (4.3.39) 


第 一 式 化 成 Sturm-Licuvil 形式 
d ( 在 ); 1-x? 2 


dr\™ dz 并 
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故 


2 
L = dr \™ dx rr ， f(z)=7 


显然 g(x)= (1 一)/z, 在 区 域 (1,2) 中 g(x) 二 0, 故 Ritz 法 不 能 应 用 . 而 
Galerkin 方法 不 受 限制 . 取 gp1(z)= (x 一 1)(2-zx), 并 且 令 zi1=aigi, 则 al 满 
足 


2 
| [- 2alx + (3~2xr)alt+ 
1 


2 
a | dj 1 zx? 


zx? 


一 1 — 1)(2 - x)al+ zi(r -1)(2- r)dr=0 


z 


求 得 ai =0.8110, 于 是 第 一 次 近似 解 为 


yi(zr) = 0.8110(z — 1)(x -2)+z (4.3.40) 
式 (4.3.38) 的 精确 解 为 
y(z) = 3.6072J1(x) + 0.75195Y1(x) (4.3.41) 


比较 上 二 式 两 者 十 分 接近 , 故 第 一 次 近似 即 得 很 好 的 结果 . 
例 4.3.12 非 齐 次 两 点 边 值 问题 


Lu =- (2 ee)+ dl = f, rE (a,b) 
u(a) = a; dA ,=B (4.3.42) 
为 了 使 边界 条 件 齐 次 化 ， 取 
uo(x) = a + Bz = a 
0 2(b -a) 


令 v=w ~ uo, 于 是 上 述 非 齐 次 两 点 边 值 问 题 化 为 求 齐 次 两 点 边 值 问 题 
Lv= 三 -Lao 三 方 ， ZE(apb) 


v(a) = 0; aur) -0 (4.3.43) 
让 r=b 
即 求 下 列 泛 孔 的 极 小 
2 ~ 
J(v) = | [ez 人 (和 + g(z)oz dz -2(f1,0) 
三 A(v,v) -2(f -Luo,v) (4.3.44) 
其 中 双 线 性 积分 定义 为 


A(vp,y) = | [Cx) 92 9 十 q(z)9y |dz = A(y,¢) (4.3.45) 
于 是 ,一 阶 变 分 为 

Bo) = 2| [Lo(z) G08 Oe + g(x)o8vldr -2| Fasodz 
利用 分 部 积分 
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jz(z) 和 2 92dx = = [p(x) 928v] -| 人 E[ p(x) G2 |avdz 
即 
dJ (wv) =2[2(%) 下 人 28u(b) — ev(a) | 
+2|[- 六 (zx) 四 + g(xz)v— fi seodz (4.3.46) 


在 端点 z= a，, 要 求 6v(a)=0， 而 在 丧 上 X= 二 b, 给 出 自然 边界 条 件 v (65)=0. 
所 以 两 个 边界 条 件 意义 不 同 : v(a) = 0 要求 在 泛 函 极 小 过 程 中 必须 满足 ， 而 
v'(5)=0 是 泛 函 J(wv) 极 小 的 自然 边界 条 件 . 把 v= 一 uo 代入 
J(v)=A(v,v) -2(f- Luo,v) 
=A[(u - wu),(u — u0)] -2(f -Luo,v) (4.3.47) 


=A(u,u) + A(uo,uo) ~- 2A(u,u0) — 2(f,v) +2| vLuodz 
不 难 证 明 上 式 中 最 后 一 项 积分 为 
| wLuodz = A(uo,v) - Bp(b)v(b) 


代入 式 (4.3.47) 
J(v) = A(u,u) + A(uo,u0) — 2A(u, uo0) ~ 2(f,v) +2A(uo,v) -2Bp(4)v(b) 
= {A(u,u) -2(f,u) - Bp(b)u(b)] 
— [A(uo,uo0) — 2(f,u0) - 2B8p(6)uo(b)] 


寺 J1(u) - J,(uo) (4.3.48) 
显然 J,(uo) 是 常数 ,因此 J(z) 的 极 小 即 为 万 (zx ) 极 小 
Ji(u)= A(u,u) -2(f,u) ~ 2Bp(b)u(b) (4.3.49) 
可 见 自然 边界 条 件 在 求 极 小 时 能 自动 给 出 , 但 uw(a)= a 必须 强制 满足 , 这样 的 
边界 条 件 称 为 本 质 边界 条 件 . 
设 近 似 解 为 
u(xX) = uo(x)+ ee (zx) (4.3.50) 


其 中 pi(e)=0 以 及 xo(a)=a， 上 式 代入 式 (4 3.49) 并 求 极 小 , 通过 与 得 到 式 
(4.3.23) 类 似 的 过 程 , 得 到 决定 ai 的 代数 方程 


> Leg = (f,pe) + Bp(lb)p(b) — (Luo, pe)lk = 1,2.%…,n) 


(4.3.51) 
最 后 叙述 一 下 各 种 不 同 的 区 域 ,fp;} 的 取 法 . 以 第 一 类 边 值 问 题 为 例 : 
(1) 一 维 xzE(0,，1)，p(0)=pPCO=0 则 可 取 {p;| 为 
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. 2x . NX 
sin x; ‘1 Sin xr; 


l 


sin 一 


或 者 取 寡 次 函数 
Z( 工 一 !); 22(z -1/); r(x -1); 


一 | 


(2) 二 维 或 三 维 , 设 边 界面 (或 线 ) 满 足 方程 g(zi,z,…， 


为 


2 2 
Xxg; XE; 8; 了 8; 


例 4.3.13 G 为 一 矩形 域 : [0 三 x 二 a ;0 过 y 志 5], 可 取 | gp;| 
r(a? — x)(b? — y’); z2(a2 一 Z2)(02 — y’); 


(4.3.52) 


es (4.3.53) 
zx)=0,， 可 取 | 9;1 


(4.3.54) 


(4.3.55) 


例 4.3.14 G 为 椭圆 内 部 :z?/a?+ yy/5? 志 1, 则 | pi 可 选 为 


zx? 2 rx? 2 
汪 - 济 sw 宇 半 


如 G 为 1/4 椭圆 内 部 ;x?*/a? + yA/6? 志 1,x 之 0,y 之 0 则 | pi;| 可 取 


2 2 2 2 2 
zy(1- ;一 各 ); zy (1 一 笋 ) 日 


4.4 变 分 的 其 他 近似 方法 


(4.3.56) 


(4.3.57) 


本 节 介 绍 其 他 几 种 方法 : Kantorovich 法 、 最 速 下 降 法 、 最 小 平方 法 与 Courant 
法 ,以 及 共 轿 梯度 法 . 重点 介绍 Kantorovich 法 .最速 下 降 法 和 共 思 梯度 法 . 


4.4.1 Kantorovich 法 


Kantorovich 法 一 般 用 于 多 自 变 量 函 数 的 泛 函 问题 ,但 本 质 上 与 Ritz 法 相同 . 
y 以 下 列 泛 函 极 值 问题 为 例 


y= (x) 


图 4.4.1 围 成 的 区 域 G 


(7) 
J(u) = | | Az, yursuy)dydr 


(4.4.1) 


其 中 u(xz,y) 的 定义 域 为 两 条 直线 + 一 a 
9 和 z=6 与 两 条 曲线 y= yi(zx) 和 y= 
42(z) 围 成 的 区 域 G, 如 图 4.4.1. 

取 适 当 的 完备 系 { p, (z,y)} 且 线性 


独立 , 在 Ritz 法 中 把 变 分 问题 的 第 ”级 


近似 解 u, (xz,y) 表 示 为 


ua(X,y) = >) pr (x,y) 


(4.4.2) 
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其 中 mx 为 待定 常数 . Kantorovich 法 与 Ritz 法 不 同 之 处 为 , 把 上 述 近 似 解 中 的 待 
定常 数 改 为 待定 函数 


un(X,y) = 2 ar(x) per,y) (4.4.3) 
代入 式 (4.4.1) 
b Yaz) 9u, Qun 
J (u,) = J) ey, 元 ,jaydr (4.4.4) 
上 式 对 y 的 积分 可 积 出 
J(un) = | @Lzsa(z) ar) ,saz) ,ar) ,a a), a (rt) Jdr 
(4.4.5) 
因此 , 原 倒 分 式 (4.4.1) 变 成 求 a;(x)(i=1,2,…,n) 使 上 式 极 小 . 由 式 (4.1.15) 
得 到 上 式 的 Euler 方程 
a® d a , 
Ba dzaas.™ 0 (i = 1,2,.…,7) (4.4.6) 


这 组 Euler 方程 的 解 包含 2n 个 积分 常数 ,这些 常 数 由 u, (x,y) 在 两 端点 x =a 
和 如 的 边界 条 件 决定 . 由 于 式 (4.4.3) 中 函数 ak(z) 的 选择 余地 比 式 (4.4.2) 中 常 
数 wx 的 选择 余地 大 得 多 , 因此 ,即使 选取 同样 的 展开 函数 jpj(z,y)} 以 及 同样 的 
展开 项 数 n ,Kantorovich 法 比 Ritz 法 得 到 的 变 分 近似 解 更 精确 . 

例 4.4.1 用 变 分 法 求 矩 形 区 域 C:[ 一 a 志 x+ 志 a; 一 b 魏 y 记 65] 中 二 维 Poisson 
方程 的 第 一 边 值 间 题 的 近似 解 


2+ 一 -1 (xXx,y) € G; ulac=0 (4.4.7) 
相应 的 泛 薄 为 
J(u) = 让 [( 关 ) + (PE) -2u]aray (4.4.8) 
考虑 到 问题 的 对 称 性 质 , 取 pl(z,y)= 人 一 六 ,第 一 阶 近似 为 
u(x,y) = tr) pi(zr,y) (4.4.9) 


代入 式 (4.4.8) 得 到 
Td) = 人) + 4y8(7) -2(67 ~ 5(z) dydz 
上 式 对 y 积分 后 可 得 到 
Jo = 六 [加 如 (9) + 对 pz)- 蚂 56z)]az (4.4.10) 
相应 的 Euler 方程 为 


dk(z) 5 35 
ah) = 4 (4.4.11) 
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该 常 微分 方程 的 解 为 
(xz) = Cicosh 3 六 + Cosinh/ > 困 十 到 (4.4.12) 
其 中 积分 常数 由 u1( 一 a,y)= ui(a,y)=0 决定 
ui(~ a,y) = (6*— | Cicosh/ 3 六 一 Cosinh/ 3 十 i| =0 


u 


ui(a,y) = (b? 一 | Cicosh 3 十 CosinhA| + 二 |= 0 


(4.4.13) 
于 是 
Cl = 一 广 cosh-: 3 C2 =0 (4.4.14) 
因此 第 一 阶 近似 解 为 
1 _ cosh Vv 5/2(x/6) 
ui(x,y) = 3 (6? yl1 Se | (4.4.15) 


例 4.4.2 用 变 分 法 求 
-+ 工 .= 
G:|，=+ 本 5 6 


围 成 的 三 角形 区 域 ( 如 图 4.4.2) 中 二 维 
Poisson 方程 第 一 边 值 问题 的 近似 解 

a2u ou 

于 十 5 =—-1 (4.4.16) 


在 三 角形 的 边界 x =0. 相应 的 泛 函 为 


y= p10) 


y= px) 


rN3 az 
图 4.4.2 三 角形 区 域 T(x)= | xrN3 [ (起 ) 
+ ( 问 ) -2u |dydz 
(4.4.17) 
显然 解 应 该 关于 y=0 对 称 , 因此 取 
2 
gi(z,y) = 六 一 河 (4.4.18) 
令 
u(xz,y) = PICZzy)5(Cz) (4.4.19) 


代入 式 (4.4.17) 
J (u) -| xt + (> - 村) +422 纪 -2 人 (22- ESE 
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-8 [2z5 852 + 10z455 + 30z382 + 15z35]dz (4.4.20) 
上 述 泛 函 的 Euler 方程 为 
zi +Szf -5¢= 人 (4.4.21) 
该 方程 的 通 解 为 
xz(z) = cuz+Cz 训 -站 (4.4.22) 
由 于 要 求 在 zx=0 处 有 限 , 故 C,=0. 由 ui(5,y)=0 得 C=3/(45). 最 后 得 到 
2 
ui(x,y) = 了 (1 到 ) (> 3 让 (4.4.23) 
4.4.2 最速 下 降 法 与 有 界 正定 算 子 
在 4.3 节 中 把 求解 算 子 方程 
Le2 = 上 -人 (4.4.24) 
妇 结 为 求 泛 函 J(Cp) 的 极 小 问题 . 为 简单 , 设 op 和 都 是 实 函数 
J(g)= L(¢9,9) -2(9,7) (4.4.25) 


把 J(p) 看 作 gp 空间 中 的 一 个 曲面 , 则 求 J (gp) 的 极 小 相当 于 求 曲面 上 的 最 低 点 相 
对 应 的 坐标 po, 即 是 式 (4.4.24) 的 解 . 可 用 逐次 逼近 法 来 求 出 po. 为 此 选 初始 点 
91， 如 果 Lgpi = 了, 则 gi 即 是 po; 但 如 果 Lgi 一 了 = vi 关 0, 则 可 以 把 pi 作为 第 一 
次 近似 解 . 问题 是 以 什么 样 的 方式 由 gi 向 po 点 的 逼近 最 快 呢 ? 想像 三 维 曲 面 情 
形 ; 由 一 点 向 另 一 点 的 允 近 方式 是 多 种 多 样 的 . 最 速 下 降 法 的 意义 就 是 由 pl 向 
go 通 近 方法 是 最 快 的 ! 

由 于 =L9pl- 了 是 J(p) 在 点 pl 的 梯度 , 我 们 知道 函数 在 梯度 方向 变化 速 
度 最 快 , 因此 我 们 沿 梯 度 方 向 进行 搜索 , 取 第 二 次 近似 解 

92 = 91T+ tv 

其 中 m=Lpi- 天 0. 如 果 gs= po 则 qo 一 91= 刀 vi, 因此 tivi 表示 第 一 次 近似 
解 与 真 解 的 “距离 ”. 设 g; 隆 go， 则 ti 表示 向 真 解 po 逼近 的 速度 . 最 速 下 降 法 即 
是 求 与 使 p; 向 po 通 近 的 速度 最 快 . 

把 第 二 次 近似 解 ps 代 和 人 式 (4.4.2S), 选取 与 使 (ps) 极 小 

JUpa) =p +t tiv0) = [Lp +t tiv1), 91 + t1v1]-2(f,91 + t1v1) 
=L(@1,91) + 2t1(Lo1,v1) + t2(Lvi,v1) -2(7, G1) — 2t1(f, v1) 
(4.4.26) 

其 中 利用 了 工 的 Hermite 性 :(Lgi,v1)= 《91,Lv1). 一 旦 pi 选 定 ,zi 也 决定 ， 上 
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式 中 J (gp2) 是 1 的 函数 , 求 极 小 


和 = 2(Lp9i,v01) -2(f,v01) +2t1(Lvi,v1) =0 (4.4.27) 
即 求 得 
一 (Lpl ~ f,v1) (vi, v1) 
t1 三 一 (Lvwi, v1) 一 (Lo ,vv ) (4.4.28) 
如 果 工 正定 
2 
9 = 2(Lvi, v1) >0 


故 式 (4.4.28) 的 与 精确 使 J 9,) 取 极 小 . 于 是 选 i1 满足 式 (4.4.28), 第 二 次 近 
似 解 


92 = 9p1+ tivl (4.4.29) 
向 精确 解 po 逼近 速度 最 快 . 如 果 Lg, 一 f= vs 隆 0, 可 取 第 三 次 近似 解 

93 = 9J2 + t2v2 (4.4.30) 
同样 ， 可 求 得 

t2 = (4.4.31) 
一 般 ， 如 果 第 n 个 近似 解 为 p,， Lop -f= vw; 闫 0, 可 取 (n +1) 次 近似 解 

Jr+l = Pn 十 加 Dr (4.4.32) 
而 i 由 下 式 决定 

(wy Un) 
t, 一 一 (Lo ,v0.) (4.4.33) 


因此 可 以 得 到 一 个 近似 解 的 序列 1p1, ps,…, 9p,,…1. 问题 是 在 什么 条 件 下 ，| 9,1 
收敛 到 精确 解 po? 

可 以 证 明 , 如 果 算 子 LL 正定 且 有 界 ， 即 对 任 一 允许 函数 pg, 存在 正 数 mx >0 
和 M >0, 满足 


ml)ol?<(Lyo,p Mvyp|? (4.4.34) 
则 序列 {gp, 1 收敛 到 精确 解 po， 收敛 速度 估计 如 下 
Poo go < hp- gol (NF) (4.4.35) 


由 于 最 速 下 降 法 要 求 算 子 L 正定 且 有 界 , 故 通常 L 是 积分 算 子 , 即 式 (4.4.24) 是 
积分 方程 . 积分 方程 的 理论 将 在 第 五 章 介 绍 , 这 里 给 出 一 个 上 述 方法 应 用 的 例 
子 . 

例 4.4.3 在 工 :(0,r) 上 考虑 积分 方程 


p(z) - a sin(z + s)p(s)ds = f(z) (4.4.36) 
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其 中 f(x )EL(0,7). 显然 算 子 LL 有 形式 
Lp = g(x)— a sin(z + s) p(s)ds (4.4.37) 
内 积 (Le1 ,92) 定 义 为 ( 见 第 五 章 ) 


(Lo91, 92) =| [ei(z) 一 ij sin(z + s) gi(s)ds jw(z)dz 
=j pi(z)wz(z)dz 一 4| | sin(z + s)pi(r) p(s)dsdr 


=| [p22) - jj| sin( x + s) pals)ds [p(x)dr = (p91,L92) 
故 世 是 Hermite 算 子 .下面 证 明 工 正定 且 有 界 : 因 (Lp,p) 由 下 式 决 定 
(Lp,p) = | wa)dz 一 让 | sntz t+ s)p(s)p(r)dsdr (4.4.38) 
利用 Schwartz 不 等 式 , 对 任意 f,g E11(0,x) 有 关系 
[fra ec)dr] <T Pdr) gr)dz (4.4.39) 
0 0 0 
取 
f(x) = Jsin(z + s)p(s)ds; g(r) = p(x) 
则 : 
| [sncz + 5)9g(s)ds | p(z)dz| < 站 sac + s)p(s)ds ] dz 。 | wz)dz 


0 
<[ [sn + s)ds. | rtod]dz “ | mtz)dz 一 [| ec)ar] 
得 到 第 二 步 不 等 式 , 再 一 次 利用 Schwartz 不 等 式 . 于 是 有 
[fsincz + p(s)p(z)dzds] < pra] 
或 者 | 
fsincs + s)p(s)p(r)drds 
由 式 (4.4.38) 


(Lp,p) >| rz(z)dz 一 人 


rl" 2 
< 号 (x)dzr (4.4.40) 


J andz +S)p(y)p(z)dzds 


义工 | _ A 
> rar - 估 |p(z)ar (1 入 )(9'9) (4.4.41) 
另 一 方面 


(Lp ,ep) < 2(z)dz + [Jsndz + s)9p(s) 9(zx)drds 
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n A L A 
<| pz)dz + 好 | prCz)dz = (+ 和 jw 
故 从 式 (4.4.41 和 (4.4.42) 可 得 


人 -二 J1e<Gps 人 + 和 je 
比较 式 (4.4.34)， 显 然 有 
RM = (+ 
故 当 A<Y2 Ar， L 正定 且 有 和 界 , 可 用 最 速 下 降 法 . 如 果 、> V2 /x 
(Lp,p) 之 有 | ol? 
其 中 &=1-Arv2<0, 称 工 具有 下 界 . 


(4.4.42) 


(4.4.43) 


回 到 我 们 的 问题 , 用 最 速 下 降 法 解 式 (4.4.36). 取 A=0.1 和 f(x)= 


2(Z) 一 0.1| sin(z + s)p(s)ds = 1 


(4.4.44) 


因 上 式 第 二 项 系数 为 0.1 可 看 作 小 项 , 于 是 取 第 一 次 近似 解 pg1(x)=1 则 


vi=Lop~-f=1 -0.1| sin(z + s)ds ~ 1 =— 0.2cosr 


( 一 0. 04| cos: zdr 
vl ,U1) 


0.02r 
tl 二 一 二 一 


(Lvi,v1) (Lvwi, v1) (Lvwi, v1) 


容易 求 得 (Lv1 ,v1)=0.02x, 故 t= 一 1, 于 是 第 二 次 近似 解 为 


22 = BlI+toi= 工 +0.2cosz 


则 
v2 = Lp; — f= 0.01xsinz 
而 
1 = (v2, v2) _ 
(Lv,, v2) 
故 第 三 次 近似 解 为 


203 = p+ tv = 1+0.2co0srz +0.01nsinz 


可 以 求 得 ( 见 第 五 章 ) 式 (4.4.44) 的 严格 解 为 
p(zr)=1+ 


0.2 ,00x 
1 -0.00252" ”1 -0.0025m™ 
可 见 ,第 三 次 迭代 后 近似 解 就 相当 接近 严格 解 了 . 


4.4.3 最 小 平方 法 及 Courant 法 


(4.4.45) 


(4.4.46) 


最 小 平方 法 的 基本 思想 如 下 : 如 果 gp 是 Lp= /的 解 , 则 模 数 上 Lp 一 了 fi? 应 
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恒 等 于 零 , 即 
Lp =- 三 0. (4.4.47) 
设 { oj| 是 Ho 中 的 完备 系 ( 仍 假定 工 是 正定 的 ), 取 ”级 近似 解 


2 = ext (4.4.48) 
因 g, 是 近似 解 , 故 上 Lp。 -了 ?不 可 能 恒 等 于 零 , 但 我 们 选择 ww, 使 
TLp, ~ 了 上? 取 极 小 
| Lo， — fil? = min (4.4.49) 
于 是 可 求 得 式 (4.4.48) 中 的 系数 ae . 把 式 (4.4.48) 代 入 Lg - fi? 得 
Lp - fl? =(Lo, Lp) -2(L9,,f) + (f,7) 


=>) aaj(Loi ,Lo9;) 一 2 Da (Lg,,7) 十 (f,f) 
由 Lo, 一 让 1: 极 小 得 a; 的 方程 组 
CIp)ai = (Lp,f), (i= 1,2,.,n) (4.4.50) 
于 是 可 求 得 一 组 a;. 
Courant 法 则 是 Ritz 法 和 最 小 平方 法 的 结合 . 由 Ritz 法 知道 , Lp = 了 的 解 对 
应 于 J(p) 取 极 小 . 于 是 构成 新 的 泛 函 .Jp) 
Jp) =Jp)+ Lp- /|? (4.4.51) 
当 p= po 是 Lop=f 的 解 时 , 显然 J(gpo) 应 取 极 小 , 故 Lp= 的 解 也 对 应 于 J (gp) 
取 极 小 . Courant 法 的 优点 在 于 有 较 好 的 收敛 性 . 


4.4.4 ” 共 固 梯度 法 
首先 介绍 工 正 交 及 工 正 交 序 列 概念 . 在 4.3 节 中 , 定义 带 算 子 L 内 积 
‘wlLiv)= (Lu,v)= (u,Lv) (4.4.52) 
其 中 车 是 Hermite 算 子 , 新 的 范 数 为 
Hull= (lLiu) = (Lu,u) (4.4.53) 
对 薄 数 序列 {pi ,pp,,…|， 如 果 带 算 子 内 积 正 交 
(pi:lL!p)=0 (i 关 j) (4.4.54) 


这 样 的 序列 称 为 革 正 交 序 列 或 共 固 方向 序列 . 如 果 序 列 | el ,e,…} 线 性 独立 但 不 
工 正 交 , 则 可 以 通过 Gram-Schmidt 过 程 求 得 工 正 交 序 列 
P11= ¢€i 


_ 《ez IL|p1) 
加 
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< (e, | L| ps》 
= 一 ope; >1 4.4.55 
pn En 之 (pe IL| pes Ps (n ) ( ) 


事实 上 , 令 


pn = en 十 Sap,, n>1 
上 式 用 p; 两 边 求 带 算 子 内 积 


n—l 


(plL1p) = (plLie) + Dap lll ps) 


当 j < 要求 (pj1L| ps) =0, 同样 j 尖 时 (p|L|p,) =0, 因此 从 上 式 可 求 得 


(pe |L|e,) 


pr lL Pp (4.4.56) 


CR 一 


即 得 到 式 (4.4.55). 
考虑 定义 在 Hilbert 空间 上 的 泛 函 
J(u) = (Lu,u) ~ 2(f,u) (4.4.57) 
如 果 工 是 Hermite 算 子 且 正 定 有 界 ， 即 对 任 一 允许 函数 g,， 存在 正 数 mx >0 和 
M >0, 满足 式 (4.4.34), 那么 使 汪 取 极 小 的 惟一 函数 uo 是 方程 
Luo=f (4.4.58) 
的 惟一 解 . 设想 通过 迭代 过 程 逼近 使 泛 函 J(x) 极 小 的 真 解 uo, 也 就 是 上 式 的 解 . 
迭代 初始 点 假定 为 ul ,显然 w =Lul - 大 0, 和 否则 xi 即 为 真 解 wo. 取 第 n 次 近 
似 解 为 
Un+l1 = Un 十 tnpn (4.4.59) 
在 最 速 下 降 法 中 , 搜索 方向 为 J(4) 在 点 u, 的 梯度 方向 p, = v, = Lu, - f， 下降 
速度 取 为 式 (4.4.33). 事实 上 , 最 速 下 降 方 向 仅仅 代表 了 (wu) 的 局 部 性 质 , 局 部 
来 说 , 最 速 下 降 方向 确实 是 J(u ) 下 降 数 值 最 快 的 方向 , 但 从 全 局 来 看 , 最 速 下 降 
法 并 不 是 收敛 速度 最 快 的 方向 , 特别 是 当 w。 逼近 真 解 wo 时 ,收敛 速度 更 慢 . 
共 瑟 梯度 法 的 基本 思想 是 把 共 斩 性 与 最 速 下 降 法 相 结合 , 利用 已 知 点 处 的 梯 
度 构 造 一 组 共 罗 方向 , 并 沿 此 组 方向 进行 搜索 , 求 出 J(vx) 的 极 小 点 . 
假定 搜索 产生 的 函数 序列 为 ua ,ws,…,u,，,…|}， 相 应 的 梯度 方向 为 {v1 , v2， 
va "(其 中 wv, 二 Lu, 一 了), 我 们 用 Gram-Schmidt 过 程 来 生成 一 组 LL 共 思 的 方 
向 序列 和 p1,p2,*…,p,，…| 
Pi= v= Lu-f (4.4.60) 
pP2 = v2 + a2p? (4.4.61) 


n—1 
pa = vn + Dy aps (4.4.62) 
k=1 
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由 式 (4.4.56) 得 到 


加 (pe | Li vw > 


注意 : p, 的 生成 仅 依赖 于 {v1 ,v2,…, v1 . 把 请 作为 搜索 方向 代入 式 (4.4.59)， 
然后 求 逼 近 速度 . 由 
J unrt) = Ja +bp) = [LOun +t tapa)s wn + tapn]— 2(f,u, + tpa) 
= (Luns un) + 2i, (Luns pn) + tC(Lpn, pr) 
~—2(f,u,) — 2t,(f,p,) 


Qk 


(4.4.64) 
的 极 小 条 件 
djJ (u,) | 
dr = 2(Lusspa) -2(f,pn) +2t(Lprspr) = 0 (4.4.65) 
即 求 得 
1, __ (Lu f,pr) (zw , pr) _ (vw, (4.4.66) 


(Lp , pa) (Lp , pa) cs 

因此 , 共 轿 梯度 法 的 过 程 可 总 结 为 : 

(1) 选 定 初始 函数 uj, 求 J(u) 在 点 ui 的 梯度 pl = v=Lui 一 了 作为 LL 共 思 
的 方向 序列 | 2 的 第 一 个 元 p1. 由 式 (4.4.59), 求 va = ulit+tip1, 其 中 由 式 
(4.4.66) 决 定 

(wi, p1) 

《piliL|! pi) 

(2) 求 J(w) 在 点 us 的 梯度 wz =Luz f, 然后 由 式 (4.4.61) 求 工 共 轧 的 方 
向 序列 {p;| 的 第 二 个 元 p， 


ti 一 一 (4.4.67) 


p2 = v2 — coh (4.4.68) 

(3) 由 式 (4.4.59), 求 u3= ws+t2p2, 其 中 1 由 式 (4.4.66) 决 定 
t2 二 一 和 (4.4.69) 
(4) 一 般 如 果 求 得 uu, 然后 求 梯度 v=Lu, -ff, 于 是 wu,1 由 以 下 两 式 决定 
sl = dn 十 Tsp, (4.4.70) 
p, = vo, - Cpe Th p. (4.4.71) 


可 以 证 明 序 列 [u1 ,ws，,… ,us，…| 收 敛 到 真 解 wo. 共 轿 梯度 法 所 需 总 计算 量 略 大 
于 最 速 下 降 法 , 但 在 收敛 速度 方面 却 有 显著 的 改进 . 
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习 题 四 


求 泛 东 
J(y) = | oo + yy + ydxr 


的 极 值 酒 数 , 使 其 通过 二 连接 点 . 


求 泛 孙 
o,f/ 2 
1 -| 
的 Euler 方程 . 
设 泛 项 


19) = KG, pdsd + | p25)ds -2| p(s) fC)ds 


其 中 K(s,!)=K(t,s). 证 明 上 述 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 为 : g(:) 满 足 积分 方程 ( 见 第 五 
章 ) 


pl) + [Ks gs)ds = 00). 
求 下 列 泛 函 的 Euler 方程 
I) = | aC) ud + ole yu tcl,y)u + 2fu Jdzrdydes 
OID = | VE drdyds. 
求 泛 函 
1 = | [wo 2rdrdy -2), pC)uds + | 0) Sas 


的 Euler 方程 和 自然 边界 条 件 . 
求 下 列 泛 函 的 Euler 方程 


(a) J(u) = | Ee 十 Wy)? —2(1 - p)(uuy, 一 uy)Jdrdy, 


(b) J(u) = J te + uy) — 2(1 ~ o) (us — wy, — uy) drdy, 
其 中 只 和 为 常数 . 注意 :参数 py 和 在 Euler 方程 中 的 作用 . 
证 明 二 阶 偏 微分 算 子 
Lu= 挛 [pCz) 叶 |+ 六 [p(y) | q(xzsyu, (zy) EC 


是 自 共 罗 算 子 , 即 证 明 (Lu,v)=(u,Lv)+B(wu,v), 其 中 B 为 边界 积分 算 子 . 
4.8 考虑 单位 球 内 的 本 征 值 问题 
Vg+aAy=0, zi:+y+zxi<l 
P| yl =0 


证 明 最 小 本 征 值 为 Mun= 关 ; 利用 内 (r,9,9)=1-r 估 计 最 小 本 征 值 . 
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4.9 考虑 本 征 值 问题 
9 + Ap = 0,， 0<< 工 < 
2 (0) = p(r) =0 
证 明 最 小 本 征 值 为 Mo=0.25, 而 第 二 个 本 征 值 为 1=2.25. 利用 
P(X) = pax) = -7 
估计 最 小 本 征 值 Mo 和 第 二 个 本 征 值 11. 


4.10 全 计 本 征 值 问 题 


2 2 
vVzp+)hp =0， 到 + 稚 委 |， a<b 
2 2 
p=0, 二 + 入 二 1 
最 小 本 征 值 的 大 小 . 
4.11 用 Ritz 法 求 下 列 边 值 问题 的 第 n 项 近似 
4 
9 者 = 1，zE (0,0) 
下 zx 
u | { dz? x=0,1 =0 
1(‘/duy? ‘ . 
提示 : J(u) = | ( 钱 ) dz | .az 取 pu,(z) = sin 一， 


4.12 用 Galerkin 法 求 下 列 边 值 问题 的 二 级 近似 
Viu = 1， (zy)EG 


“ Je 四 an |26 


其 中 区 域 G 为 环 域 1 委 袜 + yy 志 4. 提 示 ; 取 
w= (z+ yy 1)[4- (r+ y) u(r,y) = wlal t+ ar + y)], 


4.13 设 G 是 y=kx 及 r=a 和 x=5。5 围 成 的 梯形 ,用 Kantorovich 法 解 边 值 问题 


Vu =—1, (zy)E Gi u 


= 0. 
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本 章 介绍 积分 方程 的 基本 理论 , 主要 内 容 有 : 5.1 节 介 绍 积分 方程 的 形成 和 
分 类 ,讨论 Abel 方程 的 解 ,以 及 第 一 类 积分 方程 的 适 定性 问题 ;5.2 节 介绍 解 积 
分 方程 的 两 种 基本 技术 ， 即 和 迭代 法 和 有 限 秩 近 似 ; 5.3 节 讨 论 L*[a,5] 空 间 中 积 
分 方程 的 基本 理论 , 介绍 用 迭代 法 和 有 限 秩 近似 的 结合 解 具 有 平方 可 积 核 的 积分 
方程 ;最 后 ,5.4 节 从 积分 方程 的 角度 讨论 积分 变换 以 及 应 用 积分 变换 求解 特殊 
形状 的 积分 方程 . 


5.1 积分 方程 的 形成 及 分 类 


由 第 三 章 , 我 们 知道 利用 Green 函数 可 以 把 各 种 微分 方程 的 定 解 问题 化 成 积 
分 方程 . 从 许多 实际 的 物理 问题 , 也 可 直接 得 到 各 种 形式 的 积分 方程 . 本 节 列 举 
若干 典型 的 例子 , 讨论 各 种 积分 方程 的 形成 及 其 分 类 . 


5.1.1 Volterra 积分 方程 的 形成 
考虑 二 阶 线性 常 微分 方程 的 Cauchy 问题 


2 
T+ ai(z) + ao(z)y = f(z), >0 (5.1.1) 
ylio=0; yl|-o=0 (5.1.2) 


设 f(x) 和 a;(x)(i=0,1) 是 连续 隐 数 ,并且 a;(xz) 有 连续 的 一 阶 导 数 . 对 方程 
(5.1.1) 积 分 二 次 并 利用 方程 (5.1.2) 得 到 


3y( 工 ) 十 [| [ec det) + aolt) y(t) |didé = | | roarde (5.1.3) 
0J0 t 0J.0 
上 式 中 积分 相当 于 在 三 角形 区 内 作 二 重 积分 , 如 图 5.1.1, 交换 积分 次 序 可 得 
| | Carat = [0 fagar = jc —t)f(i)dt = g(x) 
0v0 0 t 


| ao) Dade =| a(ny( dt -本 y(t) ea] dé 


Se Jas 


-| y(t) | ai(i) -~-(z 一) 


je)y dards = Jao ya) aedt = [Cr aot) y(t)de 
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于 是 式 (5.1.3) 变 成 


dai(t) 


y(xz) + [eco) (z 一 上 ) 


dz 


令 


k(x,t) = 2 (- 1)* 


于 是 式 (5.1.4) 变 成 
yr) + | ez,Dy(od: = g(x) 


(5.1.5) 
其 中 k(x ,i) 称 为 积分 核 . 因此 , 我 们 把 
Cauchy 问题 化 成 了 积分 方程 (5.1.5). 
其 意义 很 明显 ， 因 为 方程 (5.1.5) 的 讨论 
要 比方 程 (5.1.1) 容 易 得 多 (例如 解 的 存 
在 性 讨论 往往 这 样 做 ). 形 如 方程 
(5.1.5) 的 积分 方程 称 为 第 二 类 Volterra 
积分 方程 . 与 此 对 应 , 称 具 有 下 列 形式 
的 方程 


J sr, )y dt = f(x) 
”为 第 一 类 Volterra 积分 方程 , 其 中 &(z， 


+ ao(t)(x— 1) yl)dt = g(x) 


(5.1.4) 


ot[ ae(t)( 工 一 上 )] 
bE 


(x,x) 


t 


图 5.1.1 交换 积分 次 序 


(S$.1.6) 
i ) 和 f(z) 已 知 , 而 y(i) 未 知 . 具有 式 


(5.1.6) 形 式 的 积分 方程 的 最 简单 例子 可 有 下 列 物理 问题 推 得 . 


例 5.1.1 如 图 5.1.2, 设 一 质点 M 


内 运动 到 (60,0) 点 (7>0,so>0). 显然 运 


(6o,0) 


图 5.1.2 质点 由 (&,7) 
运动 到 (& ,0) 


由 于 重力 的 作用 , 由 (,7) 点 在 垂直 平面 
动 所 需 时 间 是 7 的 函数 1 = 1(w). 如 果 
已 知 1= 1(7), 求 M 运动 的 轨迹 x 


. rx(y). 


AM 运动 的 速度 大 小 v 满足 

v= 2g(7 — y), Oy 
其 中 g 为 重力 加 速度 . 设 a(x,y) 是 速 
度 矢量 " 与 x 轴 的 夹 角 ,于 是 


和 


了 
=V2g(7 一 y)sina 


vsinag 


d 
dt 


和 三 vcos(e 一 


即 
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1 


dt = d 
' V2g(7 — y)sina > 
_ 1 
?(y) = [| 
得 到 
(nD = | dy = -| dy 
EY 0 V2g(7 一 y) 
令 F(7)= -V2gt(7) 得 积分 方程 
”_ 9g(y) 
dy = 5.1.7 
Ws (5.1.7) 


一 旦 从 上 式 求 得 p(>)， 则 利用 

由 AS = Vy) -1 
可 求 得 M 运动 的 曲线 x = z(y). 方程 (5.1.7) 是 第 一 类 Volterra 积分 方程 ,具有 
积分 核 &(y,y) = 17VC 了 = 订 , 它 是 更 普遍 的 一 类 方程 即 Abel 方程 的 特例 


| dy = f(z) (5.1.8) 


0 (XxX—y) 
其 中 0<a<1,f(z) 是 连续 函数 , 满足 自 恰 条 件 : f(0)=0. 
一 般 第 一 类 Volterra 方程 比 第 二 类 Volterra 方程 更 难 求解 . 但 在 一 定 条 件 下 ， 
第 一 类 方程 可 化 成 第 二 类 方程 . 考虑 k(x,y) 和 f(x) 连续 可 导 , 对 式 (5.1.6) 两 
边 求 导 


Atz sz)g(z) + | p(y)dy = f(z) 


设 k(x,x) 关 0, 两 边 除 以 k(x ,x) 
pz) + [hilzy) gy)dy = 让 全 


k(r,xr) 
因此 式 (5.1.6) 化 成 了 式 (5.1.5) 的 形式 , 其 中 新 核 为 
ki(x,y) = l ~ ok(Cz,y) 


k(xr,x) ax 
显然 上 述 方法 不 适合 于 Abel 方程, 因为 &(z,z) 一 oo, 但 Abel 方 程 可 用 其 他 方法 
求解 ( 见 5.1.3 小 节 的 讨论 ) 

第 一 类 Volterra 积分 方程 的 另 一 个 例子 是 信号 处 理 中 具有 卷 积 核 的 方程 


v0) = | 10- nxz(r)dr (5.1.9) 
其 中 z() 是 上 时 刻 输入 系统 的 信号 ,h(i 一) 是 线性 系统 的 脉冲 响应 ，y(t ) 是 输 
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出 , 现在 已 知 (2 和 (一 r) 求 (站 
5.1.2 Fredholm 积分 方程 的 形成 
具有 下 列 形式 的 积分 方程 称 为 第 二 类 Fredholm 积分 方程 
p(z) = fz) +4] kr,y) p(y)dy (5.1.10) 


其 中 f(z) 和 k(x,y) 为 已 知 肾 数 , 4 为 常数 , 而 p(x ) 待 求 . 与 此 相应 , 第 一 类 
Fredholm 积分 方程 定义 为 


[k(x,3) C9) dy = f(x) (5.1.11) 


其 中 f(z) 和 k(x,y) 为 已 知 函 数 , 而 p(x ) 待 求 . 
利用 Green 函数 , 常 微分 方程 的 边 值 问题 一 般 可 化 成 第 二 类 Fredholm 积分 方 
程 . 
例 5.1.2 考虑 边 值 问题 
2 
-SE - Mo(z)p(z) = h(x), rE (0,7) 


9p|--o = ai p|.-1=6 
为 了 把 边界 条 件 齐 次 化 ， 作 变换 ;gp (x)=g(rx)+y(x), 其 中 g(x)=a+t+(b 
一 4a)x/l, 于 是 y 满足 


_ dy(z) 
dz 


— Ap(x)y = h(xr)+ Ap(xr)g(zr) = fi1(x) 


y|--o=y|. -=0 (5.1.12) 
上 式 的 Green 函数 为 
xr(l- é€) 0 过 x 三 é& 


1 
G(z,é)= 方 
C7,6) sz) trl 


l 
于 是 式 (5.1.12) 化 成 下 列 积分 方程 


y(z) = fz) + 和 | Gdz ,ep(6)y(6)de 


f(x) =| ct,57(6)d (5.1.13) 


假如 p(xz)>0, 令 y=Vp(r)y(x),k(x,6)=G(r,8)Vp(&)p(zx), 于 是 得 第 二 
类 积分 方程 


plz) = F(z) + 让 h(x,é)y( ede (5.1.14) 


其 中 F(z)= f(x)vp(x). 因 G(xr,8)=G(&,x), i 故 和 (x,E)=k(E,x), 上 式 
称 为 具有 对 称 核 的 积分 方程 . 当 F(x)=0 时 , 下 列 方程 称 为 本 征 方程 
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p(x) = a Cr,y) p(y)dy (5.1.15) 


与 微分 方程 的 本 征 值 问题 一 样 ,， 上 式 并 不 是 对 所 有 的 4 都 有 非 零 解 ， 只 有 对 某 些 
特定 的 1, 值 才 有 非 零 解 ,，4, 称 为 本 征 值 ， 而 相应 的 非 零 解 称 为 本 征 函 数 . 下 面 
将 看 到 式 (5.1.14) 中 是 否 等 于 本 征 值 4,, 对 方程 解 的 性 质 有 很 大 的 影响 . 

第 一 类 Fredholm 方程 熟悉 的 例子 是 Fourier 积分 


yg(y) = 坊 | . e Vo(r)dz, y€E(- ~,%) (5.1.16) 


其 中 y(y) 可 看 作 已 知 函 数 . 当 y(y) 平 方 可 积 时 , 式 (5.1.16) 的 解 为 逆 Fourier 变 
换 


p(xr) = 房 | ?Vedy (5.1.17) 
第 二 个 例子 是 Hilbert 变换 
ti Da = u(x), 工区 (- co,oco) (5.1.18) 


上 式 在 色散 理论 和 数据 处 理 中 有 十 分 重要 的 应 用 . 在 实际 问题 中 ,u(x) 与 v(x) 
是 一 个 复 值 函 数 的 实 部 和 虚 部 . 因此 ,Hilbert 变换 把 复 值 郴 数 的 实 部 和 虚 部 联系 
在 一 起 ,如 果实 验 测 得 实 部 x(z), 可 由 式 (5.1.18) 解 得 虚 部 v(z) 


v(x) = 上 | u(t) di (5.1.19) 


NJ_ot- 
式 (5.1.18) 和 (5.1.19) 称 为 Hilbert 变换 对 , 其 中 积分 是 在 主 值 意 义 下 的 积分 . 我 
们 将 在 5.4 节 中 证 明 式 (5.1.19) 并 讨论 Hilbert 变换 的 基本 性 质 . 
值得 指出 的 是 , 第 一 类 Fredholm 方程 的 讨论 比 第 二 类 方程 要 复杂 得 多 . 事实 
上 ,方程 (5.5.11) 一 般 是 不 适 定 的 ,对 Volterra 积分 方程 也 可 得 到 同样 的 结论 ( 见 
5.1.3 小 节 ). 因此 , 本 章 主要 讨论 第 二 类 积分 方程 . 
为 方便 , 把 式 (5.1.10) 和 (5.1.11) 写 成 算 子 方程 的 形式 


p= f+AKoy; Kop=g (5.1.20) 
其 中 K 为 积分 算 子 
Kp = | 4(z,y)p(y)dy (5.1.21) 
而 称 下 列 方程 
p= 4K9 (5.1.22) 
为 算 子 K 的 本 征 方程 . 上 式 还 可 以 写成 
Ko = Ai 4k= 1/A (5.1.23) 


显然 , 积分 方程 (5.1.8) 或 (5.1.18) 的 核 作为 二 元 函数 在 直线 y= z 有 奇 性 . 
一 般 如 果 积 分 方程 的 核 函 数 具 有 形式 
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k(x,y) = H(z,») 
(x ~ y)” 


其 中 态 (zx,y) 为 有 界 隆 数 , 称 为 麻 性 核 . 当 0<a<1 时， 称 这 种 核 的 积分 方程 为 
弱 奇 性 积分 方程 , 它 的 解 具有 较 好 的 性 质 , 具备 Fredholm 型 积分 方程 的 一 切 特性 
和 结论 . 当 a =1 时 , 例如 式 (5.1.18), 称 为 奇 性 积分 方程 ,其 积分 只 有 在 主 值 积 
分 下 才 有 意义 ,以 后 将 不 作 专门 讨论 . 


5.1.3 Abel 方程 及 第 一 类 积分 方程 的 y 
适 定性 
与 微分 方程 定 解 问题 的 适 定 性 一 
样 ,如 果 一 个 积分 方程 的 解 存在 ,， 且 惟 x=y 
一 , 并 且 在 某 种 意义 上 来 说 是 稳定 的 ， 
则 称 这 个 积分 方程 是 适 定 的 . 如 果 有 一 
个 条 件 不 满足 ， 则 称 为 不 适 定 的 . 下 面 0 
阐明 第 一 类 积分 方程 是 不 适 定 的 . 
考虑 Abel 方程 (5.1.8), 首先 求 出 图 5.1.3 积分 交换 次 序 
它 的 解 , 然后 证 明 解 对 F(z) 的 微小 变动 是 不 稳定 的 . 对 式 (5.1.8) 两 边 乘 (> 
-xz) -8 并 对 zx 从 0 到 > 积分 
“人 1 f 
| Ed ra = | se 


左 式 积分 变换 次 序 , 先 对 z 求 积分 , 再 对 y 求 积 , 如 图 5.1.3 
| (x 一 y)° py = | 站 dz 


— zx)? 
令 z=y+(z 一 y)u, 则 
| dx = 上 (z -ydu 
(过 -yy)“(z 一 工 )B 0 (z ~ y)"u'(z— y)&(1 一 2)p 


i du pri T(1 ~ a)T(1 -8) 
一 (zy a (zy) Tn) 


因此 


/le 加 2—-a-8) * f(z) 
jp ~ rd he 可 Grd (5.1.24) 
如 取 8=1-a， 0 


Fr) | _ sinxa 
| 9(7)d2 = T(a 六 一 mere ss) (z— x)! sdz = | Lr (xz— I sd 


(5.1.25) 
两 边 求 导 即 得 Abel 方程 的 解 p(z) 
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其 中 利用 了 下 喇 数 的 性 质 :T(1)=1 和 TT(aj)T(1 一 a)=n/sinan. 下 面 来 说 明 上 式 
对 f(x) 的 微小 变化 是 不 稳定 的 . 设 六 zx) 

| f(x) = f(r) + 6f (5.1.27) 
而 相应 的 解 为 g(x)= p(x)+6p, 取 


SF(z) = 7 siny 


由 式 (5.1.26) 
9 zx p10 3 
3g(z) = smre 0 了 忌 Pa, (5.1.28) 
设 +E10,1], 容易 看 出 
fCz) =- fz) = SF < 0% (5.1.29) 
而 解 的 变化 可 证 明 为 
15(z) -p(n 1 = lel > ls 5.1.30) 


由 上 两 式 可 看 出 , 当 wx 一 0 时 上 8f1 一 0, 但 3g 上 1 一 ww. 因此 解 式 (5.1.26) 对 
f(z) 的 变动 是 不 稳定 的 . 于 是 ,Abel 方程 在 古典 意义 上 是 不 适 定 的 . 
对 第 一 类 Fredholm 方程 也 可 作 相 似 的 讨论 . 考虑 第 一 类 Fredholm 方程 


Cx) p(y)dy =u(r), (0<zr1) (5.1.31) 
设 
(zx) = u(x)+ N| kz,y)sin(z)dy 


则 解 p(z ) 为 
pr) = p(z) + Nsin( nr ) 
显然 对 于 任意 固定 的 N, 只 要 7 取得 足够 大 


u(xz)- u(xz)) = NW he, yainCw)dy | ay (5.1.32) 
就 可 任意 小 , 但 解 的 偏差 


D(x)— = si _ IN|/, sin2y) , IN| 
op(x)—- v(x)) = IN|| sn(zz)dz = 了 (1 7 ) 本 
(5.1.33) 


却 可 任意 大 . 因此 , 第 一 类 Fredholm 方程 是 不 适 定 的 . 
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第 一 类 积分 方程 的 不 稳定 性 是 不 难 理解 的 , 以 方程 (5.1.31) 为 例 , 左边 的 积 
分 起 到 平滑 作用 , 积分 后 形成 的 函数 较 光 滑 ， 而 右边 函数 如 果 不 满足 一 定 的 光滑 
性 是 不 可 能 等 于 左边 的 . 


5.1.4 非 线性 积分 方程 的 形成 
从 式 (5.1.21) 可 看 出 , 算 子 K 是 线性 算 子 , 即 具有 性 质 
K(apl + Bps) = cKopl + BKo9, 


故 Fredholm 方程 (5.1.20) 是 线性 方程 . 当 物 理 问题 涉及 到 非 线性 效应 时 , 往往 可 
推 得 非 线性 积分 方程 . 非 线性 积分 方程 有 各 种 不 同 的 形式 , 例如 


plz) + | kr Fly,p(y)]dy = 0 (5.1.34) 


其 中 (x,y) 和 下 为 已 知 函数 , 而 下 关于 是 非 线性 的 . 上 式 称 为 Hammerstein 
方程 . 更 一 般 的 非 线 性 方程 为 Urysohn 方程 


plz) + | [zy,p(z)]dy = g(x) (S.1.35) 
其 中 非 线 性 项 直接 出 现在 积分 核 中 . 导致 Hammerstein 积分 方程 的 一 个 简单 例子 


是 非 线 性 边 值 问题 . 
例 5.1.3 考虑 非 线 性 边 值 问题 


_ dp(r) = 下 [z,p(z)]+ fi(z) 


dz 
p|.-。 = 9|,.,=0 (5.1.36) 
利用 Green 函数 
G(z,y) = 二 5.1.37 
TTT), y<r<l ( ) 


可 把 式 (5.1.36) 化 成 
g(z) = f(z)+ | FI[yp(y)]G(z,y)dy 


f(x) = | ccz moody， (5.1.38) 
例 5.1.4 单 摆 振 动 方程 
2 

-S00 -arsing(z) = gi(i) (5.1.39) 


式 中 上 表示 时 间 变 量 . 如 果 gi(z) 是 周期 为 2 的 奇 函 数 , 我 们 要 求 上 式 周期 为 2 的 
解 , 这 个 条 件 等 价 于 边界 条 件 p | ,-o= ?|,.， =0. 于 是 ,F[t,g(1)] = azsinp(t)， 
代入 式 (5.1.38) 
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1 
gp(D) = g(t) + es| sing(y) Gy)dy 


g(t) = | Gwe)dy (5.1.40) 
令 y= gg(1) 一 g(1), 则 y 满足 下 列 Hammerstein 方程 
y(t) = a | sn[e(y) + $9) Gy) dy (5.1.41) 


例 5.1.5 考虑 不 均匀 地 质 的 二 维 
分 布 , 如 图 5.1.4 所 示 , 在 z= 一 旦 附近 
有 一 地 质 密度 的 分 界面 , 在 D 区 密度 为 
Pp2， 而 在 其 他 区 域 密度 为 ou， 其 中 DD 的 
分 界线 为 = p(z) 一 日 . 现在 的 问题 
是 ,已 测 得 地 面 z = 0 处 由 于 地 质 不 均匀 
引起 的 重力 变化 情况 


es (5.1.42) 
z=0 


图 5.1.4 地 球 物理 中 场 的 反 演 要 推出 分 界面 的 形状 = = p(z) =- 互 . 由 
于 不 均匀 性 Ap = ps ol 产生 的 场 满足 二 维 Poisson 方程 
Vv =-4rAp 《51 439) 
利用 Green 函数 


式 (5.1.43) 的 解 为 
Ws 二 | son Tded7 


由 式 (5.1.42) 得 到 
i -H+9p(£§) D 


2 1 
se = 和 o[ 芭 | ”六 (jaear]| 
_Ap b (x E 沪 第 H? 
| (zx—-é€)+[H- py 
令 u(x)=2xAg/Ap 即 得 到 关于 gp(&) 的 积分 方程 
8 (zr—- é€)°+H? 
sl Gl) J 
显然 上 式 具有 Urysohn 方程 的 形式 . 研究 表明 上 式 解 关于 u(xz) 的 微小 变化 不 稳 
定 , 而 w(x) 表示 物理 测量 的 量 , 总 存在 一 定 的 误差 . 初 看 起 来 上 述 问题 似乎 没有 
多 大 的 意义 , 但 实际 问题 却 存在 . 这 种 不 适 定 问题 的 讨论 是 目前 应 用 数学 的 一 个 


u(x) 
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重要 方向 , 产生 了 一 套 求解 不 适 定 问 题 的 理论 和 方法 , 我 们 将 在 第 七 章 中 作 初 步 
介绍 . 


5.2 积分 方程 的 迭代 法 和 有 限 秩 近似 


本 节 讨 论 积分 方程 的 两 种 基本 解法 : 迭代 法 和 有 限 秩 近似 . 主要 讨论 第 二 类 
Fredholm 积分 方程 , 而 第 二 类 Volterra 方程 可 看 作 第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 
特例 , 因为 只 要 令 下 列 方程 


g(z) = F(z) +a) kr,y) p(y)dy (5.2.1) 
的 积分 核 为 
E( ) = 0， as 委 过 委 y 近 0 
TO xy), a<y<reb 


式 (3.2.1) 即 可 变 成 第 二 类 Volterra 方程 . 
5.2.1 第 二 类 Fredholm 方程 的 迭代 法 


考虑 式 (5.2.1) 或 算 子 方程 
p= f+iKy (5.2.2) 
当 4 足够 小 (含义 见 后 讨论 ) 时 , 设想 上 式 的 解 可 表示 成 小 参数 4 的 寡 级 数 


g(z) = DA"g, (7) (5.2.3) 
代入 式 (5.2.2), 比较 4 的 同 次 寡 系 数 可 得 
2po(Cz) = 上 


p1(x) 一 Kopo = Kf 
pz(z) = Kp = K(Kpo) = Kf 


Pr( 工 ) = Kyi1 = Kf (5.2.4) 
如 果 和 定义 第 ”次 和 迭代 核 
ki(x,y) 二 k(xr,y) 


6 . 4 
k(x,y) 二 | k(x, yi)R( yy) dy = [x,y ky y)dy 


(zy) = [hat (zy (yy) dy (5.2.5) 
第 n 次 选 代 解 可 表示 成 
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pn(x) = [Cz f(y)dy (5.2.6) 
代入 式 (5.2.3) 得 形式 解 
pg(z) = Hz) +125] ly) fy)dy 


= f(z) +4| RCz,ya) f(y)dy = 2 4"K"f (5.2.7) 

其 中 
R(x,y,4) = Dinilz, y)A” (5.2.8) 
一 般 称 式 (5.2.7) 为 Born 级 数 或 Neumaun 级 数 . 由 于 R(x,y,4) 不 依赖 于 f(x)， 
故 称 为 式 (5.2.2) 的 解 核 . 现在 的 问题 是 , 在 什么 条 件 下 式 (5.2.7) 或 (5.2.8) 中 
无 穷 级 数 收 伍 且 收敛 到 方程 (5.2.2) 的 解 ? 设 |k(x,y)| 的 最 大 值 为 有 限 的 正 数 
M 
[ECzyy)| 委 M< oo 
于 是 , 由 式 (5.,2.6) 
|&1(zx,y)| = |k(z,y)|<M 


|&2(z,y) | M| li(z,y) 1dy < M(b—-a)! 
1& (zy) I Mb -a)”! 
式 (5.2.8) 中 无 穷 级 数 收敛 的 条 件 是 


[kari zy)A” | MO 一 am 
[Rs (zy)A2 | se )”*- 1 12 一 ! < 


即 M(65 一 za)|X|<1, 因此 当 X 满足 
121< 


Mo a) (5.2.9) 
式 (5.2.,8) 关 于 4 的 军 级 数 绝对 且 一 致 收 化 . 但 上 式 仅 仅 是 充分 条 件 ,并非 必要 
条 件 . 可 举 两 例 来 证 明之 . 

例 5.2.1 设 k(x,y)=a(x)B(y), 其 中 a(zx) 和 B(x) 是 两 个 任意 连续 函数 
且 满 足 正 交 条 件 


| ez)p(z)dz =0 
这 时 
2 6 
Kf = JCz, f(y)dy = a(z)| p(y) f(y)dy 三 Ca(z) 
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2 7 一 fe 
KJ k(xr,y)f(y)dy = Ca(z) Bl(y)a(y)dy= 0 


Kf = K" ’*(K’*f)=0 
其 中 C 为 常数 . 于 是 式 (5.2.7) 中 只 有 前 两 项 , 故 方程 有 解 
p(xz) = f(x)+ Kf(x) = f(x) + ACa( x) 
无 需 用 到 条 件 式 (5.2.9). 
例 5.2.2 Volterra 核 
0， 4a 委 和 胺 yy 和 所 1 


k(x,y) DS 
TT， 一 
MM kl(r,y), aa 委 y> 委 工 世 0 


记 
M = max|&(zyy)|; A=| flar 
这 时 有 
[Kf| = C3)7(y)dy |< AM 
| 了 入 = cry) (KPay|< A May = AM’(x -a) 


用 归纳 法 可 证 明 , 一 般 有 


1K"f|< AM" Fr (n = 1,2,) (5.2.10) 
事实 上 , 当 n=1 和 2 时 上 式 成 立 , 设 n= 时 成 立 
(x a)*-! 

[Kf|< AM Er 

对 n=k+1 
[KPI = |K:(Kf)| = [K(K*f) | 
<| Am (Mdy = AMi+1 (za) 

即 有 


(zx _ a) +1)-1 


[(x+1)-1]! 
故 当 n=&+1 时 式 (5.2.10) 也 成 立 . 于 是 对 任意 1, 式 (5.2.10) 均 成 立 . 
因此 , 级 数 式 (5.2.7) 存 在 对 任何 M< co 都 收敛 的 控制 级 数 


(6b _ a)"! 
(n ~ 1)! 


|K*+1f| 过 AMh+l 


AAM +)2AM2(6 -ao)+…+AMIANM 
第 (n +1) 项 与 2 项 之 比 


+… (5.2.11) 
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hz+iAMn+I(O a)” 
lim AM Go a) 
(nC— 1)! 
因此 式 ($3.2.11) 作 为 的 宕 级 数 收敛 半径 为 无 穷 大 ， 即 对 任何 4, 第 二 类 Volter- 
ra 方程 总 有 解 式 (5.2.7). 


s.2.2 Banach 空间 第 二 类 Fredholm 方程 的 迭代 技术 
5.2.1 小 节 的 讨论 受到 一 个 很 严格 的 条 件 限 制 ， 即 要 求 


AM(b - a) -0 
了 


= lim 
Too 


I4|< (5.2.12) 


MU =a) 
如 果 积 分 区 间 无 穷 大 或 半 无 穷 大 ， 上 式 要 求 141<0, 显然 这 是 不 可 能 的 . 因此 没 
有 核能 满足 式 (5.2.12). 对 于 无 穷 区 间 问 题 来 说 , 用 M = max |k(x,y) | 来 代替 
&(z,y)， 对 式 (5.2.7) 和 (5.2.8) 作 收敛 讨论 是 过 分 粗糙 的 近似 . 下 面 我 们 将 要 
证 明 式 (5.2.12) 可 被 宽 得 多 的 条 件 来 代替 . 例如 , 如 果 我 们 把 问题 限制 在 Hilbert 
空间 , 具体 说 在 L*[a ,bj 中 讨论 , 则 式 (5.2.12) 可 被 下 式 来 代替 


brb 
| |R(zyy)|2dzdy< 工 ($5.2.13) 


其 中 区 间 可 是 无 穷 或 半 无 穷 , 故 只 要 求 &(z,y) 平 方 可 积 就 可 以 了 . 

为 了 进行 下 面 的 讨论 ; 首先 介绍 几 个 基本 概念 : 

(1) Banach 空间 : 在 第 二 章 中 , 我 们 定义 Hilbert 空间 为 完备 的 内 积 向量 空 
间 ,特别 是 L*[a ,5] 函 数 空间 . 内 积 的 引进 具有 十 分 重要 的 意义 , 它 使 我 们 可 以 
讨论 两 个 向 量 之 间 的 “ 夹 角 ”， 由 内 积 引 出 的 “ 范 数 ” | x 上 ?= (w,w) 则 使 我 们 可 以 
讨论 向 量 “ 长 度 ”. 我 们 把 一 个 向 量 的 长 度 称 为 “ 范 数 ”"( 假 如 存在 的 话 ). 有 的 向 量 
空间 不 能 定义 内 积 ， 但 仍然 可 以 定义 “长 度 " 即 可 引进 “ 范 数 ”. 向量 空间 V 的 范 数 
定义 为 一 个 实数 , 它 对 应 于 Y 的 任 一 元 素 f, 存在 上 ‖f 满足 下 列 三 条 公理 : 

(a) 对 所 有 f,gE€V 有 ft+gl<lfl+lgl; 

(b) | 六 |[ 关 0, 当 且 仅 当 f=0 时 等 号 成 立 ; 

(c) 对 于 数 域 ( Y 在 它 上 面 定义 ) 中 的 任何 纯 量 a: | axll=lal: 1 Al . 
能 够 定义 范 数 的 向 量 空间 称 为 黑 范 向 量 空间 , 例如 工 :[a ,5b] 空 间 即 是 赋 范 向 量 空 
间 , 范 数 可 由 内 积 导出 


1f1?= (77) = | 17 haz 


在 向 量 空间 上 定义 了 范 数 , 就 可 讨论 向 量 序列 的 收敛 性 问题 . 对 于 赋 范 向 量 空间 
V 中 的 一 个 序列 |f,1， 如 果 
limlf, -fl=0 (feév) 
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则 称 | 户 } 按 范 数 收 急于 f. 如 果 {1f,1 对 给 定 的 任意 s>0, 存在 一 个 正 整数 N， 只 
要 m>N,n>N ,都 有 
|f.~-fnl <e 
那么 称 | fi 为 一 个 柯 西 序列 (Cauchy sequences). 进一步 , 如 果 一 个 赋 范 向 量 空 间 
的 每 个 Cauchy 序列 都 收敛 到 此 空间 中 的 一 个 元 素 ， 则 称 V 为 完备 的 赋 范 向 量 空 
间 , 亦 称 为 Banach 空间 . 一 个 熟悉 的 Banach 空间 的 例子 是 [a ,5] 上 的 连续 图 数 空 
间 CULa ,6]j,， 范 数 可 以 定义 为 
Fl = max| f(x)|, rEla,6bl] (5.2.14) 
显然 , 所 有 的 Hilbert 空间 , 范 数 可 有 内 积 引 出 f= (f, 了 /). 
(2) 有 界线 性 变换 : 对 作用 于 赋 范 向 量 空间 V 的 变换 (或 算 子 )K, 若 满 足 ;: 
(a) 对 于 所 有 f,g€V,K(f+g)=Kft+Keg; 
(b) 对 于 所 有 f,g€V, 以 及 数 域 (V 在 它 上 面 定 义 ) 中 的 所 有 纯 量 a 
K(af) = auKf:; 
(c) 存在 一 个 常数 M , 使 对 于 所 有 的 FEV ,1 KAFl 科 MA ， 
称 K 为 有 界线 性 变换 (或 有 界线 性 算 子 ). 
如 果 K 是 作用 于 V 的 有 界线 性 变换 , 满足 Kf 万 M fi 的 最 小 正 数 M 
称 为 算 子 K 的 范 数 , 记 作 上 K| 


可 以 证 明 由 上 式 定 义 的 上 K|| 确实 满足 范 数 的 三 条 公理 , 事实 上 
| (Ki 十 K2 ) 太 | = KKIF+KF 委 1KA+ 1K Fl 
委 |K :Ar+IE IT HE=CIR + TEA 


即 有 
[K+EKl|lKIl|+lK,|l 
| K | 满足 范 数 的 其 他 公理 是 容易 证 明 的 . 事实 上 , 一 个 Banach 空间 上 的 所 有 有 
界线 性 变换 的 集合 也 构成 一 个 完备 的 赋 范 向 量 空间 , 因而 也 是 一 个 Banach 空间 
引入 算 子 K 的 范 数 后 , 也 可 讨论 算 于 序列 的 收敛 性 问题 ,对 于 一 个 算 子 序列 
{K,|， 当 
liml K, -KI =0 

我 们 说 {1K; | 按 范 数 收 敛 于 算 子 K. 

介绍 了 上 述 几 个 概念 , 特别 是 定义 了 算 子 的 范 数 后 , 我 们 可 以 讨论 Banach 空 
间 中 的 迭代 技术 , 并 给 出 十 分 简洁 的 结果 , 而且 讨论 也 适合 于 无 穷 区 间 情 形 . 把 
积分 方程 写成 算 子 方程 形式 

p= 和 +AKp (5.2.16) 

假定 K 是 作用 于 Banach 空间 B 上 的 有 界线 性 算 子 , fE B, 上 式 的 解 写成 
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9 二 CI/ (5.2.17) 
假如 AK 在 某 种 意义 上 足够 小 , 则 (I- AK) “可 展 成 AK 的 级 数 
(I—AK)!=I+AK+AK 十 + 27 下 "十 … 一 y ink 
于 是 从 式 (5.2.17) 可 得 - 
p= f+AKf+AKf+ +AKf+ = Sk" (5.2.18) 


上 式 与 式 (5.2.7) 完 全 一 致 、 下 面 来 证 明 式 (5.2.18) 确 是 方程 (5.2.16) 的 解 . 为 
此 , 首先 证 明 部 分 和 序列 | g, | 是 个 Cauchy 序列 . 令 


9 = Da"kK"”f 
m=0 


设 xx<um， 则 有 
opal = Dor < Dr" < Dg" 
(5.2.19) 
利用 关系 
TREE TEGAN ZIRE EA <IEI GT TAI 
有 
站 KK2 | <IK|:.|K,| 
作用 mw 次 后 取 Ki = K。， 则 可 推出 
| K™*| | KI|™ (5.2.20) 
代入 式 (5.2.19) 应 有 
jo gl < DaprI* lA = A KD Ak” 
($.2.21) 


假定 AK 上 <1 则 
> Maxl”< Darl” = 让 ET 

代入 式 (5.2.21) 最 后 得 

Tgp-plF |TaAKI*(1o aKk| )! (5.2.22) 
故 当 4K <1 时， 只 要 w 足够 大 ，| yp, -9 总 可 任意 小 , 因此 {yp} 是 
Cauchy 序列 . 因为 B 是 Banach 空间 , 所 以 | gy,| 按 范 数 收敛 于 B 中 的 一 个 元 素 p， 
同样 Ky, 按 范 数 收敛 于 Ky 

liml yp,—- ol =0; lm | Ko - Kp =0 


第 五 章 ”积分 方程 基本 理论 253 . 


但 是 


AKgp, = kK[ > Qk)" "|= Fa)" = Fa)" - f= 9p-f 

因此 有 
lim [AKgpn — (9nt1 用 | =0 
即 
p= f+AKoyp 
故 只 要 满足 条 件 上 2K <1, 式 (5.2.18) 确 是 方程 (5.2.16) 的 解 . 此 外 ， 式 
(5.2.18) 也 是 方程 (5.2.16) 的 惟一 解 . 设 存在 二 个 解 pg 和 9， 
p11= f+AKo; p27 = f+AKoy; 
则 
Gp1— p23 = AKCP -922) 
因此 
og- pl = KeP- p22) AK Hp- pl 

而 上 XK <1 时 , 只 有 上 91-- pz =0, 因 此 gi = qs. 仍 要 指出 的 是 并 不 是 说 当 
| AK | > 上 时 级 数 式 (5.2.18) 必 定 发 散 , 式 (5.2.18) 也 是 充分 条 件 . 但 与 5.2.1 
小 节 相 比 , 这 里 的 结果 要 广泛 得 多 . 

把 上 述 结果 用 到 L*[a,5] 空 间 上 ,K 定义 为 


Kp = [x(x 9(y)dy, op(z)EL2[a,b] 
假定 (x,y) 作 为 x 和 y 的 函数 平方 可 积 
| | ec, ldrdy < co (5.2.23) 
利用 Schwartz 不 等 式 应 有 


Ixol = [| 有 jg)dy|] 大门 zy :| le bay 
即 
b 
|Ky|’ < He |RCz,y)12dy 
因此 
Igol?= | gelays ols) | kc,y) ldrdy (5.2.24) 
故 当 &A(zr,y) 满 足 式 (5.2.23) 时 , K 是 有 界线 性 算 子 


1 Kell < | k(x,y) lzdarzdy， ol 
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因此 算 子 K 的 范 数 |K | 满足 
IKT<v k(x,y) 12dzdy 


‘< WT k(xr,y) ldrdy - (5.2.25) 


注意 : eK 1 是 算 子 KK 的 范 数 , 而 


0 
省 | 1 k(x,y) ldrdy = | k(x,y)| 


是 作为 x 和 y 的 二 元 函数 的 模 . 
例 5.2.3 考虑 积分 方程 


p(X) = f(x)+ ij sin(z + y)op(y)dy， rzEfl0,rj (5.2.26) 


积分 核 &(z,y)=sin(z+y). 取 f(xz)=1, 上 式 的 Born 级 数 解 为 
p(x) = 1+2Acoszr + Th2sinz 十 … (5.2.27) 
由 式 (5.2.25) 估 计 上 式 的 收敛 条 件 
[sn + y)dqzdy = 5 
oJo 


因此 , 当 |X <Y2/r 时 , 式 (5.2.27) 必 定 收敛 . 另 一 方面 , 式 (5.2.26) 可 求 严格 解 ， 
改写 成 | 


由 AKj| <1 得 到 


p(xr)=1+ Asinz | cosyp (y)dy + icosz| sinyp(y)dy (5.2.28) 
0 


令 
a = | eossyp (3)dy; b= | sinye ly)ay 
方程 (5.2.28) 两 边 分 别 以 sinz 和 cosz 相 乘 并 积分 可 得 wx 和 4 满足 的 代数 方程 
a 三 bo; b=2+ a 
于 是 解 得 
b=- 2 ,， ao。 MM . 
1 — Az /4 1 — A?m /4 
把 a 和 6 代入 式 (5.2.28) 可 得 方程 (5.2.26) 的 严格 解 为 
a? . 24 
p(x)=1+ 这 Sn 十 TT (5.2.29) 


如 果 把 上 式 展 成 4 的 震级 数 ， 收 伍 半 径 为 


II< 奔 
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由 此 可 见 , 用 式 (5.2.25) 作 收 伍 性 讨论 时 ， 只 能 给 出 收敛 半径 的 估计. 当 |4| 
= 土 2/r 时 , 式 (5.2.29) 已 无 意义 ,进一步 的 讨论 见 5.2.3 小 节 . 顺便 指出 ，X = 
0.1 为 4.4.2 小 节 中 的 结果 . 因此 , 对 本 例 而 言 , 最 速 下 降 法 与 Born 级 数 给 出 相 
同 的 结果 , 而 且 二 者 均 能 得 出 一 样 的 充分 条 件 . 


5.2.3 可 分 核 方程 和 有 限 秩 核 近似 


5.2.2 小 节 研 究 了 包含 小 算 子 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 迭代 法 , 但 实际 
问题 不 一 定 满足 条 件 , 故 有 必要 发 展 一 种 更 为 普遍 适用 的 方法 . 本 节 介 绍 有 限 秩 
技术 ( 亦 称 可 分 核 近似 ), 利用 这 种 近似 方法 , 可 以 把 积分 方程 转化 成 有 限 维和 矩阵 
(有 限 秩 一 词 的 来 源 ). 

首先 考虑 具有 下 列 形式 核 的 Fredholm 积分 方程 


k(xr,y) = p(xzr)aq” (y) (5.2.30) 
其 中 取 复 共 力 是 为 了 讨论 的 方便 . 假定 p(xz) 和 g(x) 属于 Ll[a,6b1, 并 且 
al [lace,y) ldzrdy <1 (5.2.31) 
由 5.2.2 小 节 的 结论 ，Born 级 数 式 (5.2.18) 收 敛 , 故 第 二 类 Fredholm 方程 
p(xz) = f(r)+ 4| ez,y)g(y)dy (5.2.32) 
有 解 
p(x) =J(z) + | p(z)g (y) f(y)dy 
十 2 plz)4° (yD) p(y)g’ (ya2) f(y2)dyidy2 + … 
令 
b 
(六 = | a' (9) p(y)dy 
则 
pr) =f(r) + Ap(r)(gq,f) + A p(xr)(g,p)(g,f) + 
=f(z)+ Ap(x)(g,f) 272"(g,p)" (5.2.33) 
另 一 方面 , 由 条 件 式 (5.2.31) 可 证 明 
|a(g,p)|<1 (5.2.34) 


事实 上 , 由 Schwartz 不 等 式 及 式 (5.2.31) 
ere 2 1 
a pI/ TD) = ey lardy < HH 


故 有 
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pl TV | acy hardy < 1 
于 是 , 级 数 式 ($.2.33) 是 一 等 比 级 数 , 立即 可 求 得 
(g,f) 
p(z) = f(r)+AT A 万 2(z) (5.2.35) 


因此 在 假定 式 (5.2.31) 下 , 我 们 从 or 级 驶 玉 得 了 解 式 (5.2.35) 事实 上 ， 
只 要 1 一 X(g,p) 了 关 0, 上 式 总 是 式 (5.2.30) 和 (5.2.32) 的 解 , 而 无需 加 限制 条 件 
式 (5.2.31). 又 一 次 表明 了 式 (5.2.31) 的 充分 性 , 而 非 必 要 . 证 明 如 下 : 把 方程 
(5.2.32) 写 成 形式 


gp(z) = f(z) + 让 ez) (yo (ydy = f(z) + Ap(z)(q,9) 


(5.2.36) 
用 9 "对 上 式 两 边 求 内 积 
(gq,9) = (gq,f) + 4(g,p)(gq,9) 
即 
(gq,9).1- aA(g,p)]l= (q,f) 
当 1-A(g,p)0 


(g,9) = 1 -A(g,p) 


代入 式 (5.2.36) 即 得 式 (5.2.35). 下 面 讨 论 1-(q,p)=0 情 形 , 由 式 (5.2.34) 
知 , 这 恰好 是 级 数 式 (5.2. 33) 收 化 区 域 的 边界 . 为 了 进一步 考察 其 原因 ， 考虑 齐 
次 方程 
9 = Ap(x)(g,9) (5.2.37) 
两 边 用 %“ 取 内 积 
(gq,9) = (gq,p)(g, 9) 

显然 , 当 且 仅 当 4(gq,p)=1, 式 (5.2.37) 才 有 非 零 解 ， 这 时 (q,p) 可 为 任意 常数 ， 
因此 式 (5.2.37) 有 和 解 

p= Cp(x), 当 4(g,p)= 1 (5.2.38) 
其 中 C 为 任意 常数 . 由 此 可 见 ， 当 齐 次 方程 (5.2.37) 有 非 零 解 时 , 非 齐 次 方程 的 
解 式 (5.2.35) 不 成 立 . 这 时 , 由 式 (5.2.35) 应 有 


(g,f)=0 (5.2.39) 
即 要 求 g 与 f 正 交 . 当 上 式 满足 时 , 式 (5.2.32) 的 解 为 
¢(r) = f(x) + Bp(zx) (5.2.40) 


其 中 B 为 任意 常数 ， 
为 了 进一步 考察 正 交 性 条 件 式 (5.2.39). 考虑 K 的 共 罗 算 子 K*, 与 第 二 章 
微分 算 子 一 样 ,K ”定义 为 
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(Kyp,y)= (9,K'y) (5.2.41) 
其 中 假定 K 是 作用 在 L*[a,65] 上 的 算 子 , 而 pp 和 vy 为 L*[a,b] 中 的 任意 元 素 ， 
因 


(Ky,y) = [| Cy)" (9ay Jp(z)ax 


= pCa) [J G7) yy)dy |dz 


b 
(9,K’ y) = [re oe (zy)4(y)dy |dz 
由 式 (5.2.41) 
b b 
| | Lar Czsy) = hk’ (yz) yy)dydr = 0 
从 p(xz) 和 y(x) 的 任意 性 , 可 推 得 共 罗 算 子 K' 的 核 


k' (zy) = 有 (yz) (5.2.42) 
对 式 (5.2.30), 显然 上 (zy)=9q(z)p (yy),K 的 共 斩 齐 次 方程 为 
y= rkK'y (5.2.43) 
即 
y= m(p,y) (5.2.44) 


两 边 用 p" 取 内 积 
(六 ,0) = vy(p,q9)(p,y) 
故 只 有 当 wm(p,q)=1 时 , 式 (5.2.43) 才 有 非 零 解 
Jy(x) = Da(x), 当 wy(p,g)= 1 
因此 , 正 交 性 条 件 式 (5.2.39) 可 叙述 成 : f 与 共 轿 齐 次 方程 (5.2.,43) 的 非 零 解 正 
交 . 
综合 上 面 的 讨论 , 可 以 得 出 结论 : 
(1) 当 (p ,gq) 关 1 时 , 齐 次 方程 (5.2.37) 只 有 零 解 , 式 (5.2.32) 有 惟一 解 式 
($5.2.35); 
(2) 当 (p,g)=1 时 , 式 (5.2.32) 有 和 解 的 条 件 是 ,f 与 齐 次 共 罗 方程 (5.2.43) 
的 非 零 解 正 交 , 且 解 为 
p(r) = f(r)+ Ap(zx) 
其 中 p(xz) 为 齐 次 方程 (5.2.37) 的 非 零 解 . 
进一步 考虑 具有 下 列 积分 核 的 积分 算 子 Kn 


Kn(x,y) = 2) p(xr)g’ (y) (5.2.45) 
设 Kx 作用 在 L?[a ,5]. 共 e 算 子 Ki 具有 核 
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RN(Z，y) = &N(y, 工 ) = 2 qn x) pi (3) (5.2.46) 
由 以 上 讨论 的 启示 , 我 们 同时 考虑 两 个 方程 
p= AKvwp+f (5.2.47) 
及 共 斩 齐 次 方程 
y=A"Kiy (5.2.48) 
上 两 式 可 写成 


p= f+ Dp gp) b= 4° Dol psy) (5.2.49) 
为 了 求解 (5.2.49) 第 一 式 ， 只 要 求 得 常数 集合 (gp) 即 可 . 用 aq。 取 
(5.2.49) 第 一 式 两 边 的 内 积 
(qn,9) = (gn;f)+ 4 D9,p,) (gp) (5.2.50) 
令 a = (gw) 和 b= (gsf)， 上 式 变 成 
am -2 Dame, =6,, (m= 1,2,.…,N) (5.2.51) 


用 矩阵 表示 ， 可 写成 

(IT- )A)a = b (5.2.52) 
其 中 工 为 单位 矩阵 , [A],, =a,,, a 和 bb 为 列 拓 量 . 类 似 地 , 设 a, = (p,,y),， 则 
齐 次 共 斩 方 程 (5.2.49) 第 二 式 变 成 


absdqn)0p np) = 0 (5.2.53) 
利用 (pp ,Gn) = (qx, Pm)” = a nm 上 式 变 成 
dam — A Daran = 0 (5.2.54) 
写成 矩阵 的 形式 
(I- AA)+a=0 (5.2.55) 
其 中 (I-A4A)! 为 (1- A) 的 转 赤 共 罗 和 矩阵 
(I — AMA)! = (E- 和 A) (5.2.56) 


因此 , 我 们 把 积分 方程 (5.2.47) 和 (5.2.48) 的 讨论 转化 成 二 个 代数 方程 (5.2.52) 
及 (5.2.55). 由 线性 代数 知道 ， 当 且 仅 当 对 于 齐 次 共 恩 方程 (5.2.55) 的 所 有 非 零 
解 a 与 b 正 交 

(b,a) = 0 (5.2.57) 
亦 即 


ba, =0 (5.2.58) 
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方程 (5.2.52) 才 有 解 ， 相应 地 (5.2.49) 第 一 式 也 仅 在 此 条 件 下 有 解 . 由 a, 和 6。， 
的 定义 ， 上 式 即 为 


2 (go (pasg) = 2 (fg) (pn,y)=0 (5.2.59) 

利用 Kw 的 定义 式 (5.2.46)， 上 式 即 为 
| (f ,KW)=0 (5.2.60) 

假如 y 关 0, 由 式 (5.2.48), 上 式 变 成 
(f,y)=0 (5.2.61) 


即 如果 了 与 共 轿 方程 (5.2.48) 的 所 有 非 零 解 y 正 交 , 那么 式 (5.2.47) 的 解 存在 . 
当 式 (5.2.48) 只 有 零 解 y 寺 0, 上 式 恒 成 立 . 于 是 式 (5.2.47) 的 解 总 存在 且 惟 一 . 
从 式 (5.2.52) 和 (5.2.55) 也 可 看 出 : 如 果 共 思 方 程 (5.2.55) 只 有 和 零 解 ， 则 逆 矩 阵 
(I XA) 存在 , 于 是 式 (5.2.52) 有 惟一 解 
a= (I- AA)''b (5.2.62) 
总 结 上 述 讨论 , 我 们 可 以 得 到 下 列 定理 , 即 所 谓 Fredholm 择 一 定理 
(1) 假如 Kw 是 有 限 秩 线性 算 子 , 而 y; 满足 齐 次 共 辊 方程 


人 “KANW = 仿 (5.2.63) 
那么 当 且 仅 当 对 于 所 有 i,(f,y;) =0 时 方程 
p= f+AKny (5.2.64) 


才 有 人 解 . 如 果 齐 次 共 斩 方程 只 有 有 零 解 ,那么 非 齐 次 方程 的 解 存 在 且 惟 一 . 
(2) 假如 Kn 是 有 限 秩 线性 算 子 , 那么 当 且 仅 当 对 齐 次 方程 


AKn9; = 9; (5.2.65) 
的 任何 非 零 解 9;,(g ,9;)==0 时 , 方程 
p=g+A'KW (5.2.66) 
才 有 解 . 假如 9; 三 0, 那 么 y 惟一 . 
(3) 方程 


4 了 NOP; = 9; 和 2° KNY; = 凡 
有 相同 数目 的 线性 独立 解 . 
上 述 定理 的 (2) 和 (3) 部 分 是 不 难 证 明 的 . 下 面 考察 式 (5.2.64) 的 可 解 性 与 
Kn 的 本 征 值 的 关系 . Kn 的 本 征 方 程 
Pi = 人 下 wp; (5.2.67) 
可 化 成 
(I—AA)a=0 (5.2.68) 
于 是 本 征 值 4; 满足 下 列 行列 式 方程 
det[1— XA]=0 (5.2.69) 
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比较 上 式 与 式 (5.2.62) 可 知 : 当 X 不 等 于 本 征 值 4; 时 , (I 和 A) 是 满 秩 和 矩阵, 故 
(IE- 4A) ! 存 在 , 于 是 方程 (5.2.52) 的 解 存在 且 惟 一 . 当 X 等 于 某 一 本 征 值 4; 时 ， 
(1 一 4;A) ! 不 存在 , 方程 (5.2.52) 有 人 解 的 条 件 即 为 方程 (5.2.58). 这 个 结果 与 
Fredholm 择 一 定理 是 不 矛盾 的 . 

假定 方程 (5.2.64) 有 惟一 解 , 则 a= (I 一 44) !bp, 亦 即 


a = (9g.9)= DT- AA) anbm = ZTE-AA) J gm,f) 
代入 方程 (5.2.49) 得 
p= /+A 2 pal (lAA) ing,f) (5.2.70) 


上 式 即 为 所 求 之 解 . 故 求解 积分 方程 (5.2.47) 归 结 为 计算 一 个 给 定 矩 阵 的 道 . 上 
p= (LI+ARNw) (5.2.71) 
其 中 


N 
Ry = 2 [(T -4A) pq (5.2.72) 
m,n 二 1 


称 为 算 子 Kn 的 预 解 算 子 . 可 以 证 明 (I+ RN)=(I- AKn) !, 因此 (I+ ARn) 确 
实 是 (I- AKN) 的 道 算 子 . 

最 后 指出 ,L?[a ,bj] 中 任 一 积分 算 子 K 的 核 &(z,y)， 如 果 它 是 平方 可 积 的 ， 
则 可 以 用 一 个 有 限 秩 的 线性 算 子 Kw 按 范 数 来 任意 允 近 . 最 简单 的 逼近 方式 是 多 


N 
RN(zyy) = > Aymr"y” (5.2.73) 
n,m=1 


根据 第 二 章 的 讨论 , |x”"y”| 构成 完备 系 ， 故 
lim 1 g(x,y)- kn(r,y)| =0 

因此 可 以 作 适 当 的 切断 近似 , 来 求解 平方 可 积 核 积 分 方程 的 近似 解 . 设 &(x,y) 平 
方 可 积 , 则 总 可 取 形 式 

k(xr,y) = kn(rx,y) + Ak(x,y) (3$.2.74) 
其 中 kn(z,y) 是 有 限 秩 的 , 而 At(z,y) 是 台 近 中 的 误差 . 当 NN 取 足 够 大 时 ,由 
Bessel 不 等 式 知 , AE(z,y) 可 任意 小 , 于 是 A&(z,y) 可 作为 小 算 子 来 处 理 . 因此 
可 以 把 有 限 秩 近 似 与 小 算 子 迭代 法 结合 起 来 , 求 积分 方程 的 近似 解 ,并 利用 这 种 
方法 来 讨论 解 的 性 质 . 这 将 是 5.3 节 的 任务 之 一 . 当然 ,也 可 用 其 他 近似 方法 把 
核 作 有 限 秩 近似 , 例如 , 熟知 的 Taylor 展开 法 . 

例 5.2.4 考虑 定义 在 [0,1 人 2] 区 间 上 的 积分 方程 
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p(x) = | sin(zy) ply) dy + f(x) (5.2.75) 
把 sin( zy) 展 成 级 数 
sin(zy) = zy 2 + 5 (5.2.76) 
在 [0,1 人 2j] 内 上 述 级 数 收敛 很 快 , 故 取 前 几 项 即 可 . 于 是 得 到 可 分 核 近 似 方程 
/2 
p(z) -| (wy - €7 7 )p(y)dy = f(x) (5.2.77) 
设 解 的 形式 为 
p(xz)= Ar+t+ Bri+ f(r) (5.2.78) 


代入 式 (5.2.77) 得 


1 


Ar+Bri— fir- fori 1 ,_ lp Azs+- 寺 Br -0 


24 160"* 1 960 5376 
(5.2.79) 
其 中 
172 1 12 3 5 
万 = | Hl(Wdy; f=-6 3 f(y)dy 
由 式 (5.2.79) 
23 1 1 -TB =- 
544 一 TI668 = i; g604 + (1+ 5376)8 =/ 
解 此 方程 得 
5377 ,1 _ -Fr + 名 r 
A = 1.043277{ 弹 和 和 + 户 ): = 1.043277{- 860 户 + 邹 户 】 


因而 可 求 得 方程 的 近似 解 . 对 这 种 近似 方法 作 误 差 估 计较 为 复杂 , 故 略 去 . 
例 5.2.5 考虑 方程 (5.2.26), k(x,y) 是 实 对称 的 &?* (x,y)=sin(x + y). 
因此 共 纯 本 征 方程 为 
2p(Zz) = jsin(z + y) p(y)dy 
上 式 改 写成 


p(x) = hsinz| cosyp(y)dy 十 Aeosz | sinyp(y)dy (5.2.80) 


令 
a 一 | eosyp C9)dy; b= | sinyp(y)dy 


式 (5.2.80) 两 边 分 别 以 sinx 和 cosx 相 乘 并 积分 得 到 a 和 5 满足 的 方程 
TA nA 
a 三 70; b= 2 4 


于 是 
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全 -， 


因此 得 到 两 个 本 征 值 A1,= 土 2[r, 以 及 a= +8. 相应 的 本 征 函 数 分 别 为 


p+ (zz) = 2 (sinz + cosx ); p+: (x) = 2 (sinx — cosx )， 


其 中 常数 a 可 由 归 一 化 条 件 决定 . 最 后 得 到 


p(x) = Zn(z + 于， op- (z) = 2sn(z -于 ) 
当 A=41,2 时 , 方程 (5.2.26) 有 和 解 的 条 件 是 F(z) 与 本 征 函 数 正 交 ,并 且 解 为 
p(x) = f(r) + Cigp: (xz) + Cp. (zx). 


5.2.4 ” 非 线 性 积分 方程 的 迭代 法 


对 非 线 性 积分 方程 ,问题 要 复杂 得 多 . 下 面 主要 讨论 迭代 法 ,为 此 首先 介绍 
压缩 算 子 的 概念 . 设 T 作 用 在 L*[a,b] 上 ,如果 存在 一 个 a<1 且 a>0, 使 对 所 
有 属于 了 [ae .5] 的 函数 p; 和 ps 都 有 

ITp -Tp Salgp- pg2l (5.2.81) 
则 称 工 为 一 个 压缩 算 子 . 对 压缩 算 子 存在 定理 : 如 果 T 了 是 L*[a,5] 上 的 压缩 算 
子 ， 则 方程 
Top = 9 (5.2.82) 
有 惟一 解 , 此 解 称 为 了 的 不 动 点 . 
证 明 :(1) 惟一 性 , 设 存在 两 个 解 pl 和 9p， 
Tog1= pl Typ.= 9 
则 
| gp1— gz 三 | To - Tp2 | 过 al 9p1 - 9; | 
即 (1-oleot=-9pz 委 0, 而 外 po 交 0a<1,， 故 只 有 1p -eol 人 = 
0, 即 P11 P21 
(2) 存在 性 ,利用 迭代 法 求解 


pnt1 = Tp, (n= 1,2,.…) (5.2.83) 
下 面 证 明 上 式 收敛 到 方程 (5.2.82). 事实 上 
Epa pa = Tp Tol Sallyg,— ,1l (5.2.84) 


递 推 ”次 后 
| gs pla) gpg- goll 
利用 上 式 , 设 n>m 则 有 
gs pl = (gs ~ pot)t + (pnrt — Pm) 
ppl tt en 一 pm 
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和 (oao lt +a")|l op- ool 
a” + a + )| gp- vol 
即 


m 
a 


| ool Tl pr gol 
故 有 lim| p, - gp。 =0(n,m 一 00)， 即 序列 1 9p, | 是 一 个 Cauchy 序列 , 它 收敛 到 
L?[a,5] 中 一 个 元 素 9 
Tp = Tlimg.]= lim(Tg,) = limgorl = 9 
因此 , 由 式 (5.2.83) 得 到 的 序列 | 9, 1 确实 收 全 到 方程 (5.2.82) 的 解 . 
利用 上 述 结果 , 我 们 来 考虑 方程 
p= /+AKy (5.2.85) 
其 中 K 不 一 定 是 线性 算 子 ,fEL?[a,6] . 设 K 满足 : 
(1) 有 界 , 即 i 上 Kp 三 M< %(y 为 任 一 L*[a,b] 中 函数 ); 
(2) 满足 条 件 
| Kop- Kgl SN op- 92l (O<N<%) (5.2.86) 
于 是 有 定理 : 只 要 * 足够 小 , 对 所 有 fE L?[a,6b], 方程 (5.2.85) 有 和解 . 注意 , 当 
K 是 线性 算 子 时 , 式 (5.2.86) 等 价 于 有 界 . 但 当 K 是 非 线 性 算 子 时 , 式 (5.2.86) 
是 一 个 外 加 条 件 . 为 证 明 上 述 定理 , 令 T 算 子 如 下 
To 三 f+AKop (5.2.87) 
方程 (5.2.85) 可 写成 式 (5.2.82) 的 形式 ， 因 此， 只 要 证 明了 是 压缩 算 子 即 可 . 由 
于 
To -Teozl =141 Kp- Kgl saALINIo 一 eol 
因此 , 当 |X41N<1 时 ,T 是 压缩 算 子 , 故 得 证 . 而 且 方程 (5.2.85) 可 用 和 迭代 法 求 
解 . 
例 5.2.6 考虑 非 线性 积分 方程 


p(x) = F(z) + 让 [zy,p(y)]dy (5.2.88) 
设 有 条 件 
Datz,y,p 9) dyl < MI oC); 
(2) |&R(z,yzi) ~ kr,y,22) 和 NOrzyy)|zlt- z2|; 
(3) | Ntz,yPardy = P? < coi 


则 对 所 有 fE L?[a,5], 如 果 |X41P<1, 方 程 (5.2.88) 有 惟一 解 p€ L*[a,6]. 
证 明 : 考虑 Ty 三 f+AKqp， 只 要 证 明代 是 压缩 算 子 即 可 . 由 于 
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| Toi — To | 二 [a M | bef,y, p(y) ]- hE y, gy) ldy | 


1172 


<|4l. [| tx,y. p(y)]- k[x,y, 2(y)]: dy] dx 


J 
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妇 | 1 |， [LNG ey) -monlday] az| 


入. Po -eal 
当 |4IP<1 时 , T 是 压缩 算 子 , 故 Te = p 有 惟一 解 ， 即 方程 (5.2.88) 有 惟一 解 . 


5.3 L*[a,5bj] 空 间 中 的 积分 方程 


5.2 节 阐 述 了 解 第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 两 个 基本 技术 , 即 小 算 子 迭 代 法 
和 有 限 秩 近 似 . 本 节 讨 论 把 这 两 种 技术 结合 起 来 , 求解 具有 平方 可 积 核 的 第 二 类 
Fredholm 积分 方程 , 特别 是 Hermite 对 称 的 平方 可 积 核 , 将 讨论 其 本 征 值 问题 的 
一 般 性 质 和 展开 定理 ,以 及 Fredholm 择 一 定理 . 


5.3.1 Hermite 对 称 的 平方 可 积 核 


首先 给 出 积分 算 子 Hermite 对 称 的 定义 . 根据 5.2 节 式 (5,2.41), 作用 在 
L?[a,65] 上 的 积分 算 子 K 的 共 斩 算 子 K+ 定义 为 


(KPp，,%) = (PK+ y) (5.3.1) 
用 积分 核 来 表示 , 由 式 (5.2.42) 

&R (r,y)= k*(y,r) (5.3.2) 
如 果 KK=K':, 即 *(y,x)=k(x,y) 称 K 是 Hermite 对 称 的 积分 算 子 

(Kp,y)= (9,Ky) (5.3.3) 


当 
有 (yz) = k(r,y) = k(y,x) 
称 K 实 对 称 . 对 具有 式 (5.3.2) 的 Hermite 算 子 , 讨论 其 本 征 值 问题 
Ko = wp (5.3.4) 
与 第 二 章 一 样 , 我 们 有 结论 : 
(1) Hermite 算 子 的 本 征 值 jy 都 是 实数 ; 
(2) 对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 函 数 彼 此 正 交 . 
证 明 : 用 p 取 方 程 (5.3.4) 的 左 及 右 内 积 
(9,KPp) = (9,.u9) = (9,9) 
(Kp,9) = (up9,9)= Ap (9,9) 
而 由 式 (5.3.3), 得 j= py", 即 w 是 实数 , 其 次 , 设 yl 和 wa 是 K 的 不 向 本 征 值 ， 
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对 应 的 本 征 函 数 分 别 是 p; 和 p: , 则 
Kypl = p91i Ko9, = p292 
于 是 
(Kgpi,982) = pt (p192) = pl pi1, 92) 
(91,Kg2) = 12( 91, 92) 
而 由 式 (5.3.3), 得 (ji 一 py2)(g1,92)=0, 又 pi 关 jp2， 因此 (91,92)=0, 即 9 
和 9g; 正 交 . 
如 果 K 是 Hermite 算 子 且 积分 核 x(x,y) 平 方 可 积 , 则 对 本 征 值 和 本 征 函 数 
有 下 列 定理 (证 明 较 复杂 , 故 略 去 ) : 
(1) K 的 本 征 值 可 排 成 形式 
A (5.3.5) 
且 当 zco ，pm 一 0,， 其 中 非 零 本 征 值 的 重 数 有 限 , 而 零 本 征 值 的 重 数 可 能 为 无 
限 , 例如 , 当 K 是 有 限 秩 积 分 算 子 时 ,Kw 的 本 征 值 至 多 只 有 NN 个 非 零 , 而 其 他 都 
可 以 看 作 零 本 征 值 , 故 零 本 征 值 的 重 数 为 无 限 . 
(2) K 的 本 征 孙 数 系 19, 1 不 一 定 构成 L*[a,b] 上 的 完备 集 , 但 对 形 如 
9 二 Kg,g€EL’[a,5] 的 函数 , 可 以 将 p 展 成 ig, | 的 Fourier 级 数 


pp,,9) 9 (5.3.6) 
n=1 


例如 , 当 KK 是 有 限 秩 算 子 Ky, {9,1| 只 有 NN 个 ,不 足以 构成 L*[a,b] 上 的 完备 集 . 
但 如 果 K 有 无 穷 多 个 非 零 本 征 值 , 则 | y, | 构成 L*[a,65] 上 的 完备 集 . 
设 &(z,y) 有 无 穷 多 个 非 零 本 征 值 , 由 于 (x,y) 平 方 可 积 


Bre 
| [g(x,y)*|Idrdy< oo 
故 &(z,y) 作 为 z 的 函数 可 作 展 开 


&CZ，y) = Dy 9) pz) (5.3.7) 
而 y(y) 又 可 进一步 用 1g: (y)1 作 展开 ， 因此 
k(xr,y) = 5 ampr(y) p(t) (5.3.8) 
为 了 求 0, 分 别 以 px(z) 和 gp,(y) 乘 上 式 并 积分 得 
am = | [Cz 9% Cz) gy)drdy (5.3.9) 


而 (x) 是 K 的 本 征 函 数 


[Czy) pay)dy = pnpn (XT) (5.3.10) 
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代入 式 (5.3.9) 得 
Gmn = | p(x )dz| &CZz,y)Ppn(y)dy = | Pahl(r) pa (rT) dr = pm 
于 是 式 (5.3.8) 变 成 


k(X,y) = Dp le) (y) (5.3.11) 
上 式 在 平均 收敛 意义 下 成 立 . 下 面 来 推出 几 个 有 用 的 关系 式 ， 由 上 式 


| lacz,y) [2dzxdy = > pp w(z)p3(y)dz | woD)en(y)dy 


二 > Lnfl m OnmO nm = 2 
nm=1 二 


即 
[| lecz,y) dzdy = Sp (5.3.12) 
如 果 最 大 本 征 值 y 远大 于 其 他 本 征 值 ， 可 用 下 式 来 估计 最 大 本 征 值 的 下 限 
orb 
AS zw)yPdzdy (5.3.13) 
式 (5.3.11) 中 令 xz = y, 并 积分 得 
， 
| zsz)dz = > pi (5.3.14) 
如 果 m 全 部 大 于 零 , 可 得 近似 
p< {hz,z)dz. (5S.3.15) 
例 5.3.1 考虑 实 对称 核 
zl-y), 0<r<y<i 
k(x,y) = yz) 0<y<zr<l (5.3.16) 
显然 上 式 平方 可 积 . 考虑 本 征 方程 
J tC) pz)dr = jp, (7) (5.3.17) 
上 式 等 价 于 本 征 值 问题 
dp。 1 . 
gz 十 i = 0; pr lz-0= plr-i=0 (5.3.18) 


故 本 征 值 为 p=1/n?m(n=1,2,…), 而 相应 的 本 征 孔 数 为 p(x)=Y2sinnnr. 
显然 ， |g,| 构 成 L*[0,1] 上 的 完备 系 . 从 式 (5.3.14), 我 们 有 


pe = D2 ;= 上 | &(z,z)dz = 苹 (5.3.19) 


8 
Py 
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故 得 和 式 
ll zz 
2 (5.3.20) 
而 从 式 (5.3.12) 
1r1l 2 <、 
jy Pazdy = 
故 得 和 式 
< 1 nt 
之 六 = 六 (5.3.21) 
从 式 (5.3.13) 和 (5.3.15) 还 可 估计 最 大 的 本 征 值 . 由 式 (5.3.15) 
pi <<| ez,z)dz = 二 = 0.1667 (5.3.22) 
而 由 式 (5.3.13) 
2 1 71 2 1 
aA<| | ez) dzdy = 而 (5.3.23) 


故 得 yl 夺 0.1054, 精确 值 wk: = 1 = 0.1013， 可 见 用 式 (5.3.13) 可 得 较 好 的 近 
似 . 
例 5.3.2 考虑 一 阶 Bessel 方程 的 本 征 值 问 题 


-rE )t i = hu rE (0,1) 
ul.-o<%; xz -1 =0 (5.3.24) 
由 方程 (3.2. 82) 得 Green 函数 为 
1 z( > 0<zr<y<l 
G(x,y) = 2 ] (5.3.25) 
y( 记 ~) 0 委 y 委 zz 所] 
本 征 值 问题 式 (5.3.24) 化 成 积分 方程 
cz) = | 36, u(y)dy (5.3.26) 
令 &(zy)=VzyG(z,y),p(z)=Vzua(z)， 上 式 变 成 对 称 核 的 积分 方程 
p(x) = kz)p()dy (5.3.27) 


因此 , 本 征 函 数 为 pg, =V zrJi(Y1,x), 而 相应 的 本 征 值 ww = 1/X, 由 一 阶 Bessel 


函数 的 零点 决定 有 (V4,)=0.1VxJi(V Ar)| 构 成 完备 的 正 交 系 , 又 因 ), 一 co 
(2 -coe)， 故 py, 一 0(n 一 00). 
例 5.3.3 考虑 积分 核 
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和 | loinnzsinny, rE€ [0,r] (5.3.28) 


min 2 2 
Johar,y) ardy -元 之 


sm 二 上 


志 | | sinnrsinmzsinnysinmydzdy 
mel1 加 了 加 
2 < (5.3.29) 
故 k(x,y) 平 方 可 积 ， k(x ,y) 的 本 征明 数 为 p(X)= V2 /nsinnz, 相应 的 本 征 值 
为 p=1/n(n=1,2,.…). 

例 5.3.4 考虑 积分 核 , |h |<<1 


g(x ) = 工 1—h? 
> 2x1—2hcos(x ~ y)+h’’ 


ZE[0,2r] (5.3.30) 
因为 
k(x,y) = 去 [1 +2>)hncosm( 工 一 y) | 


= 去 [1 十 2 > ) 1 (cosnxcosny 十 sinnzsinny ) | 
a=1 


于 是 立即 可 推出 K 的 本 征 值 为 1 和 h"，, 相应 的 本 征 函 数 为 


工 ; /Lsinnz, A/ 工 cosmz 
VY 2 Nx 元 


显然 h”" 是 二 重 简 并 的 . 
例 5.3.5 积分 核 


gl ) = sinx cosy, 0<zr 人 Ey<x 
2 SinycosZ， 0<y 委 工人 x 
考虑 本 征 方程 
p(xr) = 2 kr,y) py)dy, x € [0,r] 
上 式 写 成 


p(r) = acosz | sinyp(y)dy 十 Asinz| cosyp(y)dy 
两 边 对 x 求 导 


p(x) = 一 xsinz| sinyp(y)dy + aeosz| cosyp(y)dy 
0 并 


9 (xr) = 一 Acosz | sinyp(y)dy 一 hsinz| cosyp(y)dy -Ap(z) 


于 是 本 征 函 数 满足 常 微分 方程 
9 (z)+(1+n)pz)=0 
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以 及 边界 条 件 p(0) = gp (x) =0. 因此 本 征 函数 和 相应 的 本 征 值 为 


2 
pi(z) = Esin(k 2) hk 三 Gi —1; k= 1,2,.… 


(5.3.31) 
而 由 式 ($.3.11) 得 到 积分 核 的 Fourier 级 数 展开 
1 - 1 
“~ sinlk—- 计 |xsin(k- 二 |]y 
k(x,y) = A >» | 2 ] ( 2 
(#2) -1 


可 以 证 明 Hermite 对 称 的 积分 核 至 少 有 一 个 本 征 值 . 但 对 非 对 称 的 核 , 本 征 
值 不 一 定 存在 . 
例 5.3.6 积分 核 k(x,y)= (4z -3)y ,显然 它 是 不 对 称 的 . 考虑 本 征 方程 


P(z) = | (4z -3)yp(y)dy (5.3.32) 
令 解 具有 形式 p(x)=k(4x ~3), 代 入 上 式 得 到 
G(x) = Ak(4r - 3 ay -3y)dy =0 


因此 式 (5.3.32) 只 有 零 解 , 故 不 存在 非 零 本 征 函 数 . 
例 5.3.7 积分 核 上 (x,y) = 三 sinxxcosxy,X7,yE€1[0,1] 显然 它 是 不 对 称 的 . 
考虑 本 征 方程 


p(x) = 4 | sinrzcosryp (3)dy (5.3.33) 
令 解 具 有 形式 p(z) = csinxz ,代入 式 (5.3.33) 得 到 
9P( 工 ) = hcsinrz| sinrycosrydy = 0 
因此 方程 (5.3.33) 只 有 零 解 , 故 不 存在 非 零 本 征 函 数 . 
5.3.2 第 二 类 Fredholm 积分 方程 及 微 扰 论 


设 &(z,y) 平 方 可 积 且 Hermite 对 称 , 考虑 具有 这 种 核 的 第 二 类 Fredholm 积 
分 方程 
p= f+iKy (5.3.34) 
由 于 K 是 Hermite 算 子 且 积分 核 平方 可 积 , 故 存在 完备 的 正 交 归 一 集 { p, 上 及 相应 
的 本 征 值 jw 此 设 非 零 本 征 值 有 无 穷 多 个 ) 
Ky, = pnpn (5.3.35) 
于 是 可 把 p 及 f 展 成 Fourier 级 数 


p= Danpr; f= 27 (pf) ps (5.3.36) 
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代入 式 (5.3.34) 
2 ang = Dp pp, ta Ko9, 


= (pe f)y, + 4 DD arop, 


即 得 
Co 六 TO Da]w = 0 (5.,3.37) 
于 是 有 
(oj + (Aps — 1)a, = 0. (5,3.38) 
分 两 种 情况 讨论 上 式 : 
(1) Xp 关 1(n =1,2,…)， 这 时 
Qn = Ti (Pf) = (nsf) + me (nf) 
于 是 式 (5.3.34) 的 解 为 
p= /+4Di Tf) 9 (5.3.39) 
上 式 可 写成 预 解 算 子 的 形式 
| p= f+AaARf (5.3.40) 
其 中 RR 定义 为 算 子 
Rf = > Tp f) (5.3.41) 
因此 ， 当 Xp, 关 1 时, (I 一 AK) 的 逆 算 子 (1 一 AK)-! 为 
(I—-AK)!=I+AR; 
(2) X=1, 则 当 A 
2 一 1 Ta Ph) = (psf) +i T— A Pn’) 


但 当 n=/ 时 ， 和 5 33 要求 Co 让 0 而 w， 本 故 这 时 方程 (5.2.34) 的 
解 为 


9g = cp th) (pf) + (5.3.42) 
nl Hn 


如 果 ( pj, 了) 隆 0, 方 程 (5.3.34) 无 解 . 条 件 (gi,f) =0 等 价 于 了 与 下 列 齐 次 方程 的 
非 零 解 正 交 


因此 与 有 限 秩 情形 的 Fredholm 择 一 定理 一 样 ， 对 平方 可 积 的 Hermite 算 子 ， 
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亦 有 Fredholm 择 一 定理 : 
(1) 设 K 是 作用 在 L*[a ,6b1 的 Hermite 算 子 且 平 方 可 积 , 当 且 仅 当 f 与 齐 次 
方程 (5.3.43) 的 非 零 解 正 交 时 , 方程 (5.2.34) 才 有 解 ; 
(2) 当 方 程 (5.3.43) 只 有 零 解 时 , 方程 (5.3.34) 解 惟一 且 由 式 (5.3.39) 决 
定 . 
例 5.3.8 考虑 积分 方程 
p(x) = f(r)+ 4] kx) gy)dy, x € [0,1] (5.3.44) 


其 中 和 (x,y) 为 式 (5.3.16) 
Z(1 一 y)， 0 人 yy 所 1 


k(x,y) = yi), 0<y<i<1 (5.3.45) 
当 4 关 1/p= Le 时 , 式 (5.3. ey 
p(x) = f(x)+ 1 - 一 | V2 f(y)sinnrxydy Wasinnnx 


当 4=1/n,= mrz 时 ， 有 生生 化 是 
| snomz f(x)dr = 0 
0 本 
这 时 有 解 . 
p(x) = f(x)+ 1 之， 二 二 [Lamnrar(y)dy Nasinnrz + csinvnr. 


从 以 上 讨论 可 知 ， 当 知道 平方 可 积 Hermite 算 子 的 本 征 函 数 和 本 征 值 时 ,第 
二 类 Fredholm 积分 方程 容易 求解 . 但 实际 问题 中 , 求解 本 征 方程 并 不 比 直 接 求 解 
方程 本 身 容易 . 因此 , 式 (5.3.39) 是 不 实用 的 . 但 是 如 果 K 可 以 表示 成 

K= Keo+K (5.3.46) 
而 Ko 和 Ki 满足 : ， 

(1) Ko 和 K, 都 是 平方 可 积 的 Hermite 算 子 , 因而 KK 亦 平 方 可 积 旦 是 Hermite 
算 子 ; 

(2) Ki 相对 Ko 来 说 ， 可 看 作 微 扰 : | Ki 世上 Kol ; 

(3) 我 们 恰好 已 求 得 Ko 的 本 征 函 数 系 !p21 和 本 征 值 1p 1 
则 可 用 微 扰 法 求解 第 二 类 Fredholm 积分 方程 . 把 式 (5.3.34) 写 成 

(I-AKo)p = f+AKig (5.3.47) 
由 以 上 讨论 知 ， 当 mw 天 1 时 (下 面 都 假定 这 种 情况 ), (1 一 Ko) 的 道 算 子 
(1 Ko) -由 Ko 的 预 解 算 子 给 出 

( 工 - AKo) L = 工 二 ARx, (5.3.48) 


其 中 
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Rx f= 3 js(9,f) (5.3.49) 
于 是 把 式 (5.3.47) 右 边 看 作 f= f+ AKi9q， 侣 方程 的 形式 和 
P = /+ARrf+AK + AR Ki)Y (5.3.50) 


上 式 仍 是 一 个 第 二 类 Fredholm 积分 方程 , 非 齐 次 项 为 广 = f+ AR f, 但 与 原 方 
程 相 比 , 积分 算 子 是 小 算 子 , 可 用 迭代 法 解 之 . 于 是 当 
1 Ki+tARr Kl <1 (5.3.51) 
则 可 求 得 式 (5.3.47) 的 近似 解 . 
下 面 把 上 述 思 想 应 用 于 求解 本 征 值 问 题 , 推出 微 扰 论 中 十 分 有 用 的 公式 . 为 
了 方便 ,引进 小 参数 e 


= Ko+ eK (5.3.52) 
其 中 Ko 和 eK 满足 前 述 的 三 个 条 件 . 考虑 K 的 本 征 方程 
Kop, = pnpn (5.3.53) 
写成 
(I— pi'Ko)p, = pileKiy, (5.3.54) 


上 式 可 看 作 非 齐 次 项 f= yi'e Ki 9g 的 第 二 类 Fredholm 方程 ， 故 有 形式 解 


pa = (I~ pKo) lyrle Ki gp, = 2 二 (9% ,Ki )90， (5.3.55) 
考察 上 式 ， 当 s 一 0 时 ,pw 一 6 ， 因此 有 一 发 散 项 , 把 此 发 散 项 分 开 
,= (pKig,), 0 +e > (pu Kigr) oo . (5.3.56) 
pen 一 Am pi 一 pa 


另 一 方面 , 由 式 (5.3.54) 两 边 用 po 取 内 积 
(psKign) = pn [p(T p72 Ko)p,] 

= pp, on) — (pn /p72 ) (9), Kop,) 

= jn( po pn) 一 (Kopo 9.) 

= (pa ~ p09)( go, pn) 
其 中 用 到 Hermite 算 子 Ko 的 性 质 ; wp = /yy 和 (po ,Kog,)= (Kop0,p,)， 于 是 

(80 ,eKip,) = (pn - Ap)(Cp0,p) (5.3.57) 

代 人 式 (5.3.56) 应 得 


= (9%,9) pn + «> ge (5.3.58) 


而 由 式 (5.3.57) 


,0 , (preKgp,) 


pn = An 十 (go,p) (5.3.59) 
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因 式 (5.3.54) 关 于 wo 齐 次 , 可 乘 任意 常数 . 故 取 ( p; ,gq)=1, 于 是 


La = p+ (9p, eKip,) (5.3.60) 
至 此 ,上 式 严 格 成 立 , 它们 是 微 扰 论 中 十 分 有 用 的 公式 . 当 | sK 上 <1 时 , 可 用 
和 迭代 法 求解 ,一 阶 近似 为 

( m K nn 
pn ~ pr + ekg 0 8 

jp Corsie,) (5.3.61) 
必须 指出 , 推出 公式 (5.3.60) 和 (5.3.61) 时 , 已 假定 第 个 本 征 值 jy, 非 简 并 , 如 
果 , 简 并 , 例如 对 应 kw， 有 两 个 独立 的 本 征 函 数 p0, 和 ps,， 则 式 (5.3.61) 中 go 
无 法 选择 . 事实 上 , 由 于 微 扰 eKi 的 作用 ,jy, 本 征 值 可 能 发 生 质 的 变化 , 即 简 并 
可 能 消除 , 我 们 将 在 第 六 章 详细 讨论 . 


5.3.3 平方 可 积 Hermite 对 称 核 的 极 值 性 质 


设 K 是 平方 可 积 且 Hermite 对 称 的 积分 算 子 , 进一步 假定 K 有 无 穷 多 个 非 零 
本 征 值 . 因 本 征 值 可 正 可 负 , 为 了 讨论 的 方便 , 作 下 列 分 类 
(1) 用 jt ,pz ,… 表 示 K 的 正本 征 值 且 编 序 成 
PH (5.3.62) 
相应 的 本 征 函 数 为 (pr ,pz py ，…); 
(2) 用 pr ,wz ，… 表 示 K 的 负 本 征 值 且 编 序 成 
Li pp (5.3.63) 
相应 的 本 征 函 数 为 (8i ,pz ,… ,ga ，…), 并 且 jt 有 限 ( 不 为 负 无 穷 ). 于 是 ,有 
下 述 定理 : 
(1) 设 pg 正 交 于 (97 ,p92 92):(9,91)=0(i=1,2,…,n), 则 (9g,Kyg)/ 
| ep 1 2? 的 最 大 值 为 pi+1 


(Ce ,KJ)1 _  .， 
max| 作 ， 全 i |= pt (5.3.64) 


且 当 达到 最 大 值 时 的 p 是 第 z+ 1 个 本 征 函 数 pj.1; 
(2) 设 p 正 交 于 (pr ,oz ,，…,9oy): (9,97)=0(i=1,2,…,7), 则 
(p,Kep)Z1 ep ?的 最 小 值 为 p41 
min| FS ]- Lntl (5.3.65) 
且 当 得 到 最 小 值 时 的 p 是 第 n+1 个 本 征 函 数 pr+1. 
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证 明 上 述 定理 是 容易 的 , 因 玉 的 本 征 函 数 系 是 完备 的 正 交 归 一 系 , 于 是 


Ko = > (po Ke, = Dp pi 9) 9, (5.3.66) 
n=1 n=1 
因此 
(pKe) = Dr (pi, 9) | (5.3.67) 
n=1 


利用 引进 的 表示 法 ， 上 式 即 为 
(9?,KP) = pi (2 多 | + 2 pl (pmp) | (5.3.68) 
设 9 与 (07 ,pz ,i ) 正 交 , 则 (gi;,g)=0(i=1,2,…,n), 于 是 上 式 变 成 


(p,Kp) = 2 nt | C97,9)|* + 2 pal pm, 9) 


<wnl 2 0979) + > |(pm,9)) | (5.3.69) 


又 
lol?=(9,9) = Dpi,p N+ Dl (pp)) 
t=1 m=1 
= >) (pi,p) + > (pp)|? (5.3.70) 
结合 上 两 式 即 得 
PN < pi (5.3.71) 


显然 , 当 p= oii 时 ,(p ,Kp)= ptii 上 pj ?. 因此 ， 当 yg= gi1 时 达到 最 大 值 . 
定理 的 第 二 部 分 可 同样 证 明 : 由 式 (5.3.68), 设 g 与 (9g1 ,9p; ,… ,9 ) 正 交 ， 


则 
(9,Ky) -Drilleip + Ds (ga,9)| 
2p DN pi + Dp,p) | 
本 ,所 ,人 
> 


当 g= gitl 时 ,(q9 ,Kgp)= pwri1 p11*. 因 此 整个 定理 得 证 . 必须 指出 ; 当 ji 或 
x+1 有 多 重 性 时 ,并非 只 有 p= iri( 或 pg= pat1) 才 有 (9p,Kg)=pynrll el 或 
Ka+1)， 因 为 对 应 于 pasit( 或 ws 有 多 个 本 征 函 数 满足 此 条 件 . 利用 该 定理 可 以 佑 
计 本 征 值 的 大 小 , 特别 是 第 一 个 本 征 值 . 
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例 5.3.9 考虑 本 征 方程 
| ez sw)ws(z)dz = was(z) 
其 中 实 对 称 核 
r(l 一 y)， 0 委 工 乞 y 委 1 
y(1 ~ x), 0 三 y 世 zl 
最 大 本 征 值 yi = 0.1013. 用 式 (5.3.64) 来 估计 : 取 pr (zx) 守 z(1 一 +), 则 jr 
的 近似 值 为 


k(x,y) 三 


ACTKOL) 、 
人 1 1 ~ i68 


显然 47 >Ar， 但 误差 只 有 大 约 0.19 . 


0.1012 


5.3.4 本 征 值 问题 的 有 限 秩 近似 


设 KK 是 作用 在 L*[a,6b] 上 的 平方 可 积 且 Hermite 对 称 的 积分 算 子 , 考虑 其 本 
征 值 问题 
KP = up (5.3.72) 
上 式 一 般 不 可 能 严格 求解 ,下 面 建立 比较 实用 的 近似 方法 . 因 (x,y) 平 方 可 积 ， 
可 以 选取 L*[a,6b] 上 的 一 个 完备 的 正 交 归 一 系 1y,1 作 展开 
k(x,y) = 2) ampmn (x) Yi(y) (5.3.73) 
其 中 
prb 
= | fac, yy (a) (ydzrdy (5.3.74) 
注意 : 式 (5.3.73) 与 (5.3.8) 的 区 别 , 这 里 iy, | 不 一 定 是 K 的 本 征 函 数 . 因 级 数 式 
(5.3.73) 的 收敛 性 有 Bessel 不 等 式 保 证 , 故 可 取 有 限 秩 近似 
k(x,y) SAv(z,2) = 2 amyn lr) Yly) (5.3.75) 
这 时 式 (5.3.72) 变 成 


> spa ly) 9 (3) dy = pV pV (zr) (5.3.76) 
其 中 上 标 (N) 表 示 取 有 限 秩 近 似 ， 令 
= | hy) p(y)dy 
式 (5.3.76) 变 成 


N 


2 anpm (xr)ar = pV oN (zr) (5.3.77) 
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两 边 乘 ， (xz) 并 积分 得 
> amlalO mj 二 At) ai， (7 一 1,2,.…,N) (5.3.78) 
故 得 决定 本 征 值 x 的 方程 


Dam = pma， 0 = 12…，N) (5.3.79) 
于 是 , 把 问题 归结 为 求 N 维和 矩阵 的 本 征 值 问题 . 实用 中 常 取 | 如 下 


i ern DNErSataN (5.3.80) 
0， 其 他 

其 中 1= (6 一 a)， 而 4=1,2,…,N. 上 式 相当 于 把 区 间 [a， 6] 分 成 N 个 小 段 ， 
每 段 长 度 为 (5 一 a)/N， 这 时 


am = | [k(x Cz) Ny)dzdy (5.3.81) 


表示 函数 k(xz,y) 在 zy 平面 上 划分 的 二 维 格子 第 (m ,1) 上 的 平均 值 . 如 果 问 题 
的 区 域 为 无 限 大 , 则 可 作 适当 的 切断 近似 , 只 要 当 +，y>co 时 (x,y) 很 快 趋向 
零 . 

为 了 说 明 上 述 结果 ,对 式 ($.3.72) 直 接 作 如 下 近似 : 因 可 以 用 求 和 来 近似 代 
替 式 (5.3.72) 中 的 积分 , 为 此 把 [a , 5 ] 分 成 NN 份 , 每 段 的 长 为 ZL/N, 式 (5.3.72) 
可 写作 


Dla, ya) (yn ) (六 }= PN oN (x) (5.3.82) 
进 一 步 对 x 离散 化 ， 则 得 

Ds gn) (大 )= LV pM (x) (5.3.83) 
其 中 (zj ,yy ) 为 二 维 zy 平面 上 第 (j,m) 个 格子 中 某 一 点 的 坐标 , 令 

Qjm = k(xioym) 六 让 aj = pM (zi) (5.3.84) 
则 式 (5.3.83) 化 成 

DD = pVa, (= 1,2,%,N) (5.3.85) 


显然 式 (5.3. 85) 与 (5. 3. 79) 的 区 别 在 于 : 式 (5.3.79) 中 a 是 k(x ,y) 在 小 格子 中 
的 平均 值 , 而 式 (5.3.85) 则 用 小 格子 中 某 一 点 的 值 来 代替 平均 值 . 

上 述 思 想 实质 上 是 用 求 和 来 代替 积分 ， 从 而 把 积分 方程 化 成 代数 方程 来 求 
解 ,此 法 同样 适合 于 求解 第 二 类 Fredholm 积分 方程 ,只 要 (x,y) 和 非 齐 次 项 是 
连续 函数 , 考虑 式 (5.3.34), 用 高 斯 求 积 公 式 
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s N 
| a(x,9) p99)dy = DAk(x, yn) 9 yn) (5.3.86) 
其 中 (A , yn) 为 高 斯 常数 , 代 人 式 (5.3.34) 得 到 


8(z) -A Ank(z, yn) p(yn) = f(z) (5.3.87) 
依次 取 并 一 了 2 ,TN 得 


8(zi) -AD Ank zis zm) pzm) = fx), (= 1,2,.%,N) 


可 求 得 p(xz1) ,p(xz2),…, g(xn). 于 是 式 (5.3.34) 的 近似 解 为 SE™ 
gz) (1) + A A (Ey ) py). (5.3.89) 

例 5.3.10 用 上 述 方法 解 下 列 方程 
9(z) = 二 | eg(z)dy + 1- 起 (e* -| (5.3.90) 


取 N=2,Al= A;=1/2,[0,1] 内 的 高 斯 点 为 z1 二 0.2113 和 x,=0.7887, 于 是 


[1 一 二 4A(Cztzi)]p(zi) 一 Fk(xi zx) p(x2) = f(zx1) (5.3.91) 


[- 了 (zavzi) |p(z1) + [1 - 二 4(zayza) |9(z2) = f(x) (5.3.92) 


由 以 上 方程 可 求 得 ep(zl) =0.9997 和 p(zz)=0.9990, 因此 式 (5.3.90) 的 近似 
解 为 


p( 工 ) ~ 于 [0.9997en203z + 0.9990e0.7887= ]+ 1 一 去 (e -1) (5.3.93) 
而 精确 解 为 pP(z)= 1， 比较 zl 和 zx, 两 点 的 值 ， 其 百 分 误 差分 别 为 0.03% 和 


0.1%. 在 z=0 点 ,由 上 式 可 求 得 p(0)<0.9997, 误差 为 0.03%. 可 见 近似 解 与 
精确 解 几 乎 相等 . 


5.3.5 一般 平方 可 积 核 


设 &(z,y) 平 方 可 积 , 但 不 Hermite 对 称 . 定义 一 对 共 斩 本 征 值 问 题 
Kop, = Lng 
K’ Sf, = pnpn (5.3.94) 
其 中 K'! 为 由 式 (5.3.1) 定 义 的 K 的 共 轿 算 子 且 积 分 核 为 k'* (x,y)=&*(y,z). 
K!* 作 用 于 第 一 式 并 利用 第 二 式 得 到 
K’ Kp, = pnK’ Y, = prpn 
分 析 积 分 算 子 K*K 
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KKg =| 和 (zoomwtod]d 


b b b 
=| (Gy) G92)dy pl)dt = [k(t) 9, (1)d 
其 中 
(rz = | ky OR Cyr)dy ($5.3.95) 


为 K*K 的 积分 核 , 显然 k(x ,1)= kf (t,x), 因此 K’*K 是 Hermite 对 称 算 子 . 
利用 辣 样 的 过 程 可 得 到 

KK’ y, = jp， = pp 
其 中 积分 算 子 KK - 的 核 为 


bo 
bax) = | (xs yk (1,y)dy 


显然 也 是 Hermite 对 称 算 子 .5.3.1 小 节 关 于 Hermite 对 称 算 子 的 结论 全 部 成 立 . 
因此 有 结论 (证 明 略 ); 
(1) 存在 一 组 正 的 本 征 值 (yl 宇 y;… 之 4,…) 和 相应 的 正 交 共 轿 本 征 消 数 
对 {gp, ,加 | ,如 果 本 征 值 小 于 零 ， 只 要 令 - 和 一 少 即 可 ; 
(2) 对 形 如 p=Kg，gEL2 ay,o] 的 函数 , 可 将 p 展 成 op 的 Fourier 级 数 


9 人 2 pr) pn; 
(3) 对 形 如 y=K'g,gq€1L?la,6b] 的 消 数 , 可 将 y 展 成 1y,| 的 Fourier 级 数 


~ 2 rd) 
上 述 结论 在 7,1.3 小 节 中 有 重要 应 用 . 
下 面 介 绍 结合 有 限 秩 和 小 算 子 近似 解 第 二 类 Fredholm 积分 方程 的 方法 . 因 
为 k(xz,y) 平 方 可 积 , 故 可 用 有 限 秩 核 来 逼近 有 &(z,y) 
K= Kv+A | (5.3.96) 
其 中 Kw 是 有 限 秩 的 , 而 上 | A 上 可 以 任意 小 . 对 有 限 秩 算 子 Kv 和 “小 算 子 "A, 已 
有 办 法 进行 求解 . 
现在 考虑 第 二 类 Fredholm 积分 方程 
= f+AKy (5.3.97) 
利用 式 (5.3.96), 上 式 可 写成 
(I-AA-AXKN)p = 太 (5.3.98) 
问题 的 关键 是 求解 (1 一 XA 一 AKn) 的 逆 (1 -A 一 Kn) 1. 
由 5.2 节 , 当 |4|- 中 Al <1 时 , (1 一 AA) ! 由 Born 级 数 给 出 


第 五 章 ”积分 方程 基本 理论 .279 . 


(I — AAA) = DIX"A" (5.3.99) 
n=0 


当 4 不 是 Kw 的 奇异 值 时 ,(I- AKn) ! 可 求 得 . 因此 , 如 果 (I-AA-AKNw) !' 存 
在 , 那么 能 否 用 已 求 得 的 (I- AAA) ! 和 (1 一 4Kn) ! 来 表达 呢 ? 利用 算 子 恒等式 
(A-B) !'!=A"!+A ''B(A -B)-:! (5.3.100) 
(上 式 两 边 右 乘 A-B 即 可 证 明 恒 等 性 ) 令 A=I-4A,B=4Kn, 则 
(I -AK)! = (I-AA) T+ ATI- AA) 'KN(I -AK)'! 

因此 

[T= A(T- AA) IKYy (I- AK)! = (I1- AA)! 
于 是 我 们 得 

(I -AK) ! = [I-24(1- AA) Ky] IT- AA)-! (5.3.101) 
上 式 中 (I- AA) ' 已 求 得 , 关键 是 求 LI- A(I- AA) !Ky ] 的 逆 . 下 面 证 明 这 个 算 
子 也 是 有 限 秩 的 . 事实 上 , 因 Kw 是 有 限 秩 的 , 故 可 表达 成 


KAN = > pCa) 
因此 
(1 — 2A) 'Knf = Sa -4A) ‘pi(g;,f) = 3 pg)) (5.3.102) 
其 中 四 四 
pt =(1- 4A) p= Dp 


显然 , 由 式 (5.3.102) 知 (I- AA) !Kn 是 有 限 秩 算 子 , 故 其 逆 可 求 得 . 综 上 所 述 ， 
求解 方程 (5.3.97) 归 结 为 ; 

(1) 求 算 子 (I -4A) 的 逆 , 其 中 A 是 小 算 子 , 即 |41: Al <1; 

(2) 求 算 子 [1 一 4(1 一 4A) KEN] 的 道 , 其 中 (1 -XA)-!Kw 是 有 限 秩 算 子 . 
令 Kn 三 (1- AAA) IKNw， 则 方程 (5.3.97) 的 解 可 表 成 


p= (I— AKA) (I AA) IF (5.3.103) 
由 5.2 节 的 讨论 ,(I- AKn) :可 用 预 解 核 RN 来 表示 
(1 -AKN) ! = 1+ARy (5.3.104) 
其 中 
Rxf = 2 [ (1 — 4A) J],pt( gm, f) (5.3.105) 


A 是 NxN 和 矩阵 [A]j,= (gn ,ps). 
下 面 给 出 具有 一 般 平方 可 积 核 方程 的 Fredholm 择 一 定理 : 


pm 
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(1) 设 K 作用 在 L*[a,65] 上 ,k(x,y) 平 方 可 积 , 当 且 仅 当 了 与 齐 次 共 罗 方程 
y=A"K'y (5.3.106) 
的 非 零 解 正 交 时 ,方程 (5.3.97) 才 有 解 ; 


(2) 当 方 程 (5.3.106) 只 有 零 解 时 , 方程 (5.3.97) 有 惟一 解 . 
上 述 定理 证 明 较 繁 ， 故 略 去 . 


5.4 积分 变换 及 应 用 于 解 积分 方程 


本 节 从 积分 方程 的 观点 来 讨论 Fourier 变换 ， 然 后 从 Fourier 变换 导出 其 他 两 
个 有 用 的 变换 : Laplace 变换 和 Hankel 变换 . 最 后 讨论 Hilbert 变换 及 其 基本 性 
质 . 


5.4.1 Fourier 变换 及 逆 变 换 
考虑 作用 在 L*( - co ,co ) 上 的 算 子 了 


1 人 f ; 
二 一- ixy .4. 
mn = 起 [e694 (5.4.1) 
F 的 积分 核 &(z,y) 为 
1 iZy 
k(rz,y) = J (5.4.2) 


显然 上 (z,y) 不 是 平方 可 积 的 , 因此 前 几 节 的 理论 不 能 应 用 到 式 (5.4.1). 下 面 把 
式 (5.4.1) 看 作 积分 方程 
F(/)=g (5.4.3) 

问题 是 如 何 求 f, 亦 即 求 的 逆 算 子 F-1. 为 此 , 考虑 也:(- oo ,co) 上 完备 的 正 交 
归 一 系 19,(z)1( 见 第 二 章 讨论 ) 

2 1d 

9 (I) 三 /Iii de 

对 任 一 /EL*( 一 %,%), 存在 Fourier 展 式 


f(x) = 2 fpn(z) (5.4.5) 


(5.4.4) 


把 F 作 用 到 / 
F(f) = 2 fF( ps) (5.4.6) 
F(P, ) 可 直接 计算 如 下 


F(p,) = 二 


7 7 


| iy+y /2 dy dy 
dy 
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1 1 “| 有 2 d” -9-iz) 
= 一 一 e e ee dy 
V 2x V 2°n Wx 四 dy 


得 到 第 二 步 积 分 , 已 令 y= y+iz. 利用 关系 式 


di)? = i d -(y-iz)? 


总 dx° 
可 得 
1 1 2 dd (™ 2 ir) 
F(Co, ) = 一 一 e -| e7 一 。e ?了 d 
VR de " 
利用 积分 
| ey 20-ia) dy 一 VIARer 
因此 , 我 们 有 
F(g,)= i” ll er d” ez (5.4.7) 


Ver 
顺便 指出 ， 上 式 表明 Fourier 积分 算 子 的 本 征 值 为 4, = i", 相应 的 本 征 函 数 为 
qa(z). 代入 式 (5.4.6) 得 到 


oo 


F(f) = 2 "pn (x). (5.4.8) 
另 一 方面 , F 的 共 斩 算 子 了 - 具有 积分 核 &?*(x,y)=k*(y,z) 
1 -izxy 


&R+ (r,y) = J 


同样 可 证 明 
F' (9,) = (-i)"p,(zx) (5.4.9) 
于 是 , F* 作用 于 式 (5.4.8) 两 边 , 并 利用 式 (5.4.9) 得 到 
+ F(f) = > in 六 F+ (9,) 二 2 fe"(- 1)"p, (zx) = 2 fo9 = f 


可 见 F*F 为 恒 等 算 子 F+F=1, 于 是 FF 的 逆 算 子 F 1!=F*. 因此 , 式 (5.4.3) 的 解 

为 

二 | g(y)e idy (5.4.10) 
2x -~ 

式 (5.4.1) 和 (5.4.10) 即 为 熟知 的 Fourier 变换 对 . 下 面 考虑 下 的 另 一 个 特性 , 为 

此 计算 F(F) 上 ?如 下 


[FD ?= DC Dr pz) pn x)dz 


f(z)=F'(g)= 


= DCD"infsfadm = Df t= fH? 
轴 ,二 企 nr-0 
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因此 有 关系 式 
|FCPD = 1 (5.4.11) 
由 于 F 是 线性 算 子 , 故 上 式 意 味 着 
[FC(fi-72)l = ff-£l (5.4.12) 


上 式 意义 很 明显 :efi 一 fe 表示 fi1 与 fz 之 间 的 “距离 ”. 因此 , 经 F 作用 后 ,两 
个 象 元 素 F( 了 1) 与 F(f;) 之 间 的 “距离 ”保持 不 变 , 这 样 的 变换 称 为 等 距 变换 或 保 
范 变换 . 

如 果 作 用 在 Hilbert 空间 BH 上 的 任意 线性 算 子 U 满足 条 件 : 

(1) 等 距 性 上 Uf = fl,YfEH; 

(2) U 的 逆 :U != UT!. 
则 称 U 为 酉 算 子 . 因此 下 是 一 个 西 算 子 . 

Fourier 变换 式 (5.4.1) 的 一 个 十 分 重要 的 性 质 是 卷 积 定理 成 立 ! 对 
工 2(- co ,oo) 中 的 任意 函数 f 及 g 定义 卷 积 


(f © g)(z) =| fg -ydy (5.4.13) 
则 有 
FLCFQ sg)(z)1= V2rF(f)F(g) (5.4.14) 
证 明 如 下 


F[/® gl]=— ew|| /saly 一 sdsjdy 


2 -~ 
二 起 | /V4| so — s)evdy 


=- 高 | .f(rasF(e) = VarF(e RF() 
即 为 式 (5.4.14). 如 果 考 虑 L*(0,oo) 中 的 f(xz), 只 要 作 偶 延 拓 
一 ~ Jf(z), r+ 宇 0 
1(7) = >, z<0 
可 得 
F(f) = 志 em7(z)dz = 人 rz)eoszy)dz 
定义 新 的 变换 和 道 变 换 对 


oo 三 局 『oo 
F.C) = | fn)eos( ears fz) = EF) os(zy)dy 


(5.4.15) 
称 为 余弦 Fourier 变换 . 如 果 对 f(z ) 作 奇 延 拓 , 则 可 推出 正弦 Fourier 变换 
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F.(f) = 2 fn)sin(ry)er; f(x) = 2 EDsin(ey)ay 


(5.4.16) 
注意 : 在 x=0 点 , 正弦 变换 使 f(z) 收敛 到 零 , 即 f(0)=0, 而 余弦 变换 使 f(x) 
的 一 阶 导 数 收敛 到 零 , 即 (0) =0. 
例 5.4.1 利用 式 (5.4.14), 求解 具有 卷 积 核 的 积分 方程 


| (zy) p(y)dy = f(z) (5.4.17) 
对 上 式 两 边 作 用 F, 并 利用 式 (5.4.14) 得 到 V2xF(&)F(g)=F(/), 因 此 
_ _F(/) 
FL9] V2nF(k) 
如 果 右 边 函 数 平方 可 积 , 则 式 (5.4.17) 的 解 为 
[ECD 
?= [| 


注意 : 尽管 我 们 求 得 了 卷 积 核 积 分 方程 (5.4.17) 的 形式 解 , 但 此 解 一 般 是 不 稳定 
的 , 因而 无 实际 意义 . 我 们 将 在 第 七 章 简单 介绍 寻找 数值 上 稳定 解 的 具体 方法 . 


5.4.2 Laplace 变换 及 逆 变 换 
函数 f(z) 的 Laplace 变换 定义 为 
L(f) = | elr)dr (5.4.18) 


只 要 右边 积分 存在 .为 了 求 世 的 逆 算 子 L ', 从 Fourier 变换 出 发 , 令 f(r)=0( 当 
zz<0), 由 式 (5.4.1) 和 (5.4.10) 


1 本 js » 1 “1xs “ 、 
m= 让 | eradz Ha = 声 | eR/Dds (5.4.19) 
作 变 换 ;= io 
F(f) = 充 | emflz)dr; f(x)= 启 | evL(f)d 
于 是 定义 Laplace 变换 对 
LD = ep); fz) = 二 erL( fd (5.4.20) 


注意 :第 二 式 积分 在 虚 轴 进行 . 册 于 起 (5.4.19) 要 求 FE L (0,%), 因此 式 
(5.4.20) 亦 要 求 {EL*(0,%). 为 了 使 上 式 适 合 于 更 广泛 的 函数 , 考虑 指数 增长 
的 函数 ,， 即 假定 存在 实数 p, 使 [e 各 F(z)] 在 (0,so ) 内 平方 可 积 , 那么 Laplace 变 


L(7f) 二 | emp r)dr 
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e 说 F(z) = 去 ”emL(P)do (5.4.21) 
令 ot+p=o ,上 式 变 成 | 
L(f) = | esr)dz; f(x) = 去 | ewL(f)dg” (5.4.22) 


注意 :第 二 式 积分 在 复 平面 o 上 取 平行 于 虚 轴 的 直线 ， 如 图 5.4.1. 上 式 与 式 
(5.4.20) 相 比 , 优点 在 于 适合 更 广泛 的 函数 类 ， 只 要 求 e f(x)E1?[0,%]. 
如 果 定 义 了 与 g 的 相关 (Jsg) 如 下 


(四 sg) = |roosgGz — y)dy 


(5.4.23) 
则 有 
L[(f@g)] = L(f)L(g) 
i (5.4.24) 
-ip 证 明 ， 


图 5.4.1 赣 Laplace 变换 积分 LL(f 外 g)] -| “| fa 一 y)dydz 
=| az| rsg(z 一 y)dye ~ 
0 Jo 
二 重 积分 交换 次 序 
L[(f©@ 8g)] -| dyf(y)e "| dre g(x — y) 


-are es) 


=L(/)L(g) 
故 式 (5.4.24) 得 证 . Laplace 变换 的 这 一 性 质 常用 来 解 具 有 相关 核 的 Volterra 积分 
方程 . 
例 5.4.2 和 Abe 


| < dy = f(z), (0<e<1) (5.4.25) 
显然 
k(r)= x "; L(k) = erredz = oa = og!T(1 ~- a) 
对 式 (5.4.25) 两 边 作 用 工 , 并 作 变 换 az = u 且 利用 式 (5.4.24) 


加 L( ) gol” 
L(g) = ES = FO zr) (5.4.26) 


因此 Abel 方程 的 解 为 
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i or _ 1 dd 这 or 
P(r) = 直 | FT = Fa tf)de = a dz FI FL do 


1 d 1f™ or -a 
-Fy 直 直 | I(a)o “L(f)do 


1 d_ , 
=FO ra) dct (Te) “L(A)] (5.4.27) 
另 一 方面 , 利用 式 (5.4.24) 
_ f(y) 1 _。 
rj/ (x - ydy y|=T(a)e L(f) 
代入 式 (5.4.27) 应 有 


-~ 1 dr- f(y) 
rz -Ft er [dl, te re ] 


-~ 1 sr | A d 
Tl(1 ~ a)T(a) dzJo (zx - y)!™ 了 
故 Abel 方程 的 解 为 


p(z) = Sinraw | f(y) 


nx dzJo (x 一 ydy 


与 式 (5.1.26) 完 全 一 致 . 
5.4.3 Hankel 变换 及 逆 变 换 
考虑 平方 可 积 的 二 维 函 数 .F(z ,y),， 二 维 Fourier 变换 和 逆 变 换 定 义 为 
F(s,o) = 二 | | flz,y)e ”to dzrdy 


f(z,y) = | [ F(s,o)e “+o dsdo (5.4.28) 


设 F(z,y) 具 有 特殊 形式 
f(z,y) = flr)e™ (5.4.29) 
平方 可 积 条 件 为 


| 网 [fOr) brarde = 2 r| Fr)|lzdr < oo 


即 要 求 F(r) 带 权 o(r) = -平方 可 积 . 设 ;= pcosa 及 o= psina, 则 式 (5.4.28) 变 
成 


F(p,a) = [fo ei[ rpcos(0™ 2 1dg |rdr 


Fr)eie = 1 | F(o,a)eritmonle-e1dbpdp (5.4.30) 
利用 Bessel 函数 的 下 列 公式 
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0 


0 


($.4.30) 第 一 式 变 成 
— An(at+n/2) ~ 
F(p,a)= e | fr), (or)rdr 
代入 第 二 式 


| er nr ma 一 2rei"(arr2)J (x) 


| etre a)tm(latr/2)] de 二 2rei"61 ， ( zx) 


oo 2r co ， , , ， | 
Cr)eim = 去] [| ee flr )J, (pr )r dr e irpcos( 0 da de 


2 


二 | [六 “ ’ ’ J [~ rpcos(0 a)+natnx/2] 
= 元 | PdP A )J, (pr' )r dr ,ee da 


= a"| pde fe) pr rar’ J (pr) 
因此 , 定义 Hankel 变换 和 逆 变 换 


Lf = | fo pdrars /7)=) (LD,(pr)pde (5.4. 


显然 L !=L, 因此 
Df=L (LF)= (LEL)A = /. 
例 5.4.3 利用 Hankel 变换 ,求解 特殊 形式 的 积分 方程 
p(x) = 4| yry) ply)dy + f(x) 


上 式 写成 
p= ALp+f 

两 边 作 Hankel 变换 

Lo = iLp+L(f) 
利用 Hankel 变换 的 性 质 式 (5.4.33) 

Lp = hp + L(f) 

由 上 式 与 式 (5.4.35) 消 去 Le 

p=Alap+L(f)]l+/f 
因此 

og = £+ALD, 当 1-)2 0 


1 一 和 2 
当 1-22=0， 有 解 的 条 件 是 f+ 4L(f)=0. 
考虑 工 的 本 征 方程 
LP = pp 


(S.4. 


(5.4. 


(5.4. 


(5.4. 


(5.4. 


(5.4. 


(5.4 


31) 


32) 


33) 


34) 


35) 


36) 


37) 


.38) 
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两 边 作 用 工 , 并 利用 式 (5.4.33) 得 到 p = ALep， 再 利用 上 式 得 到 wp = jp. 因此 ,L 
的 本 征 值 只 有 两 个 :w+ = +1 . 于 是 , 条 件 1 ~ 4? 关 0 等 价 于 4 关 j1. 


5.4.4 Hilbert 变换 及 逆 变 换 
考虑 Hilbert 变换 
:P| £0 dy = f(r), xzE(-oco,co) (5.4.39) 


其 中 f(x)EL(-~ oo,co),P 表示 Cauchy 主 值 积分 . 上 式 两 边 作 Fourier 变换 ， 
并 用 卷 积 定理 


5 上 (5.4.40) 
= 和 PCp)| as = iF(9)sen(s) 
故 得 
isgn( s)F(¢) = F(f) (5.4.41) 
其 中 函数 
1， s>0 
sgn(s) = | ,0 (5.4.42) 
另 一 方面 , 作 Fourier 变换 可 得 
F [EP| Ldy |= F(f)isgn(s) (5.4.43) 
结合 式 (5.4.41) 和 上 式 得 
F(p) =- FiP| fdy (5.4.44) 
因此 
v=- 4P| ZA dy (5.4.45) 
变换 式 (5.4.39) 和 (5.4.45) 称 为 Hilbert 变换 对 . 记 Hf 如 下 
Hf = 4P| dy (5.4.46) 
则 式 (5.4.39) 和 (5.4.45) 可 表示 成 
Hp= pp=-Hr (5.4.47) 
由 上 式 可 推出 Hilbert 变换 的 性 质 
H2p =— 9. (5.4.48) 


例 5.4.4 利用 Hilbert 变换 的 性 质 , 解 具有 Hilbert 核 的 积分 方程 . 
p -全 P| dy = f(x) (5.4.49) 


~- 
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上 式 写 成 | 
pop-AHop=/f (5.4.50) 
两 边 用 H 作用 , 则 得 Hp -4H?v = Hf, 利用 式 (5.4.48) 
Hr + ap = Hf (5S.4.51) 
联 立 上 式 与 式 (5.4.50) 可 求 得 
(1+A)9= f+AHf (5.4.52) 
当 1+ 六 天 0 
p= i — (f+AH/f) 
当 1+ 洲 =0 时, 式 (5.4.52) 有 解 的 条 件 是 
f+AHf=0 (5.4.53) 


考虑 H 的 本 征 方程 Hp = jp， 两边 作 用 博得 到 H*g = AHPp， 利 用 式 
(5.4.48) 可 得 到 (1+ p22)gp=0, 因此 ,HH 的 本 征 值 wy = i. 于 是 , 条件 1+ 入 天 0 
等 价 于 4 翅 4:. 考虑 式 (5.4.53), 当 4=py; =i 时 ,Hf= -if .因此 f 只 能 是 H 


对 应 于 py . = -i 的 本 征 函 数 ; 当 A4=y- = -i 时 ,Hf=if , 即 f 只 能 是 H 对 应 于 
4+ 二 i 的 本 征明 数 . 
例 5.4.5 求解 
工 P| dy = f(x), xzE(0,oo) (5.4.54) 
nT 0 区 


其 中 F(z)EL2(0,ce)， 上 式 与 式 ($.4.39) 十 分 相似 , 但 定义 域 不 同 , 不 能 用 
Hilbert 变换 . 为 了 能 化 成 卷 积 核 的 形式 , 作 变 换 


x = ee; y= ee? 


bg(7) = ple7)e?; g(€) = Fe)es 
于 是 式 (5.4.54) 变 成 


xP ~ je se 4 = g(é) (5.4.55) 
两 边 作用 下 可 得 
F(S) = SY Fg) (5.4.56) 
得 到 上 式 已 利用 下 述 积分 式 
，_wx] imsinh(ns /2) 
P| ~ ed? 2ix [二 ” Di LD"e |= cosh (res 72) (5.4.57) 


注意 :利用 围 道 积分 求 上 式 积分 时 ， 7 有 无 限 多 个 单 极 点 . 注意 到 
P| _ pe 一 万 57 =0 
故 式 (5.4.55) 的 齐 次 方程 有 非 零 解 且 这 个 非 零 解 为 常数 c, 于 是 由 式 (5.4.56) 得 
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i cosh(xs /2) 


| re 四 
WE) = ec 十 元 | se- ?)[P ds |d7 (5.4.58) 


利用 积分 
~ i Cosh(xs/2), [T1202] .coshy 
P| - ' sinh (sn72) ds 2 Ti i "|= 2 sinhy 
(5.4.59) 
则 得 
2%(s) = < Lip| co 2 gn) dn (5.4.60) 
回 到 x 和 y 变数 , 最 后 得 到 式 (5.4.54) 的 解 
ec_ 1lp z+yfy) 
p(xr) = 大 P| zy /i (5.4.61) 


习 题 五 


5.1 用 和 迭代 法 解 积分 方程 
1 

(a) g(x)— 二 | wy)dy = ezi 

(b) g(r) + 4| ese)dy = 
5.2 求 下 列 可 分 解 核 积 分 方程 的 解 

(a) g(x)— | zp Cy)dy = f(x); 

CD) pz) - (zy + a ) p(y)dy = x 

(c) g(xz)— | cos(x + 2y) p(y)dy = cosz， 
5,3 求 方程 

g(x) = 4 Cr,y) py)dy 


的 本 征 值 和 相应 的 本 征 函 数 , 其 中 
rx(l— yl, TIEy 
y(l - xz)/l, y 委 工 . 


k(xr,y) = 


5.4 证 明 齐 次 方程 


p(x) = | (sinzsin2y + sin3xsin4y) op(y)dy 
0 


只 有 和 零 解 . 
5.5 解 下 列 积分 方程 


(0 p(x) -2k(z, gy)dy =3 
其 中 
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Sinzcosy， 工 安 》 
K(x.) = sin ycos 工 ， yAI; 
(b) g(x) — EE = cos 六 
其 中 
I(l ~ yl, TEy 
k(x,y) = 本 yz 
5.6 求 积 分 方程 
站 _ |z, XEy 
p(x)= 4 Cry) py) dys k(xz,y) = yr 
的 所 有 本 征 值 和 相应 的 本 征 蚂 数 . 
5.7 解 第 一 类 Fredholm 积分 方程 
| ez)dy = x(a -7), 0 之 za 
其 中 
有 ) = sinh(x — a)sinhy, < 魏 工 
TY sinhzsinh(y — a), ry. 
5.8 考虑 积分 方程 


Ku=| (zy)u(y)dy = Xu(z), XE€E(-%,%) 


其 中 上 为 参数 且 0< :<1, 积分 核 为 


= 1 z+y (- = 一 2) 
k(x,y) = A i) 1-2 


(a) 直接 证 明 us(zx) =exp( x? 人 /2) 是 K 的 本 征 函 数 ， 相 应 的 本 征 值 为 o =Vri 
(b) 令 
zr 
w(x) = exp(- 皇 ) H(z)(n = 0,1,2,.…) 
其 中 HH,(x) 为 Hermite 多 项 式 , 用 归纳 法 证 明 u(xz) 是 K 的 本 征 函 数 , 相应 的 本 征 值 为 
A = "Vrs 
(c) 证 明 展开 关系 


&(z,y) = >， Wr) uy) 


-0 2"n! 


5.9 考虑 微分 -积分 算 子 
dz 1 
Axz =- + | zy)dy, rE€ (0,1) 
且 x(z) 满 足 边界 条 件 x(0) = x (1). 
(a) 证 明 A 是 对 称 的 正 算 子 ; 
(b) 证 明 非 齐 次 方程 


Au = f(x), ZE (0,1) 
u(0) = x (0)=0 
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5.10 


的 解 为 


Gz) = | [se) -2B 2x)(3¢- 人] ed 
u(xz)= |] La(zx,é 304‘3T I €—E£)|f(E) dé 
其 中 g(x ,8) 为 Green 函数 


2 
-98 -3(z 6， zr,¢€ (0,1) 
dx 


g(0,€) = 8 (0,6) =0 
提示 : 非 齐 次 方程 可 写成 
dz 人 
-di 了 ma， ZE (0,1); = = | (dy 
然后 利用 Green 函数 求 u(xz) 的 表达 式 , 求 出 a. 
考虑 上 题 中 算 子 的 本 征 值 问题 Ax = hz 
(1) 证 明 上 述 问题 可 化 为 一 个 纯 积 分 算 子 的 本 征 值 问题 ; 
(2) 证 明 本 征 值 = a? 满足 方程 


ad3 5 
tana 二 QQ 十 本 一 《 


3 
用 图 解法 解 上 述 方 程 , 估计 最 小 本 征 值 大 小 ; 


(3) 利用 
[ea (ar) 
一 J var 


估计 最 小 本 征 值 大 小 . 提示 : 取 v(z)=z(2- 工 ). 


第 六 章 微 扰 理论 


实际 问题 能 严格 求解 的 情况 很 少 , 因此 求 近似 解 具 有 重要 意义 . 第 四 章 介绍 
的 变 分 法 就 是 一 种 十 分 有 效 的 求 近似 解 方法 , 在 数值 计算 中 有 重要 的 应 用 . 本 章 
讨论 当 方 程 中 含有 小 参数 s 或 大 参数 4 时 如 何 求 近 似 解 的 问题 . 主要 内 容 有 :6.1 
节 集 中 讨论 本 征 值 问题 的 微 扰 理论 ;6.2 节 关 于 正则 微 扰 理 论 , 介绍 变形 参数 法 
和 多 尺度 展开 ; 6.3 节 关 于 奇异 微 扰 问 题 ， 讨 论 边界 层 理论 及 渐 近 匹配 方法 ; 最 
后 ,6.4 节 讨论 含 大 参数 的 微分 方程 , 介绍 WKB 近似 和 Liouville-Green 变换 法 . 


6.1 本 征 值 问题 的 微 扰 


假定 Hermite 算 子 Lu 的 本 征 值 问 题 
L 9 = oo(r)p 0， r€G:; (se? +B)|, =0 (6.1.1) 
严格 可 解 , 其 本 征 函 数 集 | gp | 构成 完备 的 正 交 归 一 系 . 上 式 的 微 扰 可 有 几 种 不 同 
的 形式 : 算 子 本 身 的 微 扰 、 边 界 条 件 的 微 扰 以 及 区 域 的 微 扰 . 下面 分 别 以 具体 例 
子 讨论 之 . 
6.1.1 算 子 本 身 的 微 扰 
设 工 可 表示 成 
L= Lo + el (6.1.2) 
其 中 e<<1, 而 Li 也 是 Hermite 算 子 , 因此 整个 算 子 LL 是 Hermite 算 子 . 假定 在 微 
扰 eLi 作用 下 , 本 征 函 数 系 195} 变 成 1p ,相应 的 本 征 值 |1X%| 变 成 {7,1 .而且 
式 (6.1.1) 在 eL, 作用 下 是 稳定 的 , 即 当 ce->0 时 : 1p, 一 | 99 和 14,1 一 1401. 
考虑 世 的 本 征 值 问题 


ELP， = Ano(r)9v， rcEGi (ep + p32) jo 0 (6.1.3) 
第 一 式 写 成 
[Lo — 4,p(7)]9p, = elLiy, (6.1.4) 
算 子 Lo 一 Ao(r) 的 Green 因数 G(r,r) 可 用 | 展开 成 
G(Urr) = Dt g(r ) or) (6.1.5) 


i=1 a2 An 


第 六 章 微 扰 理论 ， 293 、 


因此 式 (6.1.4) 变 成 积分 方程 
gr) =- | Glrr)elg lr )dr = 之 元 p07)| 9 Cr Og dr 
(6.1.6) 


因为 当 se- 一 0 时 ,4, 一 49, 故 上 式 中 i =n 一 项 单独 写 出 
. 0(r) ， ， , 
pr) = | (r )Lig(r’ )dr 


Sr Fr Lg, (rar 
CG 


十 > 和 9 
A 

< € 

> A 一 T5977 )( pi, Li 9,) 

in Nn 1 


(6.1.7) 


= capr(r) + 


其 中 
= (pnreLign) 
” A, ~— 20 


另 一 方面 , 用 go 取 式 (6.1.4) 两 边 的 内 积 
-ee Leo) = po0[Lo- Ae Jp, | 
(6.1.8) 


= (90,Lop,) — (9 ,Anopn) 


利用 Lo 的 Hermite 对 称 性 (p50 ,Lo gp ) = (Logh, , 9x ) 得 到 
— el ,bigs) = (op ps) ~ hp (0 , pn) 
= (40 — A,) (pp , 9,) (6.1.9) 


因此 c, = (op0 ,9o,). 由 于 式 (6.1.3) 是 齐 次 方程 ，y, 可 乘 任意 常数 , 故 总 可 取 


cv=1. 从 式 (6.1.7) 和 (6.1.9) 得 到 
An 一 010 十 e( 9 ,Lpn) 


0 
到 (ep ,Lp,) 


Pr te 一 (6.1.10) 


上 式 与 式 (5.3.60) 完 全 一 样 , 我 们 用 不 同 的 方法 导出 了 它们 . 当 eK1 时 ， 上 式 可 


用 迭代 法 解 之 
”~ 0 0 92 
:sL 本 
NM A + el LI ) 二 时 2 本 ee 十。 


i 


0 
pip) + (6.1.11) 


i¥n On 


~ 0 
Ga ~ po + e2) 


显然 ,， 上述 讨论 只 适合 于 第 ”个 本 征 值 10 是 非 简 并 情况 . 
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例 6.1.1 考虑 平面 上 矩形 区 域 G: [0<z<r,0<y<r] 上 第 一 类 边界 条 件 
下 的 本 征 值 问题 


92 392 
一 一 十 一 . .二 
-|( 运 5 exy jp Anp; oo |a6 0 (6.1.12) 
显然 Lo= -V3 而 Li = zy,Io 的 本 征 丽 数 系 | 90, | 为 
0D0 = sinnzsinmy, (n,m = 1,2,.…) (6.1.13) 


相应 的 本 征 值 4% =n?+m?, 当 n 关 m 时 ,0 = 140 ， 故 本 征 态 0 (2 天 办 ) 有 
两 个 独立 的 本 征 函 数 
2 


po = Mnnzsinmy; run = Esinmzsinny (6.1.14) 
这 时 4%, 是 简 并 态 (n 关 m). 但 当 n= xm 时 ， 40, 是 非 简 并 的 , 于 是 可 用 公式 
(6.1.11) 求 微 扰 量 . 例如 n= m=1 时 X10 的 微 扰 量 


7 


AN 三 e(ph ,zyepl) = e $| | rsinzzsin ydzdy = 和 二 (6.1.15) 
因此 本 征 值 至 一 级 微 扰 为 All 三 A + er /4= 2+ ex /4. 
6.1.2 简 并 态 的 微 扰 


仍 考虑 式 (6.1.3), 但 这 时 设 未 扰动 态 5 是 f 度 简 并 的 , 相应 的 太 个 本 征 函 
数 为 | ga4,&8=1,2,… ,fi. 这 时 有 可 能 发 生 这 样 的 情况 : 由 于 L, 的 作用 ,降低 
Ma 的 简 并 度 . 问题 是 零 级 本 征 函 数 | pw | 应 如 何 选 择 ? 下 面 来 解决 这 个 问题 . 设 
式 (6.1.3) 的 解 可 展 成 。 寡 级 数 的 解 为 

A = 10 + eAl + e2A2 十 
pn = put ep + el ge + (6.1.16) 
代入 式 (6.1.4), 比较 s 的 同 次 蹇 系数 得 
L95 = 0op0 


Loph + Lig? = (10p4 + ALgo)p (6.1.17) 
由 于 g%《(k==1,2,…, 了) 都 满足 (6.1.17) 第 一 式 , 故 作 线性 组 合 
= De (6.1.18) 
作为 零 级 本 征 函 数 , 此 外 ,对 一 级 近似 本 征 函 数 作 广 义 Fourier 展开 
9》 = Seip (6.1.19) 


上 二 式 代 入 (6.1.17) 第 二 式 应 有 
ud f 
2 e209 - A) pp = De - Alp) 9 (6.1.20) 


i=1 
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上 式 两 边 乘 p? (j =1,2,…, 了) 并 积分 

% ， 了 。 

cl1010 一 19)| op pode = 36l2 (Li -Mo)pndr (6.1.21) 
因 当 i 关 n，g% 与 91 正 交 , 而 当 i=n 时 和 9 =X49, 故 上 式 左边 恒 为 零 . 于 是 有 


f 
DafCg Lp) Alda]=0, (=1,2,,f) (6.1.22) 


上 式 存在 非 零 解 的 条 件 是 
det[C9pw Lig) — Mh ]= 0 (6.1.23) 
由 上 二 式 可 求 得 f 个 41 及 f 套 系 数 c 尺 (k=1,2,…,f)， 如 果 /个 42! 各 不 相同 ， 
则 由 式 (6.1.22) 得 到 了 个 零 级 近似 本 征 函数 . 由 于 微 扰 的 作用 , 第 ” 个 本 征 值 1 
的 简 并 完全 消除 ; 如 果 XA 有 重 根 , 则 + 的 简 并 度 降 低 . 式 (6.1.23) 称 为 久 期 方 
程 . 
当 LI 是 Hermite 算 子 时 
(gLi go) 二 (Li gy, pm) 二 (Cn WY (6.1.24) 
因此 ， 由 元 素 妃 := (pw ,Li gw ) 构 成 的 矩阵 是 Hermite 和 矩阵， 有 f 个 实 的 本 征 值 
A415(pP=1,2,…, 了 ), 于 是 4, 的 一 级 近似 为 
A = 0 + eAl, (p = 1,2,.…,/). (6.1.25) 
例 6.1.2 设 429 是 二 度 简 并 的 , 即 对 应 10 有 两 个 本 征 函 数 g91 及 29 ， 则 
hu 三 (gisLign); hv = (pg,Lig) hi; hy = (9%,L 9g") 
(6.1.26) 
故 1。 满足 
hi 一 5 hi 


ho hs 41)=0 (6.1.27) 


上 式 的 二 个 根 是 
1 
hn = 2[- (hi + h22) + Mhu ~ hr) +4 [al | (6.1.28) 
考虑 例 6.1.1, 取 n=1 和 m=2,4%1=Al2=5 , hi; 为 


hi = h2s = S| "| zysin2zsin ydzdy = 
区 2 
ha = hiz = 所 | | = sinzsin2zdz] = (6.1.29) 
因此 , 在 微 扰 作 用 下 本 征 值 人生 分裂 成 两 个 
ve rT,32) ue/_T_ 32 
atl s+ +) az1=5+ 妾 ( 5 污 】 (6.1.30) 


简 并 消除 . 
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例 6.1.3 一 维 本 征 值 问 题 
dp 

dz2 

零 级 本 征 函 数 为 pg， = V2sinn rxx ,相应 的 本 征 值 10 =xn*(n =1,2,…), 于 是 


-1 


A = 20 十 se(p0 ,Lip0) = 20 一 2e| g(x)sin nxnrdr 
0 


但 如 果 边 界 条 件 为 周期 性 边界 条 件 


+ eg(z)9|= Ap; p lo= 9p|: -=0 (6.1.31) 


dg 


0 dz r=1 

则 零 级 本 征 值 为 10 = 4mn ， 相 应 于 45 有 两 个 独立 的 零 级 本 征 函 数 
op0. = YN2eos2nnz; pur) = 2sin2n xz (n 宇 1) 

因此 当 nn 这 1 时 , 40 二 度 简 并 , 而 2448=0 非 简 并 : p89=V2 . 考虑 n 之 1 


1 1 
Al = 一 2| .eg(z)si 2nnrdz; h22 =— ?| etz)eos 2nnrdr 


d 
9 | .0= pl; Ee 


(6.1.32) 


hiz = hz 三 一 ?| etz)sian 4nnxrdz 
40 的 一 级 修正 为 


Ant = 一 六 [an + h2) + VY Ch — hz) my 
下 面 求 零 级 本 征 函 数 , 由 式 (6.1.22) 


cI(hit -15)+ cghia = 0; ch2at + cd(h22 — 44)=0 
当 》) = 和 + 时 


一 hz 一 0 
c= c9 或 者 c=- (h22 +£) 9 
hi12 六 21 
代入 式 (6.1.18) 
0 00 0 0 0 0 of 0 hi ~ An 0 
Pr = Dp 二 C19Pne + C29Pns 一 CIPDrnc 一 h ns 
k=1 12 
如 取 c?=1, 则 零 级 近似 本 征 函 数 分 别 为 p95 ;和 g%- 
一 和 1 
gu, = YN2cos2xnz 一 一 V2sin2nnx (6.1.33) 
12 
pu = YZecos2rnz 一 V2sin2rnz (6.1.34) 
12 


相应 的 一 级 近似 本 征 值 为 
4r 7 于 [Cn 十 h22) 一 VChu h22) + 4131 (6.1.35) 
An- 


n 4 一 二 [Ca + h2) + MCA 一 22) +4/3] (6.1.36) 


An+ 


ll 
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如 果 An = hz,h21= 有 12 = 二 0, 则 式 (6.1.28) 的 两 个 根 相 等 :4,， = A-. 因此 , 在 
一 级 近似 下 , 简 并 不 能 消除 , 而 要 考虑 高 级 近似 . 


6.1.3 边界 条 件 的 微 扰 


考虑 本 征 值 问题 
-pt pn | -0o=0i (: +p) =0 (6.1.37) 
微 扰 出 现在 边界 条 件 上 . 当 = 0 时 , 本 征 值 问题 
-gp rE€(0,1); po r=0= 9 |,1= (6.1.38) 


的 解 为 p00 二 Y2sinnnx ;X90 二 n? 双 ， 当 ee 关 0 时 ，p, 在 x=1 处 满足 第 三 类 边界 条 


= Deg; ,= De (6.1.39) 
代入 式 (6.1.37) 得 po 满足 的 方程 为 式 (6.1.38), 而 pi 满足 
a d pn 一 1 — 。 1 dp? 
dr? Angl = 5099 3 Pn 0= 0; 25 | dr i 
(6.1.40) 


为 求 4;, 无 需求 出 上 式 的 解 . 用 gp? 乘 (6.1.40) 第 一 式 并 积分 , 则 得 


1 中 
4Al =-— | (mw ys + 8199 jdz 


dp»|' 人 dp dpn 
= + oe EE dz -| gp dr 
(6.1.41) 
由 式 (6.1.38) 得 到 
4, = "dnap ! -| 0p220 dr (6.1.42) 
分 部 积分 得 到 
A = py 二 se Np $e | aspiegdz 
利用 式 (6.1.38) 及 (6.1.40) 
1 dp0 2 of 
洲 -- (多 Lt a9 pnpn + Pupn )dz 
0 、2 . 
= (到 |) = 一 2 7 (6.1.43) 
dz x=1 
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因此 , 在 一 级 近似 下 ), 为 
)， nr ~- 2en2r2 = 12r2(1 — 2e) (6.1.44) 
显然 上 式 成 立 的 条 件 是 s 科 17/ 2, ?2 越 大 , 近似 程度 越 差 . 
考虑 三 维 算 子 L= -VYV'[p(r)V]+q(r) 的 本 征 值 问题 


四 . 9 9 _ 
Ly, = Anp(r) op,, rE Ci (pte |) oO (6.1.45) 
其 中 0< s< 和 1 , 作 微 扰 展开 
Pn 一 De An 二 De 
j=0 i=0 
代入 式 (6.1.45) 得 零 级 近似 方程 
Ly = Xpg%; gi|,s=0 (6.1.46) 
一 级 近似 方程 
9 0 
Lps -Apps = Miog0 pao =- (6.1.47) 
nl aG 


设 式 (6.1.46) 可 解 出 |g% | 及 1401. 下 面 由 式 (6.1.47) 求 44. 用 po 乘 第 一 式 两 
边 , 并 积分 


Al = | Cy Lp 一 10op0 "0D1)dr (6.1.48) 
利用 Green 公式 
交 本 pe 0” .9 1 
jn me jo 于- 区 问 js 
并 且 由 式 (6.1.46) 和 (6.1.47) 
“ _ ,0 Ox 加 
| ¢ Lo!ldr = 29| po pudr jj ,pe0) 
代入 式 (6.1.48) 得 49 的 一 级 修正 
_ ag? 
hn 中， 9n 
如 果 20 是 了 度 简 并 的 , 令 零 级 本 征 函数 go 为 


f 
0 一 0 0 
Pn 一 2 cp 
k=1 


29a | 
Ea 


2 
ds (6.1.49) 


于 是 式 (6.1.47) 变 成 


a 9 
Pnk 
ac =— Dy cd EE 


用 go (j=1,2,…, 了 ) 乘 (6.1.50) 第 一 式 两 边 , 并 积分 


f 
Lo - Aoph = ApD cdgph; 9 jo ‘6-1.50) 
k=1 


1 / 0 0” 0 < 0 9 pun a990i 
2 D7] ogg phdr = |], pn. EE jas (6.1.51) 


大 =1 
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a80， og 
一 一 plr) 人 Gnk Pnj ES 
DG 


Oj 93n 9n 


] 


并 利用 wo 的 正 交 性 ,上 式 变 成 


/ 

Dar ~ 424165) = 0 (6.1.52) 
于 是 得 到 )1 满足 的 方程 

det(aw - Andy)= 0 (6.1.53) 


由 上 二 式 可 求 得 f 套 系数 c9 以 及 个人,， 从 而 求 得 本 征 函 数 的 零 级 近似 及 本 征 
值 的 一 级 近似 . 


6.1.4 区 域 微 扰 
考虑 算 子 L= -VY. [p(r)V]+g(r) 的 本 征 值 问 题 
Lo, = Ap(r) 9,, re G; CE wo 0 (6.1.54) 


其 中 G 的 边界 T(e) 含 有 小 参数 e. 当 ==0 时 ,T(0) 是 规则 区 域 (比如 和 矩形 或 圆 ) 
而 当 es<<1,， 区 域 的 变化 可 看 作 微 扰 . 下 面 通过 具体 例子 来 说 明 如 何 求解 上 述 问 
题 . 

考虑 近似 圆 形 膜 的 横向 本 征 振动 


2 = V&; ul|,-o< %; xz -iero = 0 (6.1.55) 
膜 的 平均 半径 为 1, 而 ef(9) 为 偏差 , 可 视 作 微 扰 且 有 
| re)ae =0 (6.1.56) 
A 
u(r,0,1) = 9p(r,0)expliwt) (6.1.57) 


其 中 wo 为 待 求 的 本 征 振 动 频率 . 代入 式 (6.1.55) 得 
—Vip= wop; olr-o<%; glue =0 (6.1.58) 
作 微 扰 展 开 
P = polr,0) + epi(r,0) + 
w= wot ew t+ (6.1.59) 
代入 式 (6.1.58) 得 po(r,9) 和 pg1(r,0) 满 足 的 方程 及 边界 条 件 
— Vpo(r,0) = wipol(r,0); polrs0)|,-o < ci golr,0)|,. ,=0 
(6.1.60) 
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- Vii(r,0) -uiel(r,9) = 2w0w1 go(r,0) 


r=0 < %; pi(r ,0) 


pi(r,0) -_29o| Fo) (6.1.61) 
r=1 


六 一 | Dr 
式 (6.1.61) 也 可 由 下 法 求 得 , 因 s 和 1, 故 式 (6.1.58) 第 三 式 作 Taylor 展开 
pl1,0) +e9e| 70)=o (6.1.62) 


式 (6.1.59) 代 人 上 式 


99o 
ar 


po(1,0) + ep(1,0)+e “ff(0) + ei.……=0 
r=1 


可 推 得 


9 
po(1,0) = 0; 91(1,0) + 3 


零 级 近似 方程 (6.1.60) 解 容易 求 得 为 
polr,0) = Ja(Qnr) chncosm0 + csinm0) (m= 1,2,.…) 


" f(0)=0 
1 


(6.1.63) 

或 者 用 指数 表示 
Gor,0) = cm (Qar)e™ (m = 0,+1,+2,.…) (6.1.64) 
其 中 0 ,是 mr 阶 Bessel 函数 几 的 第 n 个 零点 : J (0Q,,)=0. 本 征 值 w 的 零 级 近 


似 wo= 0 ， 当 区 隆 0, 对 每 一 个 wo=Q 存 在 两 个 线性 独立 的 本 征 函 数 
Gonn = J (Qnar)cosm0; Pinn = Jm(nnr)sinmb (6.1.65) 
因此 , 当 m >0,0,, 二 度 简 并 , 取 零 级 近似 本 征 函 数 g0, 为 
Pn = amn Porn + Ormngpinn (6. 1.66) 
代入 式 (6.1.61) 得 
一 V ?gi 一 Qnnp1 = 20nt1 Pin 


D 0 
pl =— Pl f(9) (6.1.67) 


用 5 乘 第 一 式 两 边 , 并 在 圆 域内 积分 


1 f2r 
右边 = | | (20 gg ) powrdrdo 
0. 0 


lt 


l ror 
20woi| | [a (Gham)? + binprngen ]rdrdb 


= 2Dwei ram| Th (Qnnr) rdr = DorjJ2(Q Ja ， (6.1.68) 
其 中 已 利用 gy5, 和 gp5, 正 交 性 关系 以 及 Bessel 函数 的 积分 关系 
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" 1 ， 1 2 

| rar 一 方 一 Ja (pr) 十 37(! 一 六 )J Cer) 
当 r=1] 和 J,,(0Q,,)=0 

1 ， 

| Bowr)dr = 二 300) 

0 

另 一 方面 对 左边 积分 
左边 二 一 | 人 5 V 多 idr 02,| ponpidr 
利用 二 维 Green 公式 
e e e gp1 9 pran 
| wo V Yidrt | 9 Vp + | (9 on 1 on jas 

以 及 gm 满足 的 方程 及 边界 条 件 : 一 V pp 一 2 po5， 和 nan 1 - 1 = 0, 我 们 得 到 


、 po 0 Gn 
-| | 


" f(0)dS 
1 


， 2 
= 0Q2 2 (QQ | (acos7ab + bnsinm0) f(0)cosm0d0 
(6.1.69) 
令 
2 27 
a = | f(0)cos: m0d0; B, = | f(0)sinmOcosmOdo 
由 式 (6.1.68) 和 (6.1.69) 得 
(Qndm 十 brnBrm )92 2 (Qn ) 二 QirJ 2 (Qn ) ann 
即 
os 一 人 + pnnp。 = 0 (6.1.70) 
同样 , 以 gi, 乘 (6.1.67) 第 一 式 两 边 且 在 圆 域内 积分 , 可 得 
wiIX 
Qnmnym + bl mw 一 | 二 0 (6.1.71) 
其 中 
ym = | 7(e)cosmbsinmbd9 = 8， 
= | fC0)sin modg = | fc0)ae -ww = a 
Wm 0 0 ni nm 
式 (6.1.70) 和 (6.1.71) 有 和 解 条 件 是 
WIT 
CQm 一 DO， Bn 
=0 (6.1.72) 
wWIT 
Ym Ve By 
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利用 a 、7,、B 和 加 之 间 的 关系 , 可 求 得 wi 的 两 个 根 
Vam + Bn 


of =+ Qn 一 一 一 (6.1.73) 


因此 , 我们 求 得 本 征 振动 频率 的 一 级 近似 解 为 
1 + e Vemt Bn (m 宇 1) 


nT 


+ -一 
Wmn 一 On 


相应 的 零 级 近似 本 征 振动 为 
ut (r,0,1) = pt0(r,0)exp(iwt,t) 
= (atphn + OF gn )expliwtt)(m 之 1) 


如 果 a,, 关 0 或 者 B,, 隆 0， 由 于 微 扰 而 使 简 并 消除 ， 当 mx =0, 如 果 
ao = | fC0)cor modo = | ro)d6 =0 
而 Bo=7Yo= m=0, 式 (6.1.70) 和 (6.1.71) 变 成 
bo» = 0; a0r («0 — wi EE ) =0 (6.1.74) 


故 wi = wogo ,人 =0. 因此 在 一 级 近似 下 , 微 扰 对 m=0 本 征 态 无 影响 . 
例 6.1.4 半径 为 1 的 圆 区 域 由 于 微 扰 变 成 椭圆 


7 1 1 2 
r 一 TO 1 — 2ecos’0 


故 rr 守 1 一 ecos:0;f(0)= -ceos2b0jiao= -x ,因此 m=0 时 , 零 级 本 征 函 数 及 一 级 
近似 本 征 值 为 

pha = aowyjo(Oor) won ~ flon(l - e) (6.1.75) 
当 s>0 时 ,椭圆 大 于 圆 区 域 , 故 本 征 值 变 小 ; 当 e<0 时 , 椭圆 小 于 圆 区 域 , 本 征 
值 变 大 , 这 与 第 四 章 的 结论 是 一 致 的 . 注意 : 本 例 中 


| ro)as 天 0. 


6.2 正则 微 拢 


由 6.1 节 可 看 出 , 本 征 值 问题 微 扰 的 一 个 特点 是 零 级 近似 可 解 ,这 样 的 微 扰 
称 之 为 正则 微 扰 . 正则 微 扰 一 般 不 改变 问题 的 基本 性 质 , 特别 是 方程 的 阶 数 . 但 
是 如 果 小 参数 。 出 现在 方程 的 高 阶 导 数 上 , 定 解 问题 的 性 质 由 于 e 关 0 而 完全 改 
变 , 而 且 这 时 零 级 近似 一 般 是 超 定 的 ,这样 的 微 扰 称 之 为 奇异 微 扰 . 我 们 将 在 6.3 
节 详 细 讨论 之 . 


第 六 章 微 扰 理论 .303 ， 


6.2.1 一 致 有 效 展开 


当 所 考虑 的 问题 定义 在 有 限 区 域 G 内 时 , 一 般 能 得 到 在 G 上 一 致 有 效 展开 ， 
但 如 果 问 题 是 无 界 ( 如 上 >0) 的 , 则 微 扰 展开 往往 只 在 某 一 区 间 才 成 立 . 这 时 在 不 
同 的 区 间 应 有 不 同 的 展开 式 . 我 们 首先 讨论 前 一 种 情形 , 并 以 具体 例子 来 说 
明之 ， 
例 6.2.1 平面 上 单位 圆 内 的 第 一 类 边 值 问题 
Vp + ep = 0， rE€EG; pl,-1=1 (6.2.1) 
其 中 e<<1, 区域 G 为 圆 内 x?*+ 如 <1. 作 微 扰 展 开 


9 = 5 ey, (6.2.2) 
代入 式 (6.2.1) 并 比较 s 的 同 次 赛 ,可 得 po 满足 的 方程 及 边界 条 件 
Vigo =0; gol,-1=1 (6.2.3) 


可 见 零 级 近似 po 满足 Laplace 方程 及 第 一 类 边 值 条 件 , 而 pp, (n 之 1) 满 足 Poisson 
方程 及 第 一 类 边 值 条 件 


Vigs =- pu (>D ml =0 (6.2.4) 
从 式 (6.2.3) 可 解 得 wo(r)= 1. 考虑 一 阶 近似 gi 
Vip1=- go=-1; or =0 (6.2.5) 
在 极 坐 标 内 上 式 变 成 
df do 
Sl(r 半 )=- 六 
积分 两 次 并 利用 (6.2.5) 第 二 式 可 得 
2 
Pp1 = 一 一 (6.2.6) 
因此 近似 到 e?, 式 (6.2.1) 的 解 为 
op = 1+ (二 一) O(e4) (6.2.7) 
而 式 (6.2.1) 的 严格 解 为 
Joler) 
= 人 (6.2.8) 


当 es< 饼 1 时 , 因 r 志 1, 故 sr 饼 1， 上 式 作 展开 
Joler) 1- (er)’/4+ 0O(0s41) 
Jole) 1-e/4+ Ot(e4) 
可 知 只 要 e 世 1, 式 (6.2.7) 是 严格 解 的 一 个 很 好 近似 , 而 且 近 似 解 在 整个 区 域 G 
内 都 成 立 . 


2 1+ (二 一) O(e4) (6.2.9) 
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例 6.2.2 边界 区 域 的 微 扰 . 考虑 G 内 Laplace 方程 的 第 一 类 边 值 问题 
0 + 人 (5 0, (zy)EG (6.2.10) 
z 了 


区 域 为 G: [0<x<i,,er<y<i], 如 
图 6.2.1. 边界 条 件 为 
9| -0 一 pl = 0 
?|-, = 0; ps。 = f(x) 


(6.2.11) 
作 微 扰 展 开 
图 6.2.1 区 域 的 微 扰 9p(z,y) = Ze9o(7Z,3y) 
(6.2.12) 
代入 式 (6.2.10),p,(z,y) 满足 Laplace 方程 
92 a2 
了 + 3 =0 (6.2.13) 


下 面 求 Po 和 Pl 满足 的 边界 条 件 ， 对 po( 工 ,y) 显 然 有 
9o | -六 go -=0 pol yw=0 8-o=7z) (6.2.14) 
为 求 pi 满足 的 边界 条 件 , 把 (6.2.11) 第 二 式 作 展 开 
p(T,Er) ST p(X,0) + ex 


式 (6.2.12) 代 入 上 式 


ap(z;0) 
(了 ) 


go(z,0) + e [pi(z,0) + ze 生生 | + O(e) = £7) 


因此 oli(z,y) 满 足 
pi|z=0= pi| -=0 


9 
-x (6.2.15) 


Pb 0 9 
容易 求 得 零 级 近似 po 为 


= Ar(y 一 / 
po(z,y) = 计 businh| ez 二 人 | sin( ) (6.2.16) 
rh=1 工 工 


加 2 1 和 . {knx 
br = NT sp), fz)sin| 1 


利用 式 (6.2.16), (6.2.15) 第 三 式 变 成 


其 中 


jaz (6.2.17) 
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/2 ( l 
pi(z,y)|,-。= 一 2 Do (E) | sn) (6.2.18) 


Lz I 


于 是 


gi(z,y) = 2 Dsinn| ee 一作 sin( 生 | (6.2.19) 
k=1 I I | 


bi = VY sit on (SE )ax (6.2.20) 
由 于 在 区 间 0<x</ 内 式 (6.2.19) 一 致 收敛 , 故 当 s 一 0 时 , pg 一 go. 因此 上 述 
边界 区 域 的 微 扰 是 稳定 的 . 
例 6.2.3 设 L= 一 V-[p(r)V]+ g(r),Li 是 线性 或 非 线性 算 子 , 但 其 导数 
阶 数 不 超 过 两 阶 , 在 G 内 考虑 边 值 问题 


9 
Lop+eLop= f, rE€EG; (er + 832) sc 


设 工 的 本 征 函 数 系 | gp,} 构 成 完备 的 正 交 归 一 系 , 相应 的 本 征 值 为 4,, 则 工 的 
Green 函数 为 


=0 (6.2.21) 


G(r,r’) = > par 7 (6.2.22) 
这 时 式 (6.2.21) 可 化 成 积分 方程 
plr) = | Grr fr ar —& | coutr)dr (6.2.23) 


如 果 Li 是 非 线 性 算 子 ， 上 式 是 Hammerstein 积分 方程 . 当 e 足够 小 时 , 可 用 和 迭代 
法 求解 ,只 要 Lip 有 较 好 的 性 质 (参看 第 五 章 ), 考虑 简单 情形 Lilp = -g(r)9， 
上 式 变 成 线性 积分 方程 


oCr) = fr) te | etr)Gtrr)p(rdr (6.2.24) 
如 果 e 满足 
lel?. g(r,r)| <1 (6.2.25) 
其 中 lr,r )=g《r )G(r,r ), 用 迭代 法 解 式 (6.2.24) 
g(r) = DD) ep, (r) (6.2.26) 
容易 求 得 ”级 近似 为 
m(r) = fi(r) = | Gtr yr ar (6.2.27) 


pi(r) = | kr ) golr ar 
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Pr (Cr) = | Crsr ) pr er 


由 此 可 见 , 利用 Green 函数 和 积分 方程 理论 能 给 问题 的 讨论 带 来 很 大 的 方便 . 
例 6.2.4 考虑 一 维 边 值 问题 
中 
dz? 
显然 L= -中 [dz? 的 本 征 值 为 4, = 2 ,相应 的 本 征 函 数 为 p,(z) = V2sinnnx， 
故 Green 函数 为 


+ el(sin rz)p = sinrz; pl -o= p11=0 (6.2.28) 


G(x,’) = 2 > Se Se (6.2.29) 
n=1| 
于 是 零 级 近似 解 和 一 级 修正 为 
1 
_ 、 , » / + 1 > 
opo( 工 ) = | cc )sinrz dz = Sn 


1 
oi(Zz) = 一 S| Gdz ,zsinzrz'dz' (6.2.30) 


nT 
利用 G(x,x' ) 的 男 一 表达 式 


1 9 0 三 二 SY 
Glzsz) = | 1 ”人 (6.2.31) 
区 (x 1)， 0 二 x < 过 
则 (6.2.30) 第 二 式 变 成 
I 1 
gp1 = 一 点 | (> 一 D| zsimrz'dz; 十 z| (x 一 Dsinirz’ dx’ | 
nT 工 
1 1 
Fi (* 1)z + ga2(cos2rz ~ 1) (6.2.32) 


因此 式 (6.2.28) 的 近似 解 为 


1. 1 1 
p= 二 sinrz 十 ea 一 工 ) 十 Bi(cos2rz 一 D |+ O(e’) (6.2.33) 


6.2.2 非 一 致 有 效 展开 和 参数 变形 法 
考虑 下 列 混合 问题 , 其 中 se 科 1 可 看 作 微 扰 


2 2 
(FD SD + eu(z,) = 0， zeE(0)， 1€(0,%) 


u |--o= ul:-1=0 (6.2.34) 
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u(x,t) = Do, (zx,1) (6.2.35) 
代入 式 (6.2.34) 得 wo(x,t) 和 ui(x， /满足 的 方程 及 定 解 条 件 


2 2 
qug uo 


= 0， r € (0,1), 上 € (0,%) 


az? Dr 
2 ， 
uo | -=-o= vol- = 0; zxo| -0 = Asn( 空 ] 
9 
-0 (6.2.36) 
9t t=0 
及 
a? oa? 
FF, xE(0D), 1€(0,%) 
al 
wilo= wile 0; wlio=0; 有 | =0 (6.2.37) 
t li=0 


式 (6.2.36) 的 解 为 


uo(x,t) = VIsin( 译 )eos( 旦 | (6.2.38) 
代入 式 (6.2.37) 得 


t 一 
ui(Xx,t) = 网 和 sin Tz sin Do Trdr 


= : VF (sin Fe js (6.2.39) 
因此 近似 到 级, 式 (6.2.34) 的 解 为 
w(x,t) = Ysin 全 (os 于 3 sin Fe + O(e?) (6.2.40) 
显然 只 有 当 et 入 1 时 才 成 立 , 当 经 过 足够 长 的 时 间 1 一 1/e 后 , 第 二 项 将 超过 第 一 
项 . 微 扰 展开 式 (6.2.35) 已 没有 意义 . 因此 ,在 整个 时 轴 上 ， 上 式 不 是 一 致 有 效 
的 展开 , 它 仅 在 :1/e 时 间 内 才 成 立 . 上 式 第 二 项 称 为 久 期 项 . 


为 了 考察 久 期 项 产生 的 原因 , 我 们 来 严格 求解 定 解 问题 式 (6.2.34), 用 分 离 
变数 法 不 难 求 得 严格 解 为 


we (6.2.41) 
当 e 区 (xA)?* 时, 利用 展 式 
于] + 工 一 于 1 十 全 
4 一 (¥) | | 
于 是 式 (6.2.41) 变 成 
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12 . xx 四 2 
u(xz,t) = 了 sin 7 cos 了 1 + 358 t 


= VYs 1 n 下 (co 了 tcos st 一 Sin 
《 工 


又 当 e< 贸 1 时 ， 上 式 近 似 为 


u(r,t) = sn 到 (eos 3 7 lsin | 


即 为 式 (6.2.40). 因此 式 (6.2.40) 仅 仅 是 严格 解 展开 的 第 一 项 , 当 et 一 1 时 , 寡 
级 数 应 取 无 穷 多 项 ,展开 的 每 一 项 u, 都 要 考虑 进去 , 否则 将 出 现 发 散 项 , 即 久 期 
项 . 

当 问 题 涉 及 无 界 区 域 时 ， 久 期 项 的 产生 是 微 扰 展开 的 普遍 现象 , 为 了 仍 能 应 
用 微 扰 法 求解 实际 问题 , 产生 了 消除 久 期 项 的 许多 办 法 , 其 中 最 简单 的 即 是 变形 
参数 法 . 

为 了 说 明 变 形 参数 法 的 基本 思想 , 仍 考虑 上 述 例子 ,分析 严 格 解 式 (6.2.41) 
可 知 , 微 扰 的 作用 实际 上 仅仅 改变 了 频率 , 而 展 式 (6.2.35) 显 然 是 不 恰当 的 . 因 
此 , 我 们 必须 把 频率 w 也 作 e 展开 


w= woll + ew + ew 十 …) (6.2.43) 
显然 上 式 相 当 于 自 变 数 t 作 变 换 , 即 变形 参数 
t= t(1+ ew t+ ew 十) (6.2.44) 


把 u 作 式 (6.2.35) 展 开 的 同时 , 把 参数 : 也 作 变 形 展开 式 (6.2.44) 即 是 变形 参数 
法 的 基本 思想 , 其 中 (wi ,ws,…) 的 选择 可 消去 久 期 项 . 
下 面 利用 变形 参数 法 求解 式 (6.2.34) , 作 展 开 
U(X,t) = MO(Zzyr) + eui(x,T) + 
r= it(1+ ew + elw, + *) (6.2.45) 
代入 式 (6.2.34)， 比较 。 的 同 次 宕 得 
Duo uo -ons 人 (至 us |.-o=0 (6.2.46) 


ar? ar? 


=0; uo 


=0 (6.2.47) 
由 式 (6.2.46) 得 


uo(z,T) = V3sin( 琴 ) cs 至) (6.2.48) 
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代入 式 (6.2.47) 得 ui 满足 的 方程 

92 ui a2vi 2m2 ww 

ar? az2 ( 12 + 1) 
为 了 消去 久 期 项 , 只 要 令 -2wr/L2+1=0 即 可 , 于 是 取 wi = 4/(2rwr). 因 式 
(6.2.47) 中 初 值 和 非 齐 次 项 都 为 零 , 故 u1=0. 于 是 有 解 


u(rz,t) ~ sin 至 cos| 于 (1 十 ecw) |= Ysin cos 5 (1 十 点 中 
上 式 即 为 式 (6.2.42)， 可 见 参数 变形 法 能 给 出 较 好 的 结果 . 下 面 我 们 用 参数 变形 
法 来 分 析 几 个 非 线 性 问题 . 


6.2.3 参数 变形 法 应 用 于 非 线性 振动 和 波动 


考虑 单 摆 的 有 限 振幅 振动 
db(t) 
dz? 


(6.2.49) 


+ wesing(1)=0; 0|,20=a; 0 |,.o=0 (6.2.50) 
其 中 a 之 1。 作 变换 wu(1)= 09(1)/a, 上 式 变 成 


ui(t)+ wieulz) = Ji。 一 二 sinau | 


xj-o=1 wl:o0=0 (6.2.51) 
令 s=o:<1, (6.2.51) 第 一 式 右边 作 Taylor 展开 得 到 
i(t) + wiu(t) = RD De i (6.2.52) 
若 作 通常 的 微 扰 展 开 
u(t) = DE (6.2.53) 
易 得 
u(t) = coswot + € re 十 oso 一 T0304)+ ~ 


出 现 久 期 项 ewotsinwot，, 显然 当 ewot 们 16 时 微 扰 展 开 式 (6.2.53) 失 效 . 
采用 参数 变形 法 ， 作 展开 
u(t) = uo(T) + eui(rt) + eus(r) + 
t=r(l1+ewlt+ew +..) (6.2.54) 
代入 式 (6.2.52), 比较 s 的 同 次 宕 


du 


0 
十 wiauo = = 0 
dr? 


-1， de 
这 二 dr r=0 


uol Tt) 


= 0 (6.2.55) 
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du  , 2 wa 3 
了 + whiu!l 三 一 2w0cwlxo 十 640 
ui(t)|,.0= 0; a = 0 (6.2.56) 
显然 式 (6.2.55) 的 解 为 wo(z)= coswor， 代 入 式 (6.2.56) 得 
4 + aaa = | 训 ~ 201 jeosoor + 让 wicos3wr (6.2.57) 
ui 的 久 期 项 来 源 于 上 式 右边 第 一 项 ， 如果 取 wi =1/16, 则 久 期 项 消失 . 于 是 
ui(Tt) = 1 (cosw0r — cos3wor) 
因此 在 一 级 近似 下 , 式 (6.2.51) 的 解 为 
u(r) = coswor + 195(coswor - cos3wor) + O(e?) (6.2.58) 


其 中 
wor = wo (1 + ew1) lj a wo(l - ew)t = wt 
即 振动 的 频率 为 a 守 wo(1 一 e716), 而 周期 T 守 To(1+e/A16). 由 此 可 见 , 非 线性 
项 的 效应 为 : (1) 出 现 高 次 谐 波 ; (2) 改变 振动 的 周期 , 而 且 周 期 与 初始 振幅 有 
关 . 一 般 , 我 们 总 是 强调 第 一 点 , 而 忽略 了 第 二 点 . 
参数 变形 法 同样 可 应 用 于 非 线性 波动 问题 . 考虑 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 
初 值 问题 


g2u 2 924 


一 Su 2，_ nm 3 
EE 7 372 十 C 1 Bu 
u |，-o= ecoskz; zi | 0 =0 (6.2.59) 
其 中 s 和 1l, - ceo<z<c, 令 xx=eso, 则 上 式 变 成 
am an 2 ;3 
5 
中 | , -0= coskr; vl|,.o=0 (6.2.60) 
因 e* <1, 作 微 扰 展 开 
v(x,t) = del"v, (x,t) (6.2.61) 
n=0 


具体 计算 表明 ,wi 项 将 产生 久 期 项 , 故 需 作 参 数 变 形 展开 
v 一 yezo (zs); z 一 i(1 + elwl+*) (6.2.62) 
代入 式 (6.2.60) 得 
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9vog 


vo|, _o= coskr; 到 | ， = 0 (6.2.63) 
dz 92w 2 
5 一 了 + Cov = Bod — 2 5 
9 
vilio=0; | =0 (6.2.64) 
9r tr™=0 
由 式 (6.2.63) 解 得 vo(x ,Tt)==coskxcoswotr， 其 中 wa = 72&2+c2， 代 入 上 式 得 
9? 9 
5 一 入 3 + c2w1 = Beos’skxcos wor + 2w1wbcoskrcoswor (6.2.65) 
利用 公式 4cos*kx = 3cos&z + cos3Az ， 上 式 变 成 
gv pi 9 
村 — 7? 了 + cml = 168 十 2 Jeoskrcoswor + fe (3cos3krcoswor 
+ 3coskrcos3wor + cos3kr cos3wor) (6.2.66) 
为 消去 久 期 项 , 由 上 式 右边 第 一 项 得 到 wi = -9BA(32wi), 于 是 上 式 的 解 为 
vi(r,T) = Da 一 COs3 wot )coskx 十 [1 osor 
— cosAr)+ T2830sr 一 cos3wor) | cos3kr (6.2.67) 
c 
其 中 7=9y? 巡 +c?. 因此 式 (6.2.59) 的 近似 解 为 
u(r,rt) A ecoskrcoswor + ervI(x,T) (6.2.68) 


其 中 wort=woll ~ 9e’B/(32wi) jtwt, ww 为 振动 基 频 
2 
w = ve- 了 | (6.2.69) 
wo 
由 上 二 式 可 知 , 非 线 性 项 Bu 的 效应 是 : (1) 产生 谐 波 ; (2) 振动 频率 w 与 振幅 
有 关 , 这 是 非 线 性 振动 和 波动 的 普遍 现象 . 
例 6.2.5 求 非 线 性 Klein-Gordon 方程 的 周期 性 驻 波 解 , 即 求解 下 列 问 题 


du _ 29u ,2 3 
372 7 F377 + cu = eu’, rxE€E (0,rn) (6.2.70) 
u(z,t)| -oo= u(r,t) [x; u(rt+ T)= u(xz,t) 


其 中 el1 ,T=2x/w, 全 和 w 分 别 为 待 求 周 期 和 频率 . 利用 参数 变形 展开 


au 二 & (zyzr) + eu (rr) + eu (x ,tT) 十 
0 1 2 


t=w(e)t=(wot ew te wt.) (6.2.71) 
代入 式 (6.2.70) 可 得 递 推 方程 
2 2 
wo 0 2 -0 (6.2.72) 


ar? 一 dr? 
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a2 a2u 927 
2 1 2 一 “0 3 
gr 一 六 5 一 过 + c? Ui =—2 wowil 9 + uo (6.2.73) 


以 及 定 解 条 件 
u(xsr) -or wzyr)| = 0; 
wzr+2r) = u(r,r) (6.2.74) 
其 中 i=0,1,2,… ,容易 求 得 零 级 近似 的 周期 驻 波 解 为 


， yim?2+ ce? 


Uo(ZT) = annsinmrcosnrt; w0 = -一 (6.2.75) 
n 
其 中 mx ,n=1,2,…, 代入 式 (6.2.73) 得 
92u ,O21 
az 了 一 7 了 + cu =2wo0win amsinmrcosnr 
+ adsin’ mrcos nr (6.2.76) 


为 了 消去 ui 的 久 期 项 , 应 取 wi = -9a%,/(32won*), 于 是 得 到 一 级 近似 解 为 


u(X,t) SS annsinmrcosnwt + lee (6.2.77) 
一 一 3 sinmzeos3 nwt 一 —— sin3mzrsinnwt 
32(y*m? + c2) 了 ? 
频率 为 


w = wot+ ew + O(e?) A oo: 一 


由 上 式 可 知 , 振动 频率 与 振幅 ac2%, 有 关 ， 

变形 参数 法 是 解决 微 扰 展开 出 现 久 期 项 的 最 简单 方法 , 在 一 定 条 件 下 , 它 也 
可 能 失效 , 例如 当 上 式 y?m? + cs DO(s) 时 ，ewl 和 wo 同一 数量 级 , 因此 必须 考 
虑 w,,w3,…， 这 时 展开 式 (6.2.71) 已 无 实际 意义 . 解决 这 个 问题 的 方法 是 6.2.4 
小 节 介 绍 的 多 尺度 展开 法 . 


6.2.4 多 尺度 展开 法 


参数 变形 法 假定 系统 的 运动 只 有 一 个 时 标 , 微 扰 的 作用 改变 了 系统 时 标 . 本 
节 的 问题 是 , 如 果 微 扰 的 作用 增加 了 系统 运动 的 时 标 , 应 该 如 何 作 微 扰 展 开 ? 首 
先 看 简单 的 例子 


dy dy,, - 
tedrty=-0, t>0 


y(0) = 0; y (0)=1 (6.2.79) 
作 微 扰 展开 
| y(t) = yo(t) + eyi(t) + (6.2.80) 
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可 以 得 到 


y(t) sin(t) - Fetsin(t) (6.2.81) 


可 见 这 一 展开 出 现 了 久 期 项 . 事实 上 , 式 (6.2.79) 的 严格 解 为 


1 1 . 2 
y(t) = 二 | Fe)sin( J (6.2.82) 


可 见 微 扰 的 作用 不 仅 改 变 了 系统 的 振动 频率 和 振幅 , 而 且 出 现 了 一 项 缓 变 项 , 即 
增加 了 一 个 新 的 缓 变 时 标 . 为 了 描述 这 二 个 时 标 ,， 引进 新 的 变量 


tl 二 了 工 ; zt2 二 et (6.2.83) 
利用 求 导 法 则 
d dil! 9 dt， 9 _ 9 2 9 
df di a dt dt a ® 9¢ (6.2.84) 


代入 式 (6.2.79) 


(次 +2e 2- + ee = 0 2 
OO. er + el 
923 21 了 y+ el € 了 jy+y (6.2.85) 


jo /yy _ 
y|, ,=0 0; (这 :+ “六 -0 1 (6.2.86) 
后 作 微 扰 展开 
y(t) = yoltist2) + eyi(tist2) + (6.2.87) 
代 人 式 (6.2.85) 得 
9? 2a En 9 ,9 
( 寺 + 2e" Ft 所)oo+ e+ +e( 入 + 元 
(yo + eyrt+°)+ (yo +t eyt+*…)=0 (6.2.88) 
因此 零 阶 方程 和 初始 条 件 为 
9 yo 9 yo 
3 + y= 0 y|, -0=0; 下 | ,=1 (6.2.89) 


与 式 (6.2.49) 类 似 , 久 期 项 是 因为 在 一 阶 近 似 方程 中 出 现 2ee32y]9tiat 而 引起 
的 ,现在 可 能 抵消 这 项 的 只 有 e3yo/3t,， 于 是 只 能 选择 a=1. 因此 一 阶 近似 方程 
和 初始 条 件 为 


“Yl _2 ayo 90 
EP “ati9t 9f) 
9y1 9yo 
yi|, -20 = 0; 二 一 = 一 (6.2.90) 
llr =1,=0 9t1 2,0 9t» -ec0 


式 (6.2.89) 的 通 解 和 初始 条 件 为 


yo(t1,t2) 二 ao(t2)sin(z1) + bolt2)cos(z1) 
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ao(0) = 1; po(0) = 0 (6.2.91) 
代入 式 (6.2.90) 
92 db d 
于 + yi = (2 a 十 bo jsin( 21) 一 (2 十 a Jeos(11) (6.2.92) 
为 了 消除 久 期 项 ,选择 
dpo dav 
2g, + t= 0; 2a+eao=0 (6.2.93) 
利用 式 (6.2.91) 中 的 初始 条 件 得 
bolt,) = 0; ao(t,) 二 exp|(- | (6.2.94) 
因此 , 微 扰 解 为 
yD) ~ exp(- Bet sin( 1) (6.2.95) 


与 严格 解 式 (6.2.82) 比 较 可 知 , 零 阶 近似 已 给 出 比较 好 的 结 : 

以 上 例子 看 出 , 尽管 多 尺度 展开 法 把 常 微分 方程 化 成 了 更 复杂 的 偏 微 分 方 
程 , 但 能 给 出 比较 好 的 微 扰 解 . 多 尺度 展开 法 可 与 参数 变形 法 结合 , 如 上 例子 中 
作 变 换 


1 = L(1+esol+ezaoy + …); 1 = et (6.2.96) 
可 得 更 好 的 微 扰 结果 . 此 外 ,时 标的 选择 是 多 种 多 样 的 ,例如 可 取 非 线性 时 标 变 换 
ti = f(t,e); ft = et; 13 = eft (6.2.97) 


例 6.2.6 考虑 弹 得 的 老化 ,振动 方程 和 初始 条 件 为 


2 
9 +(et)y = 0， :>0 


y(0) = ai y (0)= 6 (6.2.98) 
弹簧 的 老化 是 缓 变 过 程 ，s 是 小 量 ,x (et ) 随时 间 缓 慢 变化 . 作 非 线性 时 标 变 换 
ti 三 f(t,e); ty 二 Et (6.2.99) 


f(z ,e) 必 须 满足 : (1) 非 负 且 是 t 的 增 函 数 ; (2) ti 是 快 时 标 ,，i, 是 慢 时 标 ， 即 
当 e 一 0,et 安 f(t1,e) ; (3) f(z,e) 是 光滑 函数 . 根据 微分 法 


dd_9f 9 9 
-a 十 上 5 (6.2.100) 


人 
dt? 
代入 式 (6.2.98) 
2 9 .9 9? 9 
凡人 5 + ko(et)y = 0 (6.2.102) 
1 


当 x(et )= ko 与 时 间 无 关 时 , 快 时 标 表示 振动 , 即 与 =F(te)=xot， 因 此 当 


2 了 9 ef 2 2 (6.2.101) 
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是 时 间 的 函数 时 , 取 疡 =e(et)， 即 


f= | «Cer)de (6.2.103) 
0 
作 微 扰 展 开 
y(t) = yo(iyti)+Eeyi(iiyta) + (6.2.104) 
代入 式 (6.2.102) 得 到 零 阶 近似 
了 2 
(0) 220 = 6b (6.2.105) 
“ az 1 = =0 四 
上 式 的 通 解 和 初始 条 件 为 
yofii) = ao(ia)sin(i) + bolt2)cos(i1) 
ao(0) = b/x(0), pb0(0) = a (6.2.106) 
一 阶 近 似 为 
2 Oy 加 9 yo ,9yo0 
攻 tj at19t2 "94 
= 一 (aok + 2xra’p)cos(t1) + (bor’ + 2xb 0)sin(t)) (6.2.107) 
为 了 消除 久 期 项 , 令 aok +2xa w= 二 0; pokc +2xb'o=0, 即 
= pop) = 6.2.108 
ao(t2) /a o(t) er (6 ) 


其 中 ae 和 Bo 是 常数 . 因此 零 阶 近 似 解 为 


-二 有 [sn(|licleodr poeos(| eer)dr]] (6.2.109) 


由 式 (6.2.98) 中 初始 条 件 得 到 Bo=a we(0) 和 ao=6/vx(0). 
下 面 介绍 用 多 尺度 展开 法 讨论 非 线 性 波动 方程 ,注意 与 上 节 参 数 变形 法 的 区 
别 . 考虑 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 行 波 


2 
二 rE(-%,%0) (6.2.110) 
其 中 s 包 1,- co<xz<oco. 如 果 e=0, 可 用 Fourier 积分 法 求 上 式 的 传播 问题 
u(x,t) = | ACk)expli( kz — wt) Idk + | Blk)expli(kxr + of)] dk 


y(t) 


(6.2.111) 
其 中 w 与 & 的 关系 w= V1+& 称 为 色散 关系 .考虑 简单 的 行 波 uo(kr - wr)， 如 
果 作 微 扰 展开 


u(x,t) = uo(kr — wt) + eui(x,t) + 
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代入 式 (6.2.110), 计算 表明 一 阶 项 wi(z,i) 出 现 久 期 项 . 因此 ,上 述 展 开 不 恰 
当 . 作 多 时 标 展开 ,三 个 时 标 分 别 为 6= kr 一 wt,z2= ex 和 t= et, 式 (6.2.110) 
变 成 


2 9 9 
[2 (ht) + Ole) Jututen =0 (6.2.112) 
2 2 


a0’ 9t>190 
作 微 扰 展 开 
u(x,t) = uo(0, xr2,t2) + eui(0, x2,12) + … (6.2.113) 
代入 式 (6.2.112) 得 到 零 阶 近似 为 
du 
因此 
ug = A(zx2,t2)cos[0 + g(x,t) | (6.2.115) 
其 中 函数 A(x;,t;) 和 q(xzs,zt2) 的 选择 由 高 阶 近似 给 出 . 一 阶 近似 为 
9 9 9 \au 9 . 
Ey 十 21 =2( B72 十 ww 55) - us 二 一 2 人 到: 3 十 ww Asin(O + gp) 


9 9 
-于 hacos3(9 + 9) - 2| (4 + wo aE + 言 A2]Acos(8 + 9) 


(6.2.116) 
为 了 消除 现 久 期 项 , 令 
3 a 3 3 3 
(30+ e356)A 0 
(6.2.117) 
利用 特征 坐标 解 上 述 一 阶 偏 微分 方程 ,， 令 
r 一 wr 十 kt,; 3 三 CO2 一 kit, (6.2.118) 
式 (6.2.117) 变 成 
9A _ 0. a9 __ 3 
ar = 0; To (6.2.119) 
即 
A= A(;s); 9 = 一 Te r+ po(s) (6.2.120) 
因此 零 阶 近似 解 为 
u ~ A(wr2 - kt2)cos| 0 — 16 EE ra + kta) + Pol wr2 - kt2) 
(6.2.121) 
假定 初始 条 件 为 


u(x,0) = acos(Ar) 和 w(x,0) = awsin(Rz) (6.2.122) 
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用 三 个 时 标 0 ,zz2 和 2 表示 ,上 式 变 为 


u(0,7x2;0) = acosg， 0 F210) =- using (6.2.123) 
因此 A(owzz)= ac 和 go(wzzy)=3A?x2/16. 最 后 , 可 以 得 到 零 阶 近似 解 为 
u(x,t) = acos| kr - [+ 比 (6.2.124) 
波 传 播 的 相 速 度 为 
vp = (1 + 3 ) (6.2.125) 


可 见 , 由 于 非 线性 , 相 速 度 增 加 且 增 加 量 与 波 的 振幅 平方 成 正比 . 
我 们 将 在 第 八 章 进一步 讨论 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 非 微 扰 解 . 


6.3 奇异 微 扰 及 边界 层 理论 


6.2 节 已 指出 ， 当 小 参数 e 出 现在 方程 的 高 阶 导 数 上 时 , 零 级 近似 方程 的 类 
型 及 阶 数 都 要 变化 . 因此 不 可 能 同时 满足 给 定 的 初始 条 件 或 边界 条 件 . 一 般 来 
说 , 这 是 由 于 方程 的 解 在 边界 或 初 值 处 变化 十 分 剧烈 ， 而 通常 的 微 扰 展开 是 无 法 
表示 这 种 现象 而 产生 的 . 解决 这 个 问题 的 方法 即 是 本 节 要 介绍 的 边界 层 理论 . 


6.3.1 边界 层 理论 的 基本 思想 


为 了 阐明 边界 层 理论 的 基本 思想 , 首先 讨论 一 个 简单 但 可 严格 求解 的 边 值 问 
题 . 考 虚 二 阶 常 微分 方程 的 边 值 问题 (其 中 e<<1) 


2 
cd9+ce+p=-0， ze(0,1) 


dzr2 dx 
pr) 0= ai p(xz)|i1=B . (6.3.1) 
对 p(x ) 作 通常 的 微 扰 展 开 : 
p(x) = po(Z) + ep1(z) + (6.3.2) 
代入 式 (6.3.1) 得 到 po(z) 和 pi(z) 满 足 的 方程 及 边界 条 件 
d 
+po=0; po( zx) |=0= a; 9po(Z)| ,i = Bp (6.3.3) 
及 
d ad 
2 + 91 = Ts pi(x) k=0= 0; pi(r)|,_. =0 (6.3.4) 


由 上 二 式 可 见 ,po(z) 和 pi(x) 满 足 一 阶 方程 , 但 定 解 条 件 有 两 个 . 因此 , 它们 是 
超 定 的 , 一 般 来 说 po(z) 和 pi(z) 的 解 不 存在 (除非 a 与 8 满足 一 定 的 关系 ). 为 
了 使 Po(z) 和 pi:(z) 有 解 , 应 抛弃 掉 一 个 边界 条 件 (意义 见 后 )， 如 果 要 求 po(z) 
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满足 po(z)| -0=0, 则 得 左 解 go(x) 三 g(x) 

Phx) = aexp(— x) (6.3.5) 
反之 , 如 要 求 满足 po(x)|,_,= B68, 则 得 右 解 go(x) 二 9b(x) 

po(x) = Bexp(l ~ x) (6.3.6) 


问题 是 哪 一 个 解 有 意义 ? 下 面 的 讨论 表明 应 取 满 足 po 
入 式 (6.3.4), 取 满 足 p1(7x)|,-| 二 0 的 解 gi(x) 


-1=B 的 解 p6. 把 上 式 代 


pi(r) = B(1 — x)exp(l ~- x) (6.3.7) 
于 是 我 们 得 到 式 (6.3.1) 的 一 个 近似 解 
p(X) Bexp(l ~ zx) + eB(l - rx)exp(l - x)+…: (6.3.8) 


显然 上 式 在 x=0 点 不 满足 条 件 g(x)|,-0=a. 因此 , 至 少 在 zx =0 点 附近 ， 上 式 
不 是 式 (6.3.1) 的 一 个 很 好 的 近似 解 . 为 了 进一步 考察 式 (6.3.8) 的 意义 , 我 们 来 
求 式 (6.3.1) 的 精确 解 . 式 (6.3.1) 的 通 解 为 


9(7) = Aexp(7: +) + Bexp(7 2) (6.3.9) 
其 中 7 = (一 1+ Ml-4e)/2e, 当 ee 一 0 时 ,wy: 有 近似 式 
1+ = 一 1 一 e， 7 =1 -二 (6.3.10) 
利用 边界 条 件 可 求 得 常数 A 和 8B 
A ~ Be; Ba— pe (6.3.11) 
国 此 ,i el 时, 式 (6.3.1) 的 解 为 
FL) ~ Bexp(l — x) + (a ~ Be)exp(- E+x| (6.3.12) 
0 时， 二 式 近 似 为 
p(t) As Bexp(l 一 工 )， e—0 (6.3.13) 
显然 二 式 即 是 满 是 右边 界 条 件 的 零 级 近似 . 但 是 当 xz 接近 边界 点 之 =0, 即 工 一 
3 ， om 时 , 式 (6.3.12) 第 二 项 已 不 能 略 去 
2 | p(x) ~ exp(- 主 ) 


| 近似 角 
De 1 


显然 , 上 式 与 式 (6.3.5) 存 在 本 质 的 区 
别 . 由 此 可 见 , 通常 的 微 扰 展开 式 
(6.3.2) 在 边界 点 x =0 是 不 合适 的 , 比 
较 式 (6.3.12) 和 (6.3.8)， 如 图 6.3. 1， 
本 | 式 (6.3.8) 仅 在 x =0 附近 Az ~e 的 簿 
-0.01 0.2+4 (49 0 0.99 屋内 与 严格 解 式 (6.3.12) 相 差 其 大 ， 而 
图 6.3.1 近似 解 和 产 格 解 比较 在 此 区 域 以 外 , 仍 是 一 个 很 好 的 近似 . 

a OR lO.e 0.01 由 于 p(x ) 要 满足 边界 条 件 gpg(x)|,-6。= 
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a，, 在 Azr~e 区 域 变化 十 分 剧烈 ,由 式 (6.3.12) 也 可 看 出 这 点 . 

当 z 一 0 时 ，g 依赖 于 “ 快 尺度 ”变量 £= z/e, 称 这 种 通常 的 微 扰 展开 不 成 立 
的 区 域 为 边界 层 . 如 何 寻 求 边界 内 的 微 扰 展 开 即 是 边界 层 理论 的 目的 . 由 上 讨论 
可 知 , 在 z=0 附近 ,必须 按 “ 快 尺度 "变量 5= x /e 作 展 开 , 变换 &= zx/e 的 意义 
很 明显 , 由 于 e< 冬 1,zves 相当 于 把 坐标 拉 伸 ， 从 而 改变 x =0 处 解 变 化 的 剧烈 程 
度 . 因此 , 在 z=0 附 近 作 展开 


9p(€) = po(E) + spl(E) 十 … (6.3.14) 
上 式 代 入 式 (6.3.1) 可 得 go(&) 和 gp1(&) 满 足 的 方程 
+ 加 =0; 0 + a =— po (6.3.15) 
因 在 x =0 附近 展开 , 故 只 有 一 个 边界 条 件 可 供 使 用 
po(E) le20= ai 91(6)| .= 0 (6.3.16) 
上 二 式 的 解 为 
po(e) = a + [exp(- £)- 1]6o (6.3.17) 


Pp1(é€) =— (a — bo)E€ + boéexp(— £) + biLexp(— €) -1] (6.3.18) 
上 二 式 中 仍 有 二 个 常数 待定 , 问题 是 如 何 决 定常 数 bo。 和 51. 为 了 讨论 的 方便 , 用 
gr"( 工 ) 表 示 由 通常 的 微 扰 展 式 (6.3.2) 得 到 的 解 式 (6.3.8) 
p(x) = Bexp(l — x)+ eB(1 ~ x)exp(1l — zr) + (6.3.19) 
2 (z) 仅 在 边界 层 以 外 成 立 , 故 称 gr (zz ) 为 外 部 解 ; 用 g(&) 表 示 边 界 层 内 的 展 式 
(6.3.14) 
9'(£) =at+ [exp(- £) ~ 1]bo tel- (a — 60)é 
+ boéexp(— §€)+ biLexp(— €) — 1]1+… (6.3.20) 
gi(&) 在 边界 层 内 成 立 , 故 称 为 内 部 解 . 因此 我 们 得 到 了 在 不 同 区 域内 成 立 的 二 
个 展 式 g(xz) 和 g'(&). 为 了 使 wm(z) 和 gi(#§) 能 表达 整个 区 域 [0,1] 上 的 解 , 希 
望 w"(z) 和 gi(&) 成 立 区 域 能 相互 交 夫 , 否则 在 g(xz) 和 gi(&) 不 交迫 的 区 域 , 解 
仍 未 知 . 下 面 考察 式 (6.3.19) 和 (6.3.20) 能 否 交 选 以 及 相互 交 迁 的 条 件 . 为 此 把 
gr( 工 ) 用 “内 变数 "来 表达 


gp'(eé) = Bexp(l -= sé£) + eB(1 ~ eé)exp(l1 — ec) (6.3.21) 
上 式 中 & 保持 不 变 , 而 作 es 展开 后 得 到 的 式 子 用 [ gr(eé&)]' 表示 
[9g°(e€)]’: 2 Bet+ eBe(l - €) (6.3.22) 


男 一 方面 把 w (6) 用 "外 变数 "z 来 表示 


gp'(r/e) =a— bot boexp( - 三 外 e[— 0 十 biexp( - 三 | 


(a-60) E+ bo Eexp(-E)]+ (6:3.23) 
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用 [yg'(x Ae)]" 表示 上 式 中 z 保持 不 变 ,， 而 作 e 一 0 展开 后 得 到 的 式 子 


[yi(zr/e)] oa- bote(-b)- (a bo)z (6.3.24) 
2"(z) 和 wz(6) 相 互 交 和 迭 的 条 件 是 


[pe(e6)】 = [PCzve)]? (6.3.25) 
于 是 有 : 

Be(l ~ x)+ Bee = (a~ bo)(1l - x) ~ ble 
比较 e 的 同 次 寡 应 有 上 = 一 peipo=a- Be, 代入 式 (6.3.20) 得 


a+(-atpe)[1-exp(-E)]| (6.3.26) 


9' (x)= 


+e 


-pe 过 +(a- po) 过 exp( -过 )+pe[1-exp( -过 
=pe(1-z)+(e-pe)(Lrz)jexp( -EE)+tepe[l-exp( -EE) + 

3 ， 在 z=0 处, 显然 g'(x) 满 足 边 界 条 件 

g'(0) =a. 如 图 6.3.2, 比较 上 式 与 严格 

解 式 (6.3.12) 可 知 ，g' (xz) 确 是 在 x=0 

附近 的 一 个 很 好 的 近似 解 , 但 在 zx=! 

附近 则 相差 甚 远 . 

上 述 决定 内 部 解 的 方法 称 为 渐 近 匹 
配 法 ， 其 基本 思想 是 : 内 部 解 w (6) 依 
0 | “外 变量 ”x 作 展 开 (s 一 0) 得 到 的 渐 近 式 

-001 0.24 0.49 0.74 099 ( gi)* 应 等 于 外 部 解 g(x ) 依 “内 部 变 
量 ”"x/e =€ 作 展开 (e->0) 得 到 的 渐 近 式 
图 6.3.2 内 部 解 和 严格 解 比较 ( gr)i. 
“A 00 本 例 中 已 知道 x = 0 处 是 边界 层 ， 
而 内 部 变量 《= zx/e，, 在 一 般 问题 中 并 没有 这 些 先 验 知识 . 因此 在 实际 问题 中 可 
利用 物理 条 件 首先 判断 边界 层 在 何 处 , 也 可 尝试 找 出 边界 层 , 其 方法 是 ; 

(1) 假定 某 一 个 边界 是 边界 层 , 则 作 内 部 变量 变换 6= se ?zi 

(2) 选择 恰当 的 v, 使 w (6) 与 w"(z) 能 渐 近 匹配 ,如 果 gi(&) 与 g*(z) 能 匹 
配 , 则 这 个 边界 是 边界 层 , 否则 一 定 在 男 一 个 边界 处 ; 

(3) 进行 步骤 (1) 和 (2) 的 同时 ， 也 求 得 了 zw (8) 与 gr(x), 并 且 gi(&) 与 
9 (z) 在 中 间 某 一 区 域 是 交 迭 的 , 故 相当 于 求 得 整个 区 域内 的 近似 解 . 

因 在 实际 计算 中 ,并 不 确切 知道 wm (&) 与 g (zz ) 交 选 的 区 域 , 故 分 段 表示 
2p(Z) 比 较 麻 烦 , 通常 用 gp (&) 和 yr (xz) 的 组 合 来 表示 整个 区 域 上 的 近似 解 (>z) 
G7) = pr) +t op(€) - [yg (eé)] = g(r)+ pi(€)- [ezve)]? 
(6.3.27) 
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92(z) 称 为 复合 解 .wo (z) 在 边界 层 与 g'(&) 一 致 , 而 在 外 部 与 g* (x ) 一 致 . 这 是 
容易 证 明 的 : 在 边界 层 区 域 
(g°)’ = (9) + (gp')’'— wr ) 
因 (g')'= 9';[ (gg) J]'= i, 故 (gr)'= gi. 而 在 外 部 区 域 
多 9 =(g9)° + (gp) — [(p)° 
= + (GG) (Gg)= gp 
因此 ,我 们 得 到 式 (6.3.1) 近 似 到 ， 
O(e) 级 的 复合 解 ,5 


g(r) = (a -po)G+ x)exp|- E) 2 


+ Bexp(1 ~- x) + O(e) 15 
比较 上 式 与 式 (6.3.12)， 如 图 6. 3. 3， 
92f(z) 确 是 一 个 在 整个 区 域内 都 较 好 的 近 
似 解 . 下 面 举 几 个 例子 说 明 用 渐 近 匹配 法 


求 奇 异 微 扰 问题 的 近似 解 . oi 024 0.49 0.74 5 
6.3.2 二 阶 线性 方程 的 边 值 问题 图 6.3 3 复合 解 与 严格 解 的 
利用 渐 近 匹配 法 求 变 系数 二 阶 线性 方 比较 ,二 者 基本 一 样 
程 的 下 列 边 值 问题 的 微 扰 解 
EG+ pi(z) d+ po(z)g = 0， rE (0,1) (6.3.28) 
p(x)| -=-o= ai ep(z)| -= B (6.3.29) 


其 中 0<e<1,pi(z) 在 [0,1] 内 不 变 号 , pi1(x)>0 或 者 p(xz)<0. 首先 分 析 何 处 
是 边界 层 , 假定 边界 层 发 生 在 x=0 处 ,引进 内 变量 


E 二 ee "I 或 者 x = er (wv > 0) (6.3.30) 
代入 式 (6.3.28) 得 内 部 解 ne 
el "+ erpi (et) dP +plet)p = 0 (6.3.31) 
当 s 一 0 时 pi(e”*&) 一 p1(0) 和 lee) hl0), 于 是 上 式 变 成 
e120 和 + e-"p1(0) de E+ pl0)p =0 (6.3.32) 
如 取 v=1 
3 有 + (0) 所 =0 (6.3.33) 
上 式 的 通 解 为 


9 (€) = ao + boexp[— p1(0)é] (6.3.34) 


，322 ， 数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


由 内 部 解 满足 的 边界 条 件 gi(&)|。-o。=a 得 ao=a- bo . 
or(6) = a + bolexp[— p1(0)é]-1| (6.3.35) 
当 p1(0)<0 时 , 如 取 e 一 0,exp[ - p1(0)&] 指 数 发 散 ， 因此 边界 层 不 可 能 在 x = 
0 处 ; 当 p1(0)>0, 如 取 e 一 0, exp[ ~ p1(0)&] 指数 衰减 , 边界 层 有 可 能 在 x=0 
处 ; 当 p1(0)=0 时 , 式 (6.3.33) 的 解 应 该 为 
p'(€£)=a+boé 

同样 有 wm (6) 一 + co(e 一 0) ,此 时 边界 层 仍然 有 可 能 在 zx=0 处 , 但 v 的 取 值 不 恰 
当 , 将 在 下 面 的 具体 例子 中 讨论 . 下 面 设 加 (z)>0. 为 求 常数 86， 展开 外 部 解 
2"(z) 成 

gz) = Gr)+ epi(x) + (6.3.36) 
代入 式 (6.3.28) 得 到 零 级 近似 OO 


pi(z) 由 “+ po(z) py =0 (6.3.37) 


因 pi(x)>0, 边界 层 在 x =0 处 ， 站 96 (xz) 满 足 右 边界 条 件 , 于 是 近似 到 O(e) 
级 外 部 解 为 


g(x) ~ Bexp | por Ear | (6.3.38) 
渐 近 匹配 过 程 如 下 : 
(1) gr (xz) 用 内 部 变量 £= zx/e 表示 
P(e€) S pexp| _ pots de | (6.3.39) 
保持 内 部 变量 不 变 , 对 小 参数 s 作 展 开 并 取 首 项 
[op(es)] :~ pep| | bot Ede | (6.3.40) 
(2) p'(&) 用 外 部 变量 x 表示 
pi(x/e ) ~ a bo+ boexp| - p1(0) 三 | (6.3.41) 
保持 x 不 变 , 对 小 参数 s 作 展 开 并 取 首 项 
[9'(x/e )] "Sa-bo (6.3.42) 
(3) 由 渐 近 匹配 条 件 得 
1 po(t) 
bo = a -pexp , ber dr | 


因此 零 级 近似 内 部 解 为 
1 
Pp'(€) =pexp| | 
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,pop|| br | 


o pi(r) 
在 [0,1] 内 均 成 立 的 复合 解 为 


十 exp[- pi1(0)é&]+ O(e) (6.3.43) 


orz) =pexp|| eof | 
seo er] lee ne #000 
(6.3.44) 
例 6.3.1 考虑 下 列 边 值 问题 
de+zde_ zp=0, zr € (0,1) (6.3.45) 
dx? dx 
p(x)|,0= ai p|. -1= 有 (6.3.46) 


因 p1(0)=0, 故 式 (6.3.38) 不 适合 . 仍 设 边界 层 在 x=0 处 (因为 p(x) 之 0) 且 作 
外 部 展开 


g(r) = gor) + epi(xr) + (6.3.47) 
代入 式 (6.3.45) 得 
z rg 0 (6.3.48) 
上 式 满足 右边 界 条 件 的 解 为 
Poh(x) = pexp(z — 1) (6.3.49) 
因此 均 级 近似 gr(x) 为 
po(z)= Pexp(x - 1) + O(e) (6.3.50) 
另 一 方面 , 考虑 边界 层 内 部 解 , 作 内 部 变量 变换 
££=e "或 + = er€ (v > 0) (6.3.51) 
代入 式 (6.3.45) 得 
od ， 
el ty =0 (6.3.52) 
这 时 应 取 w=1/2, 否则 不 可 能 与 外 部 解 匹配 , 于 是 上 式 变 成 
dp i dg 四 
5 有 + 和 =0 (6.3.53) 
上 式 满 足 左边 界 的 解 为 
pg'(€) = aof exp( - jdr +a (6.3.54) 
其 中 ao 为 常数 ,由 外 部 解 g(x) 和 内 部 解 pi(&) 的 匹配 求 得 . 
渐 近 匹配 过 程 如 下 : 


(1) 外 部 解 g"(xz) 用 内 部 变量 表示 


' 324 . ”数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


g" (Veé) 2 Bexp(x ~ 1) = Bexp(Ves — 1) (6.3.55) 
保持 内 部 变量 £ 不 变 , 对 小 参数 s 作 展 开 
[gr (Yee)] = Be !l(l + Veé +.) ~ pe'!; (6.3.56) 


(2) 内 部 解 g'(&) 用 外 部 变量 表示 
pi(x/ Ve) 人 z os 人 - jar +a 


保持 外 部 变量 z 不 变 , 作 展 开 


[yi(z/Ve)] ”= ao] (~ )ar 十 人” ~ ao/ 至 + a; 
(3) 由 渐 近 匹配 条 件 得 


因此 
ao = A (pe - a) (6.3.57) 
于 是 式 (6.3.45) 和 (6.3.46) 的 复合 解 为 


p(xr) = Bexp(x —-1)+at \ (per 一 | exp(- dr -pe 
(6.3.58) 
上 例假 定 p1.(z) 在 (0,1) 内 无 零点 , 当 pi(z) 在 (0,1) 内 存在 零点 时 , 零点 附 
近 可 能 形成 边界 层 , 其 意义 是 解 在 pi(z) 的 零点 附近 变化 剧烈 ,不 能 用 通常 的 微 
扰 展 开 来 求 近似 解 . 
例 6.3.2 考虑 边 值 问题 


2 
a+ [> 加 远 一 (> 一 去 )y =0, xzE€(0,1) (6.3.59) 


p(xz)| -0= ai p(x)| ,1 = 8 (6.3.60) 
这 时 pi(z)= (zx 一 1/2): 当 xz<1/2,pi(zx)<0; 当 zxz>1/2, pi(x)>0. 不 难 表明 
在 z=1/2 处 存在 边界 层 . 作 外 部 展开 


p(X) = pr) + epI(x) + 和 (6.3.61) 
代入 式 (6.3.59) 得 
(型 -(z- 寺 w=0 (6.3.62) 


当 z 关 1/2 时 , 上 式 的 解 为 
. po(x) = coexp(z) (6.3.63) 
因此 有 分 段 表 示 的 外 部 解 
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g(rz) = Bexp( 工 一 1) + …， >1/2 (6.3.64) 
2 人 (z) 满 足 右边 界 条 件 ， 以 及 
P(X) = aexp(Z) 十 …， rr<1/ (6.3.65) 
or(z) 满 足 左 边界 条 件 . 在 边界 层 x = 1/2 处 作 内 部 变量 变换 
6 = 三 -全 或 者 x = 村 +ee (>0) (6.3.66) 
代入 式 (6.3.59) 可 知 应 取 v=1/2, 于 是 内 部 解 满 足 
2 
4 人 + -0 (6.3.67) 
上 式 的 一 般 解 是 
_ 上 并 2 
PE) = 00 十 oj exp( - dr (6.3.68) 
渐 近 匹配 过 程 如 下 : 
(1) z=172 右边 外 部 解 gr (xz) 用 内 变量 表示 
gr (Vet + 1/2) 之 Be Vee-12 = A(1 + Veé + *)/Ye 
于 是 
[get +1/12)] = B/ Ye; (6.3.69) 
(2) z=1/2 右边 内 部 解 g'(&) 用 外 变量 x 表示 
; (x-1/2) /Ye 了 2 
or[(z - 112)/ Ye]= bo+ al exp(- 瑟 )dr 
= bo+ ao] ,exp (- §)ar + 
于 是 
{plz 172)/ ve])"= bo 二 oo /到 
(3) 由 x=1/2 右边 渐 近 匹配 条 件 得 
bo 十 oo/ 到 = B/Ye (6.3.70) 


(4) zx=172 左边 内 部 解 pg'(&) 用 外 变量 xz 表示 
， (-1/2+x)/Ye r2 
pg [|(-112+ zx)/Ve]= bo + oo], exp[ -于 Jar 


注意 :在 x=1/2 的 左边 《<0 


T 


p'[(-1/2+ 7r)/Ve]= bot a exp(- jdr+ . 


一 bo 一 | exp| - §)dr 十 
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于 是 


[gg[(-1/2+ zx)/Ve]) = bo- oo 到; 
(5) 由 x=1/2 左边 渐 近 匹配 条 件 得 


bo — aoA/ 王 一 a we 


从 (6.3.70) 和 (6.3.71) 二 式 可 解 得 
4/8, ,vel. __1l1/8. 
bo = $+ 6]; oo -大 全 “| 
这 时 不 可 能 得 到 [0,1] 上 统一 的 复合 解 , 复合 解 只 能 分 段 表 示 
在 [0,1/2] 内 gi=g?+ gi 一 [9?]', 即 


Gi(zT) = aexp( 工 ) + 3 + a 


在 [1/2,1] 内 ,p= g++ pi Tp] 


p(x) = pexp(z — 1)+ 让 (二 十 a ) 


十 记 佐 一 “站 exp| - §)ar -有 + 


在 边界 层 , 显然 有 gi(1/2)= pi(172). 
6.3.3 非 线性 微 扰 引起 的 边界 层 


考虑 下 列 非 线 性 边 值 问题 
do, 2dp de2 _ 
2 + dr tep r= 0 zx E€ (0,%) 


p(z)| -= 0; p(z)|: -= =1 

e 出 现在 非 线性 项 上 ， 而 不 是 出 现在 二 阶 导数 , 作 通 常 的 微 扰 展开 
VB(Z) = po(zx) + egpi(r) + 

代入 式 (6.3.74) 并 比较 e 的 同 次 寡 得 


dpo ，2 dgo 
dz? TX dz 


= 0; po(x)| -= 0; po(z)|- -=1 
以 及 


(6.3.71) 


(6.3.72) 


(6.3.73) 


(6.3.74) 


(6.3.75) 


(6.3.76) 


(6.3.77) 
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pl(z)|: -= 0; pi(x)|,.。=0 (6.3.78) 
用 二 乘 (6.3.77) 第 一 式 两 边 可 得 


(=0 


dr\™ dz 
因此 (6.3.77) 第 一 式 的 通 解 为 
po(Xx) = 一 an 十 + bo 
又 由 式 (6.3.77) 中 的 边界 条 件 得 bo。 = 1 和 ao = 1, 故 零 级 近似 解 为 
po(x)=1-— 二 (6.3.79) 
下 面 考虑 一 级 近似 pg1(z), 把 上 式 代 入 (6.3.78) 第 一 式 
i + 2 9 =- 二 + 训 (6.3.80) 
两 边 乘 x? 得 
人 二] 
于 是 式 (6.3.80) 的 通 解 为 
pi(x) = 于 jinz 一 (+e) 六 + 6 (6.3.81) 
由 (6.3.78) 第 二 式 得 61= al+1 
pi(z) = (1+ jr to (1 -去 ) (6.3.82) 


但 是 z 一 co 时 ,pli(z) 一 -Inz . 故 pi 不 可 能 满足 无 穷 远 处 边界 条 件 . 在 无 穷 远 
处 , 通常 的 微 扰 展 开 式 (6.3.76) 不 合适 , 它 只 适合 于 z 较 小 的 区 域 . 于 是 在 
z= co 处 存在 “边界 层 ". 由 式 (6.3.79) 和 (6.3. 82)， 外 部 解 w"(z ) 为 


p(x) = (= 二 je[- (I+ jn + bi ( -= 外 O(e2?) 


(6.3.83) 
为 了 考察 xz = ce 处 解 的 特性 , 这 时 应 采用 内 变量 
e = ex, v>0 (6.3.84) 
上 式 的 作用 是 坐标 压缩 ,， 故 称 为 “压缩 ”变换 ,代入 式 (6.3.74) 
E27 dp 2e2? dg’ 十 也 :dp 
+ (6.3.85 ) 
这 时 应 取 v=1, 于 是 内 部 解 满足 方程 
dp 2d9 ,yidpg _0 (6.3.86) 


de + Ede t+? dé 
作 展 开 
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9'(E) = 00(E) + egi(é) + (6.3.87) 
为 了 使 展开 式 简 单 化, 先 利用 匹配 条 件 

[goler)]° = [oo(é/e)] 
由 式 (6. 3.83), [gp8($/e)]'=1-e/§=1( 当 & 不 变 而 e 习 0 时 ). 因此 要 求 
[po(ex)] "=1, 于 是 我 们 寻求 下 列 形式 的 内 部 解 


9p(E)=1+ ep(é)+ (6.3.88) 
代 人 式 (6.3.86) 得 

dg 2 dp1 

de 十 (和 十 1 等 = 0 (6.3.89) 
上 式 可 写成 形式 

dg 
要 (ee ae )= 0 (6.3.90) 

于 是 可 求 得 


we = cl| PF ar + a 


利用 gi(xz) 满 足 的 边界 条 件 W|。_。=0 得 di 二 0. 因此 近似 到 O(e?), 内 部 解 
g'(&) 为 
9'(§) = 1-ae]. PF Tar + Oe?) (6.3.91) 
渐 近 匹配 条 件 过 程 如 下 : 
(1) 外 部 解 式 (6.3.83) 用 内 变量 6= ex 表示 
0 1_E _ EE € _E 
w(6/e) =1 -上 +e| (1+ Ejn(E)+ ol £)] 
当 s 一 0 上 式 近 似 为 


[gl(é/e)]’ = 1 -+ elne ~ elné + eb = 1-e( 训 +Iné -Ine bi ) 
(6.3.92) 
(2) 内 部 解 式 (6.3.91) 用 外 变量 x = &€/e 表示 


gler)=1-cel) Sp dr + Ole? ) 


注意 :上 式 积分 下 限 不 能 简单 地 取 ce 一 0, 因为 边界 层 在 zx 一 ce 处 ,ez 仍然 是 
有 限 大 小 . 利用 积分 
| exp(— Dg _ SP z) | ” 
ex 2 


T 


oo 


本 ep gr 可 =- [se z) 


+ exp( 一 =)nr| 


€r 


-| exp(— t)lnrtdr = PC + exp(— ex)lnex + O(elne) 
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于 是 有 
w(sr)1- sc 人 二 + Inez )+ …,( 当 ee 一 0) 
即 
[gi(ez)]o =1- c+ec(l -Inr- lne) (6.3.93) 
(3) 由 渐 近 匹配 条 件 得 


1- 上 -elnz + ebi =1- ctei(l- lr- Ine) (6.3.94) 


比较 es 的 同 次 寡 , 应 有 
cl 二 1; b!=1- lne 
因此 在 一 级 近似 下 ,外 部 解 和 内 部 解 分 别 为 
g(rx)=1- I 十 | - (4 十 去 jmz + (1 一 ne) (1 一 二 外 Ole’) 
(6.3.95) 
9'(€)=1-e | pF Tar + (6.3.96) 


yz) =1- 二 +e[- 11+ 二 jor + -Ine) (1 -十 )] 


二 1 一 ej exp zydr 一 [fi 一 去 )+ e(l— Inz - lne) |+ » 
er T 


gr(z)=1-e| Fae- £1+ In(E)]+ oe) 


(6.3.97) 
6.3.4 高 维 边 值 问题 的 边界 层 
边界 层 理论 同样 适合 于 偏 微 分 方程 ,考虑 下 列 边 值 问题 
(+) tr =0, (zy)eG (6.3.98) 


u(xzsy) ls0= fx); u(x,y)|i-o0 = g(y) 
， xz(z,y) |,=1= h(z) (6.3.99) 
G 为 半 无 穷 带 状 区 域 [0< xz< oo ,0<y< 1],0<s<1, 如 图 6.3.4, 5 为 常数 ,并 
假定 lim f(x) = 0; limh(z)=0 
要 求解 满足 无 穷 远 处 条 件 
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lim u(x,y)=0 


首先 作 通 常 的 微 扰 展开 
1 
u(r,y) = 2 un (x,y)e" 
(6.3.100) 
0 代入 式 (6.3.98), 比 较 同 次 别 得 
0 十 6 =0 (6.3.101) 
图 6.3.4 G 为 带 状 区 域 < > 
Qu 9 un OZ2u, Du 
ER 人 5 + 3) (n 之 1) (6.3.102) 
xo(Zz,y) 满 足 边 界 条 件 
zxo(zy) | =o= f(x); uo(z,y)| ,1 = h(xz) 
uo(x,y) |,-0= g(y) (6.3.103) 
而 u(x ,y)(n 之 1) 满 足 齐 次 边界 条 件 . 式 (6.3.101) 的 通 解 为 
uo(z,y) = F(y— br) (6.3.104) 


其 中 F(z) 是 任意 蚂 数 ,上 式 代 和 人 式 (6.3.102) 可 得 
(1 + 02) 
ui(z,y) = Fi(y ~- bx)— | 


(zy) 也 可 写成 形式 
u(x,y) = Gi(y— br)— (1l+ 06)zxF(y- br) (6.3.106) 
其 中 Fi(z) 和 G1(z) 都 是 任意 函数 . 显然 vo(z,y) 与 ui(z,y) 不 可 能 同时 满足 
边界 条 件 , 因此 存在 边界 层 . 但 我 们 仍 不知 边 界 层 发 生 在 三 个 边界 的 哪 一 个 , 需 
逐个 进行 讨论 . 
首先 ,考虑 y=0 和 y=/ 二 条 边界 , 分 别 作 内 变量 变换 
y= ey, (在 y= 0 处 ); yy-- 江 = en, (在 y= /处 ) (6.3.107) 
于 是 内 部 解 w(x,7) 三 g(x,y)( 在 y=0 或 y=1 附近 ) 满 足 


|yF'ly -br) (6.3.105) 


Pg ag eID Fg 
3 + ted te =0 (6.3.108) 
内 部 解 作 展 开 
GTN) = por +epi(z 7y) + (6.3.109) 
代入 式 (6.3.108) 得 go(z,7) 满 足 的 方程 
op 990 
5 +037 0 (6.3.110) 


上 式 的 通 解 为 
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pb(z,7) = a(x) + B(x)exp(— 67) (6.3.111) 
其 中 a(z) 和 B(x) 为 任意 函数 . 下 面 分 三 种 情况 讨论 ; 
(1) 5>0, 把 式 (6.3.107) 代 人 上 式 
Wi(z, 人 ) = a(z)+ B(xz)exp[ -6 他人 |，( 在 y= /附近 ) 
(6.3.112) 
如 令 s 一 0, 因 (y- 1)<0,5>0, 第 二 项 指数 发 散 , 不 可 能 与 外 部 解 匹 配 ， 于 是 边 
界 层 只 能 发 生 在 y=0 处 , 在 y=0 处 
po(zx,7) = (zx) + B(x)exp( ~ 6) (6.3.113) 
因 646>0, 当 e 一 0 时 指数 趋向 零 ， 有 可 能 与 外 部 解 匹配 . 
(2) 65<0, 由 上 讨论 知 , 边界 层 只 能 发 生 在 y= / 处 ,内 部 解 的 零 级 近似 为 


pb(z,7) = a(zr) + B(x)exp( ~ bn); 1 = D0 (6.3.114) 
(3) b=0, 式 (6.3.110) 的 解 为 
oo(z,7) = a(xr) + P(r)y (6.3.115) 
令 s 一 0,， 第 二 项 发 散 而 不 可 能 与 外 部 解 匹配 . 事实 上 , 这 时 应 取 内 部 变量 为 
> = vey 或 y?- 1/ = Yen 
内 部 解 满足 方程 


32 gr ag’ a gi 可 
+t (6.3.116) 


显然 pg (x,y) 的 零 级 近似 满足 
PP - 0 (6.3.117) 
可 望 与 外 部 解严 配 , 事实 上 , 这 时 y=0 和 y= / 都 是 边界 层 ( 见 下 讨论 ). 


其 次 ,来 考察 x = 0 边界 , 令 内 部 变量 & = z/e, 由 式 (6.3.98) 得 内 部 解 
u'(€,y) 三 YW (&,y)( 在 x=0 附 近 ) 满 足 的 方程 


oY av awi vi 
je: Be tb ay te ay 二 0 (6.3.118) 
相应 的 零 级 近似 炎 )(&,y) 满 足 
22 i av: 
+ 0 (6.3.119) 
因此 有 解 
Vo(€,y) = 7Y(y) + 6(y)exp(— é£) (6.3.120) 


当 取 e 一 0 时 ,0(&,y) 指 数 衰 减 ， 有 可 能 与 外 部 解 匹 配 , 因此 x =0 处 是 一 个 边 
界 层 . 
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由 以 上 讨论 可 以 得 到 结论 : (1) 当 5>0,zxz=0 和 y=0 是 边界 层 ; (2) 当 6b< 
0, X=0 和 y=/ 是 边界 层 ; (3) 当 5=0,zx=0 、y=0 和 y= 都 是 边界 层 .下面 
分 别 进行 讨论 : 
(1) 5>0, 由 上 讨论 知 , x =0 和 y=0 处 是 边界 层 , 因此 要 求 式 (6.3.101) 中 
ao(z,y) 满 足 y= /处 边界 条 件 (现在 是 外 部 解 , 故 增加 上 标 ) 
| us(z,y) | ,1 = h(x) 
于 是 决定 出 式 (6.3.104) 中 的 函数 


ud (zx,y) =h|z wD] (6.3.121) 
而 边界 层 内 部 解 式 (6.3.113) 满 足 y=0 处 边界 条 件 g(x ,7) =o= f(x). 因此 
a(zr) + B(x) = f(z) (6.3.,122) 


决定 a(x) 和 B(x) 的 另 一 个 方程 由 匹配 条 件 求 得 
[u(x,e7)] ”= hi > - 人] 


3 4 (x 十 二 + Ole) 
e—0 b 


[oorsy/e)]" = alz) + Br)exp(-6 加 = lz)+ Oe) 


由 渐 近 匹配 条 件 
[us(z,en)] = [po(r,y/e)]® 


得 
c(z) = (十 让 和 (6.3.123) 
代入 式 (6.3.122) 得 
B(xz) = f(x)-h(z+ 启 ) (6.3.124) 


于 是 由 式 (6.3.113) 得 >=0 处 的 内 部 解 
90(z，7) = h(x 十 六 + [f(z) 一 hz 十 志 j exp( 一 by) 


(6.3.125) 
对 x=0 处 边界 层 , (6,y) 满 足 W(8,y) |s-o=8(y), 于 是 由 式 
(6.3.120) 
7y(y) + 8(y) = g(y) (6.3.126) 
利用 x =0 处 的 匹配 条 件 [ub(eé,y)] '= [Yo(xr/e,y)]° 


Eee 


[Yo(zve,y)] "= 7y(y) + 3(y)exp( - 三 )| 二 7(y) 
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得 到 
y(y) = “二 (6.3.127) 
代入 式 (6.3.126) 得 
| 58(y) = g(y) — n[(2] 
因此 , 在 x=0 处 的 内 部 解 为 
vos,y) =4 [5 ] 


+ | 一 n[ 3 了 1 


exp( ~ €) (6.3.128) 
于 是 得 到 复合 解 
Ee El exp( — 67) 
+ lo -4[ 生 || exp( 一 有 ) (6.3.129) 


不 难 验证 , 在 x=0 附近 ,上 式 变 成 式 (6.3.128), 而 在 y=0 附 近 上 式 变 成 式 
(6.3.125). 

(2) 6<0, 讨论 同 5>0 相仿 . 

(3) 5=0, 这 时 式 (6.3.104) 变 成 


u(x,y) = F(y) (6.3.130) 
因 在 y=0 和 /处 ,，F(0) 和 下 (7) 为 常数 , 故 不 可 能 满足 边界 条 件 
uo(x sy)| ys0= f(z); uo(z,y)| ,= h(x) 
如 取 uo 满足 uo(z,y)|,-。 =g(y) 边 界 条 件 , 则 下 (y) = g(y), 于 是 
uolx,y) = g(y) (6.3.13D) 


但 我 们 要 求 当 z 一 co 时 wo(x,y)=0, 上 式 一 般 不 可 能 满足 . 因此 , 综 上 所 述 ， 
有 选 下 (y)=0. 这 时 外 部 解 的 零 级 近似 为 零 , 即 “ox, y)=0, 并 且 必须 同时 考虑 
三 个 边界 层 x =0,y=0 和 7. 

(a) 在 z=0 处 ,由 (6.3.120) 


Vo(é,y) = g(y)exp(— é€); E= rx/e (6.3.132) 
(b) 在 y=0 和 /处 ，m(z,7) 满 足 式 (6.3.117) 
po og -1/ 
3 ar 0 1 芷 或 下 (6.3.133) 


以 及 边界 条 件 
po(z,7)137=o= FCz)， (y= 0); go(x,7)| oo = h(x), (y= /7) 
(6.3.134) 
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容易 求 得 式 (6.3.133) 和 (6.3.134) 的 解 为 


i -7 全 J = 

po(x,7) = 志 | eo[- | Ss 7= 下 
(6.3.135) 

让 h(o) _y-1/ 

i ree re 
(6.3.136) 


求 得 上 二 式 , 已 利用 了 无 穷 远 处 边界 条 件 Pb(z,7) 一 0(z 一 co 时 ). 由 式 (6.3. 
132)、(6.3.135) 和 (6.3.,136) 得 复合 解 


2 ~ 
y 一 y f(o) 
(z， 四 E)+ 4x a ,pt | 
(y- 0) Cy-) 1] ho) 
2 2 全 exp [- | i (6.3.137) 


需要 指出 的 是 ， 当 区 域 G 比较 复杂 时 ,边界 层 可 能 发 生 在 边界 的 某 一 段 . 进 
一 步 的 讨论 见 有 关 参 考 书 . 


6.4 WKB 近似 和 应 用 


本 节 讨 论 含 大 参数 1 的 方程 , 因 4 一 时, 如 令 e=1/4, 则 e 一 0, 故 6.1 一 
6.3 节 的 理论 和 方法 仍 能 应 用 . 但 我 们 采用 其 他 方法 来 研究 * 一 > 时 解 的 特性 ， 
特别 是 本 征 值 问 题 中 4, 一 % 的 行为 , 主要 方法 是 WKB 近似 和 Liouville-Green 变 
换 . 最 后 介绍 利用 WKB 近似 方法 讨论 非 均 匀 波 导 中 波 的 传播 特性 . 


6.4.1 WKB 近似 
考虑 合 大 参数 4 的 二 阶 线性 常 微 分 方程 
ds 
如 果 作 通常 的 微 扰 展开 


9 = 0 (6.4.1) 


9 = > (x) wz) (6.4.2) 
零 级 近似 满足 方程 q(x) po(z+)=0, 故 只 能 给 出 平凡 解 go(x)=0. 为 了 寻求 适 
当 的 展开 式 ， 试 考虑 特殊 情况 : gq, (z) = 常数 ,gq, 三 0 . 这 时 式 (6.4.1) 可 严格 求 
解 ， 其 通 解 为 
G(X) = clexp(iA Yq17) + ciexp(— i Vgq1x), (gi! > 0) (6.4.3) 
或 者 
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p(X) = ciexp(A V- qz) +ciexp(- 4 VY- dz)， (gi < 0) 


(6.4.4) 
由 上 二 式 可 知 , 4 出 现在 p(xz) 的 指数 上 . 因此 求 式 (6.4.1) 下 列 形式 的 解 
9 = exp[ AG (x ,4)] (6.4.5) 
代 人 式 (6.4.1) 得 G(xz ,4) 满 足 的 方程 
2 2 
(时 + git+ 计 人 + 十 92 =0 (6.4.6) 
对 G(x ,4) 作 通常 的 微 扰 展 开 
G(x,A) = Go(z) + 人 Gil(z) + (6.4.7) 
代入 式 (6.4.6), 比较 4 的 同 次 寡 可 得 
2 dG dGo dG 
( 竺 :| +q=0; a +2 a a =0 (6.4.8) 
于 是 可 求 得 
+ | Vqi(x)dx, 如 果 gi(x)>0 
Go(z) 二 
+| VM gr)drz， 如 果 dGz)<0 
Gi(z) =-hn Ge (6.4.9) 


因此 近似 到 O(1 一 ) , 式 (6.4.6) 的 解 为 

G(x,A) =+ | Vqi(r)dzr — 十 [ln VEi+lnyogzyj+ oO) 如 果 g1>0 
或 者 

G(x ,A) =-+| VV qr)dz -六 [in VE +my=ogz]j+o(-2) 如 果 q <0 
上 二 式 代 入 式 (6.4.5), 得 式 (6.4.1) 的 近似 解 

res ER | Va(z)dz |， gi > 0 (6.4.10) 
上 式 是 式 (6.4.1) 的 两 个 线性 独立 解 , 因而 通 解 可 写成 


p(x) 福 


p(r) ~ i Cl1 cos| | Vaitz)dz |+ czsin| 4 | Vatz)dz | 
(6.4.11) 
当 qi<0 通 解 为 
p(x) ~ 大 cl exp| 2 | Vaz)dz |+ C2 exp| - A | /= qtzdz || 


(6.4.12) 
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显然 在 gi(z) 的 零点 附近 式 (6.4.11) 或 (6.4.12) 不 成 立 , 这 样 的 点 称 为 转折 点 ， 
在 转折 点 附近 存在 边界 层 . 同 6.3 节 一 样 , 转折 点 附近 的 解 称 为 内 部 解 w (> )， 
而 远离 转折 点 的 解 称 为 外 部 解 gr (x), 式 (6.4.11) 或 (6.4.12) 即 为 外 部 解 的 分 段 
表达 式 . 式 (6.4.1) 的 近似 解 式 (6.4.11) 或 (6.4.12) 称 为 WKB (Wentzel-Kramer- 


Brillourin) 近 似 . 
下 面 用 WKB 近似 来 求解 本 征 值 问 题 
2 
9 + A2gi(xz)g = 0， rE€ (0,1) 
p|:.-o= $1:-1=0 (6.4.13) 


设 在 [0,1] 内 gi:(x)>0, 对 大 本 征 值 2 


rn ~ eicos[2 | Votadz |+ casin|2 [Vatadz|| 
(6.4.14) 
利用 式 (6.4.13) 中 边界 条 件 得 到 cl =0 以 及 
cla(D] sin| 2 | aresdr]- 0 (6.4.15) 
因 c, 半 0, 本 征 值 满足 
A GZ = nx, (n = 1,2,…) (6.4.16) 
上 式 可 写成 
limX, = nx [| Vaiar] ， (6.4.17) 
如 果 边 界 条 件 换 成 


P (zx) |,-0= 0; g(x)|,-1=0 
同样 可 得 


limA, = (n+ 172)« | | Vadr| 


(n = 0,1,2,…) (6.4.18) 
例 6.4.1 gi(x)=(1+x)?, 式 (6.4.16) 给 出 


A, nn fa + r)dr | = EE 


上 式 与 数值 计算 求 得 的 严格 解 相 比 ( 见 表 6. 4.1), 当 n= 1 时 ,相对 误差 为 
1.65%, 而 当 n =7 时 , 相对 误差 只 有 0.04%, 可 见 已 是 一 个 很 好 的 近似 . 
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表 6,4.1 WKB 近似 与 精确 解 (数值 计算 ) 比 较 


n 1 2 3 4 5 6 7 
| 

二 
、 2.0944 4.1888 6.2832 8.3776 10.4720 12.5664 14.6608 
近似 解 

A 

2.0604 4.1686 6.2691 8.3668 10.4632 12.5590 14.6545 

精确 解 
误差 

(%) 1.65 0.49 0.23 0.13 0.08 0.06 0.04 


6.4.2 ”Liouville-Green 变换 
对 标准 形式 的 Sturm-Liouville 本 征 值 问题 
-2 |p(z) $e]+ q(x)9 = Mo(z)p， zE(0,/) (6.4.19) 


d d 
(ep -P| 0 0 (20+) =0 (6.4.20) 


当 4 很 大 时 , g(x) 的 渐 近 表达 式 以 及 本 征 值 4, 的 行为 如 何 ? 为 此 利用 Liouville- 
Green 变换 


p = f(r)w(z); z= g(rx) (6.4.21) 
上 式 相 当 于 同时 对 式 (6.4.19) 作 自 变量 和 隆 数 变换 . 我 们 希望 选择 恰当 的 函数 
f(xz) 和 g(x) 使 式 (6.4.19) 变 成 简单 的 形式 
vw(z) 
dz? 
于 是 当 4 一 时 ,Aw(z) 污 (xz)w(z), 可 求 得 上 式 的 近似 解 
w(z) = A cosViz + B sinvAz 
a 4.21) 代 入 式 (6.4.19) 得 
, [2f (x)g Cx) plz) + g (zr)f(zr)p(x)+g (x)f(r)p (x)] i 
dz? [g (zx)] p(xr)f(z) 
+ Lp(z)f ZJ 二 (rz)flr) gx) + hp(z)f(z)] w=0 
[g (xz)] 2p(z)f(z) 
对 照 上 式 与 式 (6.4.22), f(z) 和 g(z) 应 该 满足 
2f'(r)g (rx)p(r) + g(r)f(r)p(zr) + g(r)f(r)p (rx)=0 
(6.4.23) 


+ Aw(z) = V(z)w(z) (6.4.22) 


p(x)f(r) _ 
[g (zx)] f(r)p(zr) 
由 式 (6.4.23) 和 (6.4.24) 得 


in[ PPg'(z)p(z)]= Inci s(z) = | VEydr (6.4.25) 


(6.4.24) 
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取 c=1 则 扩 =1AYVplz)p(z), 于 是 如 果 取 f(x) 和 g(x) 为 


= 一 一 z) = Cd 6.4.26 
AD = yo 7) = | + (6.4.26) 


式 (6.4.19) 化 成 式 (6.4.22), 其 中 更 (z) 为 


1 I) , _ 
更 (z) = ry es )fF (rx)+p (rf(r) - q(x)]| ,gs) 


(6.4.27) 
因此 当 4 一 % 时 , 式 (6.4.19) 的 近似 解 为 


p(xr)= re 4 cos[ Vag (x) ]+ B sin[Vag(z)|]| (6.4.28) 


由 上 式 ,要求 p(x)/p(z)>0, 如 果 p(x)/p(z)<0, 则 式 (6.4.24) 应 为 


p(x)f(z) _ 
[g(r)] ?f(x)p(zr) 


于 是 f(x) 和 g(x) 应 取 为 


71)=— 1  . ~ [ /_ 20) 4 
f( ) protr) g(r) | p(t) rT (6. .29) 
同时， 式 (6.4.22) 变 成 


de) _ (2) = Vi(z)wt(z) (6.4.30) 
近似 解 为 
w(z) ~ C exp(— ViAz) + D exp(Viz) (6.4.31) 


在 正则 Sturm-Liouville 问题 中 p(x)>0 和 p(x)>0, 因此 只 要 考虑 式 (6.4.28) 即 
可 . 
为 了 简单 ， 取 式 (6.4.20) 中 cl =a,=1,B1= B=0, 因此 式 (6.4.28) 中 A= 
0, 而 本 征 值 \, 满足 
VANE(L) = nn, (7 一 co) 
”严格 地 ， 上 式 应 写成 


2 
lim (Se )= g2(71) (6.4.32) 
如 果 边 界 条 件 是 pg (zx) |.- 广 0 和 p(z)|,-,=0, 可 得 
mn (n+ 二 ) 
lim n= g2(7) (6.4.33) 


与 式 (6.4.32) 相 应 人 


pn(T) (6.4.34) 


， | nx ( )] 
A g(l)8 立 
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其 中 B 由 归 一 化 条 件 决定 . 
例 6.4.2 考虑 zE [1,2] 上 Bessel 方程 的 本 征 值 问 题 
2 
-二 4 )+ 9 = zyi 9p |. -1= op =0 (6.4.35) 
在 区 间 [1,2] 内 p(x)=x>0,p(x)=x>0 故 上 述 结果 可 用 . 由 式 (6.4.32) 


22_ 1PHa 1 
lim As 了 | pr)d” ze 
相应 的 本 征 函数 为 
p(t) ~ -sin[nr(z -1)] (6.4.36) 


其 中 B 为 归 一 化 常数 . 
当 p(xz) 或 p(x ) 存 在 零点 (转折 点 ) 时 , 在 转折 点 附近 式 (6.4.28) 已 不 成 立 ， 
需 用 边界 层 理 论 来 处 理 , 下 面 用 具体 例子 来 说 明之 . 


6.4.3 具有 转折 点 的 本 征 值 问题 
考虑 具体 例子 
dg + -xz2)9 = 0; Pp lz0= gli-1~0 (6.4.37) 
其 中 4 为 本 征 值 , p(x)=1,p(x)= (1 xz?*). 由 WKB 近似 求 得 


p(xr) ~ ym [A cos(2 | v1— Ade )+ B sin (2 | V1-— rdr | 
(6.4.38) 
因 边界 点 x = 1 是 转折 点 ,上 式 是 外 部 解 ， 只 能 满足 x =0 处 边界 条 件 , 故 A 二 0. 


于 是 得 外 部 解 


pr) msin2 [WA mdr ) (6.4.39) 
在 x=1 点 附近 , 作 内 变量 变换 
§ = (1-2z)X (6.4.40) 
代 人 式 (6.4.37) 得 内 部 解 满足 的 方程 
+ 20 eg =0 (6.4.41) 


得 到 上 式 , 已 利用 关系 1 一 x?= (1 一 x)(1+x) 守 2(1-zx) (在 zl 附近 ). 分 三 
种 情况 讨论 : 
(1) (2-3v)<0, 取 1 一 co, 式 (6.4.41) 变 成 


dg _ 1 
dé? 
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于 是 y' = co+ cli6,， 显 然 不 可 能 与 外 部 解 式 (6.4.39) 匹 配 ; 
(2) (2-3v)>0, 取 ) 一 co, 式 (6.4.41) 变 成 gi(x)=0; 
(3) (2-3v)=0, 即 w=2/3, 这 时 式 (6.4.41) 变 成 


2 1 
全 29 =0 (6.4.42) 


上 式 的 解 具有 较 复 杂 的 形式 ,可 望 能 与 外 部 解 式 (6.4.39) 匹 配 . 因此 取 v=2/3. 
令 ==2146， 上 式 变 成 


2 
9 多 zt+sp =0 (6.4.43) 
之 
作 函 数 变 换 pi = Vzz 得 
2 1 d 1 
9 了 +) (6.4.44) 


进一步 令 7 = (2/3)z?2， 上 式 变 成 173 阶 Bessel 方程 


dao 1 dz _1\ - 

re fa sn)? =0 (6.4.45) 
通 解 为 

zz7) = cis(y) + cf _13(7) (6.4.46) 


回 到 原来 的 变量 , 式 (6.4.42) 的 通 解 为 
p(£) = Vs [ea (see)+ oa (S72)| (6.4.47) 
内 部 解 应 满足 边界 条 件 yi | .-1=0 亦 即 久 |e-o=0, 因 
Jia(0) = 0， cE1 a (S82)~ 6, 
故 应 取 cs, 二 0, 于 是 式 (6.4.47) 变 成 
2:(E) = ci VEJual(2 光 en| (6.4.48) 


内 部 解 和 外 部 解 中 尚 有 二 个 待定 常数 c; 和 B, 它们 由 归 一 化 条 件 和 浙 近 匹配 条 
件 决定 . 下 面 我 们 匹配 式 (6.4.39) 和 (6.4.48), 求 出 B 和 ci 的 关系 以 及 本 征 值 
A: 


(1) 外 部 解 gr (zz) 用 内 变量 £= (1 一 x)4*“ 表示 


2253 


B (站 Vi- rdr| (6.4.49) 


保持 不 变 , 作 近似 4 一 oo 


273 


I- 1 1 
| vie = 4a] viedr -a 3 Vl + 7)(l- rdr 
一 名 
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1-& 7 
1 


/3 
~ +vaa | VI dr = 于 2a 


于 是 
ois BM® . /x 2 
(092 ) ~ jin in (2 -2); (6.4.50) 
(2) 内 部 解 pg'(&) 用 变量 zx=1- 总 ““” 作 外 部 展开 ,并 作 近 似 一 co 得 
ONi A v2 1 2 V2 Sx 1 
(2?) ~ |(7 志 “(2e? -等 ); (6.4.51) 


(3) 匹配 条 件 (g')’= (gp')? 


Ba! . 1 2 _ 万 -4 1 > 5 
I - 训 
上 式 恒 成 立 条 件 是 
广 + nr -有 A=- (n = 1,2, ) 
因此 本 征 值 M, 的 近似 解 为 
4 = 4(” + 下 (n= 1,2,…) 


(6.4.52) 


(6.4.53) 


上 式 与 数值 计算 求 得 的 严格 解 相 比 ( 见 表 6.4.2), 即使 n = 1,， 相对 误差 也 只 有 


0.152% ,而 当 n=6 时 , 相对 误差 只 有 0.002%, 可 见 是 一 个 很 好 的 近似 . 
表 6.4.2 WKB 近似 与 精确 解 ( 数 值 计算 ) 比 较 


nn 1 2 3 4 5 6 
Aa 
3.6667 7.6667 11.6667 15.6667 19.6667 23.6667 
近似 解 
A 
3.6723 7.6688 11.6679 15.6675 19.6673 23.6672 
精确 解 
误差 
(%) 0.152 0.027 0.010 0.005 0.003 0.002 


上 例 中 x=1 是 p(xz)=1-x? 的 单 重 零 点 ,因此 ,内 部 解 gi 满足 方程 
(6.4.42). 下 面 考虑 z=a 是 o(z) 的 mm 重 零 点 情形 . 为 方便 , 仍 设 p(xz)=1. 因 
T=a 是 p(xz) 的 m 重 零点 , p(x) 可 写成 
p(x) = (x -a)”f(z) 
其 中 f(a) 关 0. 在 zx=uau 附 近 取 内 部 变量 


(6.4.54) 
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ee=(z-a) "= A(r—a) (6.4.55) 
代入 方程 
dg + ra)"f(z) p=0 (6.4.56) 
得 
dg + AQm emf(at+ A "p=0 (6.4.57) 


为 与 外 部 解 匹 配 , 应 取 wv 满足 (2 一 mp-2z)=0, 即 v=2/(m+2). 当 ) 一 co， 
内 部 解 yi 满足 

+ f(a)é"p: =0 (6.4.58) 
上 式 的 解 可 用 1/(m +2) 阶 Bessel 函数 来 表示 ,因此 求 得 内 部 解 的 一 般 形式 是 


oo 


(6.4.59) 
当 f(a)<o0, 上 式 中 换 成 虚 宗 量 Bessel 函数 T_ixn+2 较 方便 . 
例 6.4.3 考虑 本 征 值 问题 
dg 十 和 2p(z)9 = 0; 9 =0= p11 =0 (6.4.60) 


dx? 
其 中 p(xz)= (1-xz)”f(zx),f(1)>0. 显然 z=1 是 p(xz) 的 m 重 零 点 . 外 部 解 为 


0 -BB  .. ™ Om 
g(rz) = J sin]2 Vv(l-7) flr)dr | (6.4.61) 


内 部 解 为 
gp'(€) = CEJuvessa| Ce | (6.4.62) 
m+2 


待定 常数 B 和 C 由 匹配 条 件 和 归 一 化 条 件 求 得 : 
(1) 内 部 解 w 作 外 部 变量 展开 , 并 作 近 似 一 co，, 容易 求 得 


No /mt+2 Co |2VFUDo2 rx/ 2 ; 
(9 A re [eS -#4 (z+ 1) 
(6.4.63) 


(2) 外 部 解 w 作 内 部 变量 展开 ,并 作 近 似 一 c, 容易 求 得 


bi A B 2 VF oa 
《92") = J [28- 元 二 也 E »2| (6.4.64) 


其 中 8 是 积分 3= | VE FFCzJdri 
(3) 由 (gr?)'=(g')* 得 
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/5 
C= m 2 B 


于 + nr-h8= (Ft) (6.4.65) 
从 上 式 得 本 征 值 4, 的 近似 解 
1 2 
= 至 | + 才 (3+ 志和 有 (6.4.66) 
如 果 令 z= -213&, 方程 (6.4.42) 变 成 
2 
Ss -zp =0 (6.4.67) 
称 为 Airy 方程 , 通 解 为 
9 一 alAi(z) + a2Bi(z) (6.4.68) 


其 中 Ai(z) 和 Bi(z) 分 别称 为 第 一 和 第 二 类 Airy 函数 . Airy 函数 与 1/3 阶 Bessel 
函数 和 虚 宗 量 Bessel 阻 数 有 关系 


二 VTz [Ja(CE) + JE)]， zz 近 0 
Ai(z) = (6.4.69) 
寺 VE[ILia(e) - na(9]， xz>0 


以 及 
MN- 3 [a(€) + -a(§)], zz 委 0 
Bi(z) = (6.4.70) 
人 [Ta(e) + 6a(6)]， zz 之 0 
其 中 = 搜 |z13?. 


6.4.4 WKB 近似 的 应 用 


本 小 节 介 绍 WKB 近似 方法 应 用 的 一 个 例子 , 分 析 薄 长 波导 中 波 的 传播 问题 . 
考虑 膜 的 横向 强迫 振动 , 假定 膜 的 长 度 远大 于 宽度 ,宽度 边界 y= + G(z) 固 定 ， 
如 图 6.4.1 


+ 二 u(x) 
ZE (0,%), -~- G(x)<y< G(r) (6.4.71) 
边界 条 件 | 
u(r,y,t)|, 460)= 0; u(0,y,t) = f(y)coswt (6.4.72) 


注意 : 式 (6.4.71) 对 z 的 偏 导 引 进 小 参数 ,因为 y 方向 固定 , 该 方向 的 张力 远大 
于 并 方向 . 下 面 用 WKB 近似 分 析 这 种 波导 结构 中 , 波 传播 产生 的 有 趣 物 理 现象 . 
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y=-G(x) 


图 6.4.1 薄 长 波导 中 波 的 传播 问题 
根据 WKB 近似 方法 , 设 式 (6.4.71) 的 传播 解 为 


u(r,v,t) = expi | wt 一 A | [uo(x,y) + eu(r,y) + ] 
(6.4.73) 
代入 式 (6.4.71) 给 出 
2 ， ou A? du 
e222 | - 02xo 一 ie (en + 20, 5 十 pi )+ |+ 5 te 5 + 
一 一 wp (uo + seal 十 pv ) (6.4.74) 
显然 当 取 a=1, 上 式 零 阶 近似 为 
a2 ， 
3 + (wpe -Pu =0; axozry)l -xcm=0 (6.4.75) 
上 式 的 解 可 表示 为 


uo(r,y) = A(x)sin[A(y + G)] (6.4.76) 


其 中 = ywp 一 织 , 把 工 看 作 常 数 ， 上 式 显然 满足 式 (6.4.75) 和 边界 y = 
- G(z) 的 条 件 . 从 边界 y= G(z) 的 条 件 , 导出 决定 6(z) 的 方程 


2AG = nx, n= 1,2, (6.4.77) 
即 
0. =+ Vw rp 一 和 (6.4.78) 


其 中 4,(z)= nx/(2G). 当 ?2 足够 大 ， 即 4, >>wx，9, 是 虚数 . 因此 高 阶 模式 不 
传播 , 而 是 指数 衰减 的 振动 . 式 (6.4.74) 的 一 阶 近似 为 
32 zi 
ay 


9 
十 A2ul = iu + 20, 各 | 
ii(Z yy)| -xc = 0 (6.4.79) 
第 一 式 两 边 乘 uo 并 积分 


G 192u1 [6 au 
| ay: + abu uody = 下 (en + 20. 3 juody (6.4.80) 


右边 分 部 积分 二 次 , 并 利用 式 (6.4.75), 可 证 明 右边 积分 为 零 ， 即 
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c oj -aeeaa - 
| (en + 20, 3 uody -| 一 5 dy =0 (6.4.81) 


上 式 是 uo 必须 满足 的 条 件 , 称 为 可 解 性 条 件 . 利用 变 上 下 限 积分 的 微分 规则 上 
式 化 为 


y=G 


G 
二 | olay - ($0) =0 (6.4.82) 
利用 边界 条 件 , 第 二 项 为 零 ， 于 是 
9.| uddy = a (常数 ) (6.4.83) 
式 (6.4.76) 代 入 上 式 得 到 A = a/V90.G(x). 因此 , 最 后 得 到 WKB 近似 解 为 
“rm ~ B® i ot 土 和 2 | sin[ 4,(y + G)] 


(6.4.84) 
其 中 


一 2.2— 和 < ， 一 UL 一 、 
= Mw’ pH A%dzx; A 2G(7) (n 1,2,.…) 
(6.4.85) 


第 一 式 中 的 不 定 积分 表示 振动 的 相位 因子 , 由 式 (6.4.72) 中 初始 条 件 决定 . 当 
06.(z)=0, 式 (6.4.84) 不 成 立 , 因而 存在 转折 点 . 转折 点 x, 的 决定 方程 为 


nn 


AZzi) = CU (6.4.86) 
假定 上 式 只 有 一 个 解 ， 即 只 存在 一 个 转折 点 . 在 转折 点 附近 形成 边界 层 , 令 坐 标 
变换 为 
E=( 工 一 th)e -8 (6.4.87) 
内 部 解 展 开 为 
ui(é,y,t) = erei |ud(é) sin[As(y + G,)]+ | (6.4.88) 
其 中 G, 三 G(xz,). 上 二 式 代入 式 (6.4.71) 得 到 内 部 解 满足 的 方程 
du 
ea + Osud + ~ =0 (6.4.89) 
其 中 
2 2 
Gz + ME) = Oz) + et EE = te Sal), 
(6.4.90) 
匹配 要 求 2-28=p, 即 B=2/3. 式 (6.4.89) 变 成 
2 
duo) ceoi(6) = 0 (6.4.91) 


dé? 
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其 中 k= 一 d02(zx,)/dxr，, 假定 x>0, 则 上 式 的 通 解 为 


ud(é€) = alhAi(kl3E) + ayBi(cl36) (6.4.92) 
因 第 二 项 当 -~co 时 发 散 , 故 取 az=0. 外 部 解 由 式 (6.4.84) 取 为 
za (zyyyt)， 0 委 工 人 Ti 
EE p<r<o (6.4.93) 
其 中 
A 1 [. _ 90(zx) . 0( 工 ) 
“~ ots a exp|i (oo Te )]+ br exp[i (we + TE ]]| 
“sin[4,(y + G)] (6.4.94) 
UR = < expliur - PE2]. sin[as(y + G)] 
V 190,|G(z) 
其 中 


bz = 上 Vw p? 一 2 dz; p(x) 三 [ VA 一 wp dz (6.4.95) 


注意 : 在 转折 点 0.(z)=0, 即 w?y? 一 4A?2=0, 而 在 转折 点 左边 w?py? - 12 >0, 右 
边 wy? -<0, 因此 在 转折 点 右边 把 解 取 成 指数 衰减 形式 . 通过 式 (6.4.92) 与 
式 (6.4.93) 匹 配 , 可 以 求 得 
2Vr Lin 
4L 


= 1/6; = 
7 al KS G2® 


br =— iar; aR = ea (6.4.96) 

其 中 常数 ar 由 (6.4.72) 第 二 式 决 定 . 分 析 式 (6.4.94), 可 以 得 到 结论 : 

(1) 如 果 0< zx,<%, 在 转折 点 左边 , 波 由 两 部 分 组 成 ,， 即 人 射 波 和 反射 波 ， 
转折 点 具有 反射 面 作用 , 而 在 转折 点 右边 , 振动 指数 衰减 ， 

(2) 从 式 (6.4.86) 可 知 , 转折 点 位 置 与 激发 频率 w 和 模式 wn 有 关 , 一 般 , 随 
着 频率 w 下降, 转折 点 向 左 移动 ， 当 频率 w 下 降 到 w = w.， 转折 点 位 于 原点 ， 即 
Zz, 二 0, 因此 频率 w 低 于 w. 时 , 所 有 2” 天 0 的 模式 都 不 能 传播 ，ow. 称 为 低频 截止 
频率 ; 

(3) 当 n 足够 大 , 使 z, 志 0, 因此 高 阶 模式 不 能 传播 . 

考虑 特殊 情况 ， 即 宽度 均匀 G(xz)= (常数 ) 且 密度 均匀 py(z)= yo( 常 数 ) 


nn 


2 ， (n = 1,2,.…); 9, = Vao2pi ~as (6.4.97) 


当 w= 和 /po 时, 也 有 0.=0. 这 一 性 质 与 z 无 关 , 因 而 不 是 转折 点 引起 的 .此 时 ， 
激发 源 的 振动 频率 与 系统 共振 频率 一 致 , 产生 共振 ， 应 考虑 系统 的 阻尼 或 非 线 
性 ! 
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习 题 六 


6.1 求 第 一 个 本 征 值 和 相应 本 征 函 数 的 微 扰 至 O(e) 


和 + AL- esimz)u = 0， rE (0,n) 
u(0) = u(x)=0 


6.2 求 第 一 个 本 征 值 和 相应 本 征 函 数 的 微 扰 至 O(e) 


-Vi + exyu = hu, zyyE (0,r) 
u(0,y) = u(x,y) = 下 党 = 于 =0 
6.3 求 球 内 第 一 个 本 征 值 的 微 扰 至 O(e) 
— Viu+ (A eri)u = 0, r<l1 
u(xz,y,z) = 0， r=1 


其 中 = Vxi+t y+ 
6.4 导出 下 列 Sturm-Liouville 本 征 值 问题 的 微 扰 方 法 ,本 征 值 的 微 扰 至 O(e) 


-Et [po] ou = a, ze€ (0,0) 


(a) e 0 ~ (0) =0; u(l)=0; 
xX 
(b) 0 - ex(0) =0; u (1)=0: 
6.5 ”使 用 微 扰 法 解 边 值 问题 
du Pu 2 2 2 
3 Fy + 1, z+y<l1 


ulr,y) = 0, x ty=1 
提示 : 用 极 坐 标 . 
6.6 使 用 微 扰 法 解 边 值 问 题 


2 2 
rent tl, r+y<l 
u(xz,y) = 0, z+y=1 
提示 ; 用 极 坐 标 ， 
6.7 使 用 微 扰 法 解 边 值 问题 
2 + + ey) 3 =0, 0<xz<r ， 0<y<rx 


u(0,y) = u(r,y) = xk(zir) = 0; u(x,0)}= 1 
6.8 利用 边界 微 扰 法 解 Laplace 方程 的 第 二 类 边 值 问题 
ou ， 322 


元 :+ 5 一 0< 工 人/， er<y<L 


， 348 .数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


au(0,y) au(ly) au(z,L) 


dr 一 gz 9y 0 
du(x,er) 
Er = cos( 吾 ) 
6.9 利用 边界 微 扰 法 解 Laplace 方程 的 第 一 类 边 值 问题 
92 2 . 
+ I 0, esiny < rr<l, y>0 
ul(esiny,y) = u(l,y) = 0,， y>0 
u(x0)=sin(xzr/l),0<r< 1; U(r,yI)<P, yoo: 
6.10 用 多 尺度 展开 法 解 弱 阻尼 波动 方程 的 Cauchy 问题 
2 2 
5 党 + ex c 5 0， ZE (- coco)， 上 >0 


u(r,0) = f(x); u(xz,0) = 0- 
6.11 考虑 单 摆 运 动 , 如 果 摆 的 长 度 随 时 间 缓 慢 变 化 , 则 运动 方程 为 
9 + kler)sing = 0， :>0 
9(0) = e; 6 (0) = 0 
利用 多 尺度 展开 法 求 足够 长 时 间 后 的 近似 表达 式 . 
6.12 在 非 线性 声学 中 , 声 压 满足 方程 
op 


axr? 


2 op 
eB 32 


其 中 < 和 8 是正 的 常数 . 
(a) 对 小 的 e, 证 明 通常 的 正则 微 扰 
jzt)s pol(kr — wi) +Epbi(ZE) + 
将 出 现 久 期 项 ; 
(b) 采用 多 尺度 法 求 微 扰 展 开 的 前 二 项 . 
6.13 考虑 非 线性 波动 方程 
Pu 
ar? 
其 中 (0,t)=g(1) 和 ww(z,0)= w(xz,0)=0,f 和 g 是 光滑 匡 数 且 
1(0)= g(0)= 8 (0) =0 
(a) 对 小 的 e, 证 明 通常 的 正则 微 扰 


u(r,t) A uot — rx) + eu(r,t) + 


= [1+ ef( 美 )] 结 ， x E (0,%), t>0 


将 出 现 久 期 项 ; 
(b) 采用 多 尺度 法 求 微 扰 展 开 的 前 二 项 . 
6.14 考虑 常 微分 方程 的 奇异 微 扰 问题 


2 
: 9 过 + at(z) 入 +b(zxz)y=0, zx€(0,1) 
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y(0) = a; y(1) = 8 
(a) 假定 a(x)>0 且 边 界 层 在 z=0 处 , 求 近似 解 ; 
(b) 假定 a(x)<0 且 边 界 层 在 x=1 处 , 求 近 似 解 . 
6.15 ”利用 边界 层 方法 求 下 列 问题 的 近似 解 


O02 3) Qu ，342 
9x? dy 9xz 9y 


= 0， rr>0, y>0 


r 


u(xz,0) = ze u(0,y) = ye > 


u(r,y) 0, rT %, yy 一 oo。 
6.16 考虑 边 值 问题 
gu Ou 9u 2 2 
(天 + 天) 3r+*=0, z+y <] 
u(xT,y) = x， zx:*+y=1 


其 中 a 是 常数 , 试 决定 边界 层 的 位 置 . 当 a= -1 或 a=1 时 , 分 别 求 远离 点 
(zx,y)= (0, 一 1) 或 (xz,y)= (0,1) 的 近似 解 . 
6.17 考虑 弹簧 的 老化 后 , 振动 方程 和 初始 条 件 为 


d¥ + ele)y = 0， :>0; y(0) = a; y (0)= 6b 
作 变 换 r = et , 然后 用 WKB 求 微 扰 解 并 且 比 较 用 多 尺度 方法 得 到 的 解 . 
6.18 考 庶 高 占 声 波 的 数 发 和 传播 
a2 2 


元 = pr) 得 + a(z) 号 BCz)a， x € (0,%), 1:>0 


u(0,1) = coswt 


作 高 频 展 开 
u(x,t) expli[ wt - wo zx) 1}: | ea 十 ai(z) 十 “| 

证 明 (a) Y=1; 

(b) 9(x) 和 wuo(z) 满 足 方程 

(0.)2 = ye (x) 
au 
Qiuo 十 20.37 = ~ auo; 
(c) 满足 边界 条 件 的 解 为 


0 el he 
6.19 考虑 洲 长 膜 的 振动 


du On Ca au 
2 2 ba 
€ adr? + ay: = p (x) Ey + ea(zx) 元 
TE(0,co),yE (0,1), :>0 


u(x,0,£) = u(x,1,t) = 0; ul(0,y,t) = f(y)coswt; 
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zzyyt) < oo (zz 一 co) 
其 中 pw(Cz)>0,a(z)>0,p(z)<0， 
(1) 利用 WKB 近似 求 边界 层 区 域 以 外 的 长 时 近似 解 ; 
(2) 假定 转折 点 x, >0, 求 边界 层 区 域 的 一 级 近似 解 ; 
(3) 匹配 边界 层 区 域内 外 的 解 
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近 二 十 多 年 来 , 在 系统 控制 和 识别 .地球 物理 勘探 、 医 学 以 及 量子 力学 等 自然 
科学 和 工程 技术 领域 中 , 提出 了 各 种 不 同形 式 的 逆 问 题 和 求解 逆 问 题 的 方法 . 但 
是 , 逆 问 题 作 为 一 个 新 的 研究 方向 , 在 各 个 学 科 领 域 中 尚 处 于 起 步 阶段 . 由 于 逆 
问题 的 不 适 定性 和 非 线性 ,其 求解 比 相应 的 正 问题 困难 得 多 . 本 章 介 绍 数学 物理 
方程 逆 问 题 的 基本 概念 和 常用 方法 :7.1 节 介 绍 逆 问题 基本 概念 和 分 类 ， 以 及 第 
一 类 积分 方程 的 正则 化 方法 ; 7.2 节 介 绍 脉冲 谱 技术 求解 数学 物理 方程 的 逆 问 
题 ; 7.3 节 介 绍 本 征 值 道 问题 ; 最 后 , 在 7.4 节 中 介绍 波动 方程 的 逆 散 射 问题 和 
二 维 近 场 成 像 理 论 . 关于 一 维 Schr6dinger 方程 的 逆 散 射 问题 , 将 在 第 八 章 详细 
介绍 . 


7.1 逆 问 题 基 本 概念 和 分 类 


本 节 介 绍 数学 物理 方程 逆 问 题 的 基本 概念 和 分 类 . 对 于 偏 微 分 方程 控制 的 系 
统 , 逆 问题 大 致 可 分 为 五 大 类 : (1) 系数 逆 问 题 , 如 反 演 热 扩 散 方 程 的 扩散 系数 ; 
(2) 逆 源 问题 , 如 声学 系统 中 噪声 源 和 化 学 污染 中 污染 源 的 反 演 ; (3) 初始 条 件 
逆 问 题 , 要 求 从 系统 现在 的 状态 反 演 过 去 的 状态 ; (4) 边界 条 件 逆 问题 ; (5) 边界 
形状 逆 问 题 . 由 于 大 部 分 数学 物理 方程 逆 问 题 最 终归 结 为 求解 第 一 类 积分 方程 ， 
因此 7.1.3 小 节 和 7.1.4 小 节 介 绍 求解 第 一 类 积分 方程 的 正则 化 方法 . 


7.1.1 逆 问 题 基本 概念 


在 前 面 各 章 中 , 涉及 的 是 数学 物理 方程 的 正 问题 : 在 一 定 的 初始 条 件 和 边界 
条 件 下 , 求解 数学 物理 方程 ， 得 到 物理 量 (温度 .压力 和 电势 等 ) 在 空间 的 分 布 和 
随时 间 演 化 的 规律 ， 实现 对 某 一 物理 量 的 预测 . 以 波动 方程 为 例 
pl(r)urt Lu = Fl(r,t), rE€G, 0< 上 < co (7.1.1) 
其 中 Lu = 一 "(pVu)+ gu;p(r)>0,po(r)>0,gq(r) 宇 0. 在 区 域 边界 3G, 给 定 
边界 条 件 


9 
(ww + 了 ) 
以 及 初始 条 件 
zx|-o= flr); w|io=g(r), rE€EG+9G (7.1.3) 


= Bl(r,1), rE€EoG, 0<Li<oco (7.1.2) 


dG 
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正 问题 : 给 定 方程 及 边界 条 件 中 各 项 系数 p(r)>0,o(r)>0,9(r) 之 0,a(Cr) 和 
BCr) ,以 及 函数 F(r,i)、B(r,1t)、f(r) 和 g(r), 求 场 孙 数 u(r,t) 的 空间 分 布 和 
随时 间 的 变化 . 

显然 ,上 述 正 问题 可 解 的 必要 条 件 是 : (1) 算 子 工 确定 , 即 方程 (7.1.1) 的 各 
项 系数 是 确定 的 ; (2) 区 域 G 与 边界 9G 确定 ; (3) 边界 条 件 确定 ， 即 方程 
(7.1.2) 的 形式 和 系数 确定 ; (4) 初始 条 件 式 (7.1.3) 确 定 ， 即 对 非 定常 问题 ,有 
确定 的 初始 分 布 . 在 第 一 章 , 我 们 已 经 详细 讨论 了 三 类 典型 方程 定 解 问题 的 提 法 
以 及 正 问 题 的 适 定 性 . 

但 是 ,如 果 把 正 问题 的 上 述 四 个 必要 条 件 的 一 个 或 风 个 作为 未 知 函 数 (或 因 
素 )， 而 把 正 问 题 中 待 求 的 函数 u(r,z)[ 或 部 分 u(r ,i) ,例如 在 部 分 边界 3G|, 上， 
如 图 7.1.1] ,作为 已 知 条 件 ， 就 构成 了 某 类 逆 问 题 ( 逆 问题 的 分 类 见 7.1.2 小 节 讨 
论 ). 因此 , 在 逆 问题 中 , 正 问题 的 部 分 求解 目标 成 了 逆 问 题 的 已 知 条 件 ( 通 过 实 
验 测量 得 到 )， 而 正 问题 中 必须 已 知 的 条 件 却 成 了 逆 问 题 的 求解 目标 . 


9C 
9G 
图 7.1.1 已 知 部 分 边界 3G 上 u(r,t) 图 7.1.2 部 分 边界 ?G 和 9 G， 
下 面 举 几 个 逆 问 题 例子 . 
例 7.1.1 非 均匀 介质 的 热 扩散 问题 ， 热 扩散 方程 为 
u +Y:[D(r)Vul= Fl(r,t), rE€EG, 0<5<oo (7.1.4) 


其 中 DOr) 为 热 扩 散 系数 的 空间 分 布 . 正 问题 : 给 定 D(r)、u(r,i) 的 初始 分 布 和 边 
界 条 件 , 求 温度 场 的 空间 和 时 间 分 布 u(r ,1). 道 问题 : 已 知 部 分 边界 2G, 的 温度 和 
另 一 部 分 边界 39G, 热流 ,如 图 7.1.2 

ri€ ooGl, r2 € 90G,, 0<t<%” 

. 求 G 中 的 热 扩 散 系 数 D(r). 

例 7.1.2 Randon 变换 和 逆 变换 是 医学 中 X-CT(computertomograhy) 成 像 的 
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数学 基础 . 二 维 函 数 f(x,y) 的 Randon 变换 定义 为 沿 直线 工 的 线 积分 ， 如 图 
7.1.3 


(Rf)(1,0) = | Cr,war (7.1.6) 


其 中 1 为 原点 到 直线 的 距离 ,9 为 + 轴 与 7 的 夹 角 . 正 问题 : 已 知 函 数 f(x,yy)， 
求 该 函数 的 Randon 变换 . 道 问 题 ; 已 知 函 数 f(x,y) 的 Randon 变换 , 求 函 数 
f(x,y) 本 身 . 转动 图 7.1.3 中 的 坐标 (z,y) 一 (4,5*) ,坐标 变换 为 
= lcosg + ssing; y = /sing — ycosg 
于 是 式 (7.1.6) 变 成 
(RA)(L,0) = | Aleeose + ssin ,1sing - scos0)ds (7.1.7) 


变化 /将 给 出 一 系列 平行 直线 上 的 线 积分 , 而 变化 角度 6 给 出 不 同方 向 直线 的 线 
积分 . 对 式 (7.1.6) 的 变量 / 作 一 维 Fourier 变换 


F[(RA)(L,0)1= | | fllcosf + ssing ,lsing — scosO)exp(iki )dsdl. 


(7.1.8) 


图 7.1.3 函数 /(z,y) 的 Randon 变换 图 7.1.4 频率 空间 中 直线 如 
另 一 方面 , 分 析 函 数 f(x ,y) 的 二 维 Fourier 变换 f(k,,&,) 在 直线 & 上 的 值 ， 
如 图 7.1.4 
Fkcos0 ,Asing) = || fr,y)expliki( zeosl + ysing) ]dzdy 
利用 转动 坐标 系 (!,s)， 上 式 的 二 重 积 分 为 
大 (Ricosg ,Rising) = | | eos0 + ssing,lsing — scosg)exp(ieL )dlds 


(7.1.9) 
比较 式 (7.1.8) 与 上 式 右边 可 知 
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F,[(Rf)(1,0)]= f(kcos0, ksing) (7.1.10) 
于 是 固定 角度 9, 且 对 变量 / 作 Fourier 变换 ， 即 可 得 到 f(k,,&,) 在 直线 &, 上 的 
值 . 因此 ,只 要 变化 角度 9, 就 可 得 到 整个 平面 (4k,,k,) 上 f(k,,k,) 的 值 . 通过 首 
Fourier 变换 即 可 反 演 函数 f(x ,yy). 
例 7.1.3 心脏 电势 逆 问 题 , 设 心脏 边界 为 9G!， 人体 边界 为 3G,， 如 图 
7.1.5. 心 电 场 的 电势 满足 Laplace 方程 


Vu(r)=0, reG (7.1.11) 
假定 人 体 表面 为 绝缘 边界 
ou 、 
5 76 = 0， rE€EdgG, 
心脏 边界 的 势 分 布 为 
u ;6.@ = uo(r), r E 3Gi 
aG， 6, 在 部 分 人 体 3Gs 上 , 电势 可 测量 
zaG， = pl(r), 六 和 93 


道 问题 : 已 知 g(r), 求 心脏 的 电势 


图 7.1.5 心脏 电势 的 逆 问 是 uo(r), 即 通 过 测量 部 分 人 体 表面 的 心 


电势 分 布 , 来 判断 心脏 的 功能 . 
7.1.2 方程 赣 问 题 分 类 


尽管 不 同 的 物理 问题 可 以 提出 不 同 的 逆 问 题 , 但 最 后 的 数学 形式 基本 相似 . 
数学 物理 方程 的 逆 问 题 可 归纳 为 五 大 类 , 下 面 分 别 讨论 : 

系数 道 问题 :也 称 为 参数 识别 (parameter identification) 问 题 , 是 最 经 典 的 一 类 
逆 问 题 ， 有 比较 成 熟 的 分 析 方 法 . 系数 逆 问 题 可 表述 为 : 通过 方程 的 解 在 区 域 或 
边界 上 的 部 分 信息 ， 确 定 原 方程 的 一 个 或 多 个 系数 . 例 7.1.1 即 是 典型 的 系数 逆 
问题 . 方程 的 系数 一 般 表 征 介质 的 某 种 性 质 , 因此 , 求解 系数 逆 问 题 通常 是 推 求 
介质 的 特性 . 例如 , 在 地 球 物理 勘探 中 ,由 地 面 上 接收 到 的 地 震波 大 小 来 推断 地 
层 结构 ,控制 方程 为 波动 方程 ,而 方程 系数 为 弹性 系数 和 密度 分 布 . 目前 , 石油 
勘探 中 广泛 采用 这 种 方法 . 假定 问题 可 化 简 为 一 维 振动 , 波动 方程 为 


Ou 9 at] 
po(z) 5 关 - 到 |[E(z) 开 |]= 0， z > 0， t>0 (7.1.12) 


边界 条 件 和 初始 条 件 为 


9 
E(0) 元 


= g(i), t>0 
z=0 


ul(z,t)|,s0 = ul(z,t)|,.o = 0, z 之 0 (7.1.13) 
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其 中 z 为 深度 ，vx(z ,1) 为 位 移 场 ,ol(z) 和 E(x) 分 别 为 地 层 密度 和 弹性 模 量 的 深 

度 分 布 ,g(z) 为 爆炸 引起 的 外 力 . 设 在 (0, 丁 ) 时 间 内 记录 到 地 面 振动 的 振幅 为 
ul(z,t)|.o = uo(t), 0<z<T (7.1.14) 

道 问题 : 能 否 由 uo(1) 确 定 出 函数 p(xz) 和 E(xz) ? 显然 要 同时 确定 二 个 函数 是 困 


难 的 ,为 此 作 走 时 变换 
_[* /pe(z) 
= | ECz)d® 
于 是 , 方程 (7.1.12) 和 和 (7.1.13) 变 成 


2 9 9 
s(x) 六 [oz) 于 |=0， rr>0, 1 >0 
at: 9zx I 


jy! 
-0(0) 到 _ ,= 8(7), :>0 (7.1.15) 


u(x,t)|,so0 = w(x,t)|,.o = 0, z+ 宇 0 

其 中 o= VpE 为 声 阻抗 分 布 , 这 一 变换 的 优点 是 明显 的 , 它 使 式 (7.1.12) 变 成 单 
参数 的 逆 问 题 . 

逆 源 问题 :已 知 方程 中 除 源 ( 或 汇 ) 项 以 外 的 各 个 系数 , 通过 方程 的 解 在 区 域 
或 边界 上 的 部 分 信息 , 确定 源 ( 或 汇 ) 的 强度 分 布 . 

在 环境 噪声 控制 工程 中 , 假定 已 测 得 某 一 曲面 上 的 声 压 , 希望 反 演 噪声 源 的 
空间 分 布 .考虑 如 图 7.1.6 的 封闭 区 域 G， 其 边界 为 3G, 测量 点 位 于 曲线 或 曲面 
TT 上, 非 齐 次 声波 方程 为 


Vu(r,t) ~ un(r,t) = ql(r,t) (7.1.16) 
边界 条 件 | 
(e+ pg)| = b(r,t), rEa3G (7.1.17) 
n aG 
测量 附加 条 件 
u(r,t)|r = 9(r,t), rEéETl, 
it>>0 (7.1.18) 
对 上 述 方 程 作 Fourier 变换 


ViU(r,w) + wi U(r,w) = Q(r,w) 


aU 
(or + B83, )|, = Blr,w) 图 7.1.6 ”封闭 空间 噪声 源 的 反 演 


(7.1.19) 
及 
U(r,w)|r= $B(r,w) (7.1.20) 
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利用 Green 函数 ,由 式 (3.3.11) 可 得 
Ur,w) = | Grr so) Q (rw)dr + Usriw) (7.1.21) 
其 中 边界 贡献 


| Br 0) ,IGT rgs’, az0 
aG a n 
Date rr BB*(r’,w) 
rr ,wj,、 2 a 
| J Grr ow)dS’, Bz0 


利用 测量 条 件 式 (7.1.20) 
[UUalle = | GC,r' ,0) Q(r',w)dr (07.1.22) 
G rer 


显然 , 对 给 定 的 频率 w， 上 式 为 第 一 类 积分 方程 , 它 的 解 不 稳定 ,具体 解法 将 在 
下 面 讨论 . 
考虑 开 空 间 情 况 并 且 假 定 : (1) 源 分 布 在 有 限 区 域 ; (2) 二 维 问题 ; (3) 测量 
曲线 是 半径 为 R 的 足够 大 圆 . 由 式 (3.3.61) 
Go(r,r’ ,w) = 于 DA lr-r |) 


其 中 


; rr 
I irl (1 多 三 ) 
利用 Hankel 函数 的 渐 近 表达 式 


HiD(kIr-r D) ~ ip :| Irl (5 )- 玫 | 


因为 r 在 测量 圆 上 变化 , 故 |r| = R, 式 (7.1.22) 简 化 为 


[U- Usjr= -ep[- i[ 从 让 "| Q(r ,wdr 
(7.1.23) 


进一步 假定 源 分 布 的 时 间 与 空间 部 分 可 分 离 
Q(r’,w) = QCr)0(o) 
并 令 玉 =kr/R, 以 及 
U(K)= [U- Us] Oexp| - if -到 | 
式 (7.1.23) 变 成 
TR) = | exp(- Kar) dr (7.1.24) 
G . 
因此 ,Q(r) 即 为 品 ( 基 ) 的 逆 Fourier 变换 
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G(r) = || QR)exp(i .dK (7.1.25) 


其 中 积分 在 频谱 空间 进行 . 

初始 条 件 逆 问 题 : 已 知 方程 的 每 个 系数 ,对 确定 的 区 域 和 边界 , 根据 边界 条 
件 和 t= 全 >0 时刻 变量 的 空间 分 布 , 推 求 :=0 时 刻 变 量 的 空间 分 布 , 即 为 初始 
条 件 逆 问 题 . 在 第 一 章 中 , 我 们 已 知道 波动 方程 对 时 间 反 演 具 有 不 变性 ,可 从 : 
= 个 >0 的 波动 状态 反 推 :=0 的 波动 状态 . 但 对 热传导 方程 逆 时 间 问 题 是 不 稳定 
的 . 

考虑 2.3.2 小 节 中 非 均匀 介质 的 热传导 问题 


p(r)u +Lx = 0， rE€ eG, 0<1:<T (7.1.26) 
逆 问 题 : 已 知 t= TT 时 刻 的 温度 分 布 
u(r,t)l,-r= f(r), rECG (7.1.27) 


求 上 =0 时 刻 温度 场 u(r,0). 由 式 (2.3.34), 混合 问题 的 一 般 解 为 


u(r,t)= op (rep(- Ant ) (7.1.28) 
利用 式 (7.1.27) 


u(r,T) = 2 anpr Cr)exp( ~ XT) = f(r) 


故 
ee 
于 是 混合 问题 的 形式 解 为 
[oCr), f(r)] 


u(r,t) = >， palr)exp[2(T—-1)] (7.1.29) 


| 9 |? 
因此 1=0 时 刻 的 温度 场 为 
[pCr), f(r)] 
“0 2 
由 2.2 节 讨论 ,如 果 世 是 正 算 子 ,), >0, 又 和 ,一 co( 当 mco). 故 对 一 般 的 初始 
分 布 f(r), 级 数 式 (7.1.30) 存 在 收敛 性 问题 .必须 寻求 其 他 形式 的 解 . 
设 初始 温度 分 布 为 u(r,0)= g(r), 则 := 工时 刻 的 温度 场 为 


oo 


u(r,T) = 六 生生 下 ptr)exp(- 4,7) (7.1.31) 


注意 :上 式 有 较 好 的 收敛 性 . 道 问 题 变 为 : 寻找 g(r) 使 泛 函 
Jlg) = | 


pn(r)exp(AsT) (7.1.30) 


u(r,T)- f(r) dr (7.1.32) 
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取 极 小 min[J(g)]. 因此 , 逆 问 题 变 为 一 个 最 优 控制 问题 . 

边界 条 件 逆 问 题 : 已 知 方程 的 每 个 系数 ,对 确定 的 区 域 或 边界 ,根据 函数 在 
区 域 或 边界 上 的 部 分 (或 全 部 ) 信 息 , 确定 边界 条 件 的 类 型 或 参数 ， 即 为 边界 条 件 
逆 问 题 . 边界 条 件 的 类 型 或 参数 取决 于 边界 的 性 质 ， 从 而 取决 于 边界 的 材料 . 因 
而 , 选择 边界 材料 的 问题 实质 上 是 边界 条 件 逆 问题 . 在 现实 生活 中 这 样 的 例子 很 
多 . 一 个 建筑 声学 的 例子 是 , 已 知 厅 堂 的 混 响 时 间 , 决定 墙 面 铺设 的 吸 声 材 料 具 
有 的 吸 声 性 能 . 


一 个 典型 的 问题 是 所 谓 逆 Stefan 问 
题 . 考虑 冰 的 融化 , 如 图 7.1.7， 当 上 < 
0, 水 与 冰 的 平衡 分 界 点 为 工 =!4， 当 上 > 
0, 在 z=0 处 施加 热源 f(:), 由 于 冰 融 
化 , 水 - 冰 界 面 与 时 间 有 关 , 为 s(t). 水 
中 温度 场 x(x ,i) 满 足 热 传导 方程 


图 7.1.7 逆 Stefan 问题 av 927 
到 三 了 元 5 0<xr<s(t), 1>0 
(7.1.33) 
边界 和 初始 条 件 
9u 
一 此 一 = f(z), 上 >0 
3z lo (7.1.34) 


zw(zyi)|,-0 = xzo(z)， 0O<zr<l/ 
其 中 D 和 & 为 水 的 热 扩 散 和 热传导 系数 . 此 外 ,水 一 冰 界面 的 速率 方程 为 


ds(1) ou [s(t),z] 
dz  ° ax ， 


其 中 a 为 已 知 常数 . 正 问题 : 已 知 FCt) 和 xzo(z), 求 5(b); 逆 问 题 : 已 知 水 - 冰 
界面 *( 上 )， 求 边界 热流 f(z). 

边界 形状 逆 问 题 :已 知 方程 的 每 个 系数 ， 对 确定 的 边界 3Gi 和 未 确定 的 边界 
3Gs, 根据 函数 在 区 域 或 边界 上 的 部 分 (或 全 部 ) 信 息 , 确定 未 知 边 界 9G, 的 形状 ， 
即 为 边界 形状 逆 问 题 . 这 类 逆 问 题 常 称 为 最 优 形 状 设计 问题 ,是 当前 逆 问 题 研究 
中 最 为 活路 的 领域 之 一 . 在 数学 物理 方程 的 五 类 逆 问 题 中 , 边界 形状 逆 问 题 是 通 
过 区 域 边界 的 几何 形状 的 变化 来 影响 系统 的 特性 , 它 不 可 避免 要 涉及 动 边 界 问 
题 , 因而 最 为 复杂 . 

考虑 声波 的 逆 散 射 问题 . 设 声波 受 不 可 穿 透 物体 G 的 散射 如 图 7.1.8， 
Helmholtz 方程 和 边界 条 件 为 


t>0 (7.1.35) 
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V+ ku = 0， reEG 
9 7.1.36 
~ = 二 0 或 lsc=0 ( ) 


9n |ac 
其 中 x 为 声 压 ,k 为 声波 波 数 ，G 表示 G 的 外 部 . 式 (7.1.36) 中 边界 条 件 第 一 式 
对 应 于 不 可 穿 透 物体 G 是 刚性 物质 , 而 第 二 式 对 应 于 软 性 物质 . 
总 的 声场 为 人 射 声场 u; 和 散射 声场 和 之 和 
u(r,k)= u(r,k)+ u(r,k) 


散射 声场 满足 辐射 条 件 
imr ( 字 ~ iu, )= 0 (7.1.37) 
3G， 
一 一 

一 ; 
> u. ， 
一 一 ee 

- Ne - 

图 7.1.8 声波 的 散射 图 7.1.9 部 分 边界 的 反 演 


散射 场 的 无 限 远 特征 为 (详细 见 7.4 节 ) 
walkh) = EP) [we(e)+ OC 1)] (7.1.38) 


其 中 e 为 单位 方向 矢量 , 具体 定义 见 7.4 节 . 正 问题 : 已 知 区 域 G 的 形状 和 人 射 场 ， 
求 散射 场 的 分 布 ; 闭 问 题 : 假定 对 某 入 射 场 , 已 测 得 远 场 不 同方 向 的 分 布 ke(e), 决 
定 区 域 G 的 边界 形状 9G. 我 们 将 在 7.4 节 详细 讨论 声波 的 逆 散 射 问题 . 
在 导电 材料 的 电磁 无 损 检测 中 , 经 常 遇 到 Laplace 方程 或 椭圆 型 方程 的 边界 
逆 问 题 . 以 二 维 问题 为 例 : 电势 在 闭 区 域 G 内 满足 椭圆 型 方程 
VvV.[ocvYu]= 0, (Xz,y)EG (7.1.39) 
其 中 c= ol(x,y) 是 电导 分 布 ,u = u(x,y) 是 电势 . 团 区 域 G 的 边界 可 分 成 3 Gx 
和 9G,， 如 图 7.1.9. 边界 3Gi 已 知 (如 材料 表面 )， 且 电势 w(x ,y) 和 法 向 导数 可 
测量 
u lo6, 一 p(x,y), (xr,y) € 9G. 
du 
9n laG 


未 知 边 界 9G, 表示 导电 介质 与 非 导 电介质 的 分 界线 , 法 向 导数 为 零 


一 p(x,y), (x,y) EAIG, 


.360 :数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


9u 
9n 96. 
逆 问 题 : 已 知 边 界 9G 和 9G 上 电势 u(x,y) 和 法 向 导数 , 反 演 未 知 边 界 9G, 和 
电导 分 布 c= ol(x,y). 如 果 区 域内 电导 为 常数 , 道 问题 仅 需 反 演 未 知 边 界 9G,. 
显然 , 上述 问 题 与 1.4.4 小 节 中 Laplace 方程 的 Cauchy 问题 类 似 , 是 不 适 定 
的 . 由 于 Laplace 方程 的 逆 边 界 问题 比较 复杂 ,以 后 不 作 进一步 的 介绍 . 


7.1.3 不 适 定 问题 的 正则 化 方法 


正则 化 方法 是 把 不 适 定 问 题 转化 为 条 件 适 定 问题 的 有 效 方 法 . 考虑 方程 
KoP = 8 (7.1.40) 
一 般 K 是 积分 算 子 , 上 式 的 解 不 稳定 . 设 右边 存在 测量 误差 6 
. [lg-g ll<s 
因此 , 代替 式 (7.1.40), 必须 解 扰动 方程 
Kp = pg (7.1.41) 
严格 讲 ,， 上 式 的 解 不 存在 , 因为 积分 算 子 K 的 作用 是 平滑 化 , 经 过 K 作用 后 的 函 
数 比 较 光 滑 , 而 式 (7.1.41) 右 边 存 在 测量 误差 6, 不 可 能 光滑 . 
因此 只 能 寻找 式 (7.1.41) 的 广义 解 , 也 就 是 构成 某 一 个 近似 算 子 R 代替 逆 算 
子 K''. 设 近 似 算 子 R 是 一 个 依赖 于 参数 a 的 线性 有 界 算 子 序列 R,(a >0), 有 是 
满足 


= 0 


limR。K9 = 9 (7.1.42) 
即 算 子 序列 ReK 收敛 到 恒 等 算 子 , 称 R。 为 正则 化 算 子 , a 为 正则 化 参数 .Kp= g 
的 近似 解 定义 为 


pr = Rgs (7.1.43) 
称 上 式 为 式 (7.1.40) 的 正则 化 解 . 近似 解 的 误差 为 
| yg- og |= | (Rog —- Reg) + (Reg — 9) | 
Re-Rell+llRe-ol| 
IIR: -gll+||RKg- ol|| 
即 
og-oll<olR Ill+||RKo-o9|| (7.1.44) 


因此 ,精确 解 与 近似 解 的 误差 由 二 部 分 组 成 : 第 一 项 表示 测量 数据 误差 而 引起 的 
解 的 误差 ,一 般 有 
im | Re | 一 = 
第 二 项 表示 R。 代理 划算 子 K-1 引 起 的 误差 一般 有 关系 
im || RAKg 一 9 | 一 0 
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如 图 7.1.10 所 示 . 一 方面 , 稳定 性 要 求 
a 足够 大 , 另 一 方面 , 近似 精度 要 求 a 
足够 小 . 因此 存在 正则 化 参数 a 的 最 佳 NE 
选择 <* ,使 解 的 误差 上 | yp"* -9 | 最 We 

小 . 一 般 正 则 化 参数 a 是 测量 数据 误差 : 


谈 莽 


||Rekg-g|| 


8 的 函数 a= a(8). a 的 选择 原则 是 ， 解 allRel 
的 误差 不 可 能 小 于 测量 数据 的 误差 ,， 即 - 
| KReos - pa || = “ 


(7.1.45) 图 7.1.10 误差 随 正则 化 参数 a 的 变化 
其 中 y 关 1, 上 式 称 为 残 差 原 理 . 
下 面 介绍 正则 算 子 R。 的 构成 . 在 Hilbert 空间 中 , 正则 算 子 R。 可 通过 下 的 
奇异 值 分 解 系统 构成 . 如 果 K 是 Hilbert 空间 中 的 Hermite 算 子 ， 即 满足 
(Kp,y)= (9,Ky) 
根据 式 (5.3.6) 对 形 如 g =Kf,fEL[a,b] 的 孙 数 , 可 将 p 展 成 {9, 1 的 Fourier 
级 数 


9 = Dopp Ky = Dlpsp) (7.1.46) 
对 Hilbert 空 s 间 中 的 任意 算 子 ， 定义 算 子 K 的 奇异 值 为 Hermite 算 子 (K’ K) 
的 本 征 值 的 平方 根 , 且 有 
pi 之 pa 之 AN3 安 … 
算 子 理论 告诉 我 们 , 存在 正 交 归 一 序列 |p,| 和 {yi 满足 
Ko = ppn; 开锣 = pngn (7.1.47) 
根据 5.3.5 小 节 讨 论 , 对 Hilbert 空间 中 形 如 g =Kf,fE€E1L’[a,6b1 的 函数 p 可 作 
奇异 值 分 解 


9 = Dp pp Kp = Dug, py = =g (7.1.48) 


显然 ,上 式 是 式 (7. 1. 46) 的 推广 ， 如 果 K 是 Hermite 算 子 , 二 者 一 致 . | wp。， pu， 
J,1 称 为 算 子 K 的 奇异 系统 . (7.1.48) 第 二 式 两 边 用 y,, 取 内 积 并 利用 的 正 
交 归 一 性 质 得 到 
pn(Pnrp) = (Yn,8) 
于 是 , 算 子 方程 Kp = g 的 解 可 用 K 的 奇异 系统 表示 为 


9 = > Zn 8) 9 (7.1.49) 


由 (7.1.47) 第 二 式 
Hn(pnrp) = (pK’ Yn)” = (Kp,Yn)” = (g,Yn)” = (pn,8) 
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因此 式 (7.1.49) 成 立 的 条 件 为 


忆 吉 [Ce = 之 (PP 上 = loi:<% 
如 果 方 程 Kp = g 右边 含 误差 g*= g + 6g 由 式 (7.1.49), 解 的 误差 为 
3 一 dpn 
? ?7 Hn 
显然 , 误差 比 
| vg-ol|_ 1 
| es-gll An 


由 于 奇异 值 趋向 零 而 发 散 . 因此 奇异 值 趋向 零 的 速度 控制 方程 Kp = g 的 病态 性 
质 . 如 果 奇 异 值 趋向 零 速 度 较 慢 , 我 们 说 Kyp = g 中 度 病 态 ; 反之 , 如 果 奇 异 值 很 
快 趋向 零 , 则 说 Kp = g 重度 病态 . 

式 (7.1.49) 表 明 ,Ky = g 的 病态 性 来 源 于 py, 习 0(n 习 %), 这 一 特性 提示 我 
们 能 否 通 过 改变 式 (7.1.49) 中 jy, 的 结构 得 到 Kep= g 的 正则 化 解 ” 为 此 , 把 正则 
化 算 子 表示 成 


Rg = > rales pr) (Ys 8) 9 (7.1.50) 


显然 要 求 g(a ,Am ) 满 足 

limala,p,) = 1 (7.1.51) 
另外 , 函数 g(a ,jy ) 的 选择 还 要 求 满足 正 见 化 条 件 式 (7.1.42). 下 面 我 们 介绍 一 
种 常用 的 正则 化 方法 ， 即 Tikhonov 正则 化 方法 . 

对 超 定 的 有 限 维 线性 系统 Kp = g, 通常 的 解法 是 求 泛 了 沙 J(g)= || Kp-g|i 的 
极 小 . 但 对 无 限 维 系统 , 求 || Kp- g || 的 极 小 化 问题 仍然 是 病态 的 . 因此 只 能 进一步 
对 极 小 函数 || Kgp - g || 放宽 要 求 为 

J.(g)= ||Kp-gll+t+allop|l’ (7.1.52) 
然后 求 新 泛 函 J.(9) 的 极 小 . 新 泛 函 J,(g) 称 为 Tikhonov 泛 函 ,而 第 二 项 称 为 稳 
定 泛 函 . 我 们 求 使 Tikhonov 泛 函 取 极 小 所 满足 的 方程 ,因为 
J (gpg)=l|Ko-gll+allogl*= | Kp -gll+toall ¢, | 
+2Re[(9 - 9.),a9s + K'* (Ky - 8)] 
+ Kl(pg—-9)l|+allo- 9, 1’ 
当 p。 满足 
agpu + K’' (Kp 一 5) = 0 
即 
ap + K+ Kop。 二 K'g (7.1.53) 
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时 ,J.(q) 取 极 小 . 显然 , 如 果 Kg = g 是 第 一 类 积分 方程 ,上 式 即 为 稳定 的 第 二 
类 积分 方程 . 
把 式 (7.1.53) 的 解 写 作 p= Rog，, 其 中 R, 定义 为 逆 算 子 
R。 = (al+ K’* K) "IK (7.1.54) 
用 算 子 K 的 奇异 系统 i ,op ,y, | 表示 , 令 式 (7.1.53) 的 解 为 


9 = De a) p, (7.1.55) 
代入 式 (7.1.53) 并 利用 式 (7.1.47) 
DA 


于 是 
(pu ok’ g) (Kyi'g) pul yn,g) 


ci(a) = 


a 十 ps ca 十 ja a 二 Ap 


立即 可 得 Kp = g 的 正则 化 解 


N Hn . 1 
pa = Rg = 2 Tf) en 二 D2) qa(a,p) (yp,,g) 9 
1Q+ py, Hn 


n=1 
(7.1.56) 
其 中 
1 
a + An 


gq(a,un) = (7.,1.57) 


因此 ，Tikhonov 正则 化 相当 于 取 式 (7.1.50) 中 的 函数 g(a,y,) 为 式 (7.1.57). 对 
Tikhonov 正则 化 算 子 , 存在 惟一 的 a = a(8) 使 残 差 公式 (7.1.45) 成 为 
上 KR -9 | = 


7.1.4 第 一 类 Fredholm 积分 方程 的 正则 化 方法 
考虑 有 限 区 间 [a ,5] 上 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


[Csy) p(y)dy = g(x) (7.1.58) 
取 稳定 泛 函 为 
6 d 2 
og) = lo) + a (GE) | ls9) 
其 中 go(y) 之 0 和 gq1(y) >0 为 选 定 的 已 知 函 数 . Tikhonov 泛 函 可 选择 为 
J(g,g8) = | Kp —-g ||?*+ad(y) 


= | [faz,y) ey)ay - a(z)| dz + aN(g) (7.1.60) 
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起 (7.1.58) 的 Tikhonov 正则 化 解 即 为 求 以 上 泛 函 的 极 小 , 即 
SJ(p,g)=0 (7.1.61) 
设 g(r)= po(7) 时 J(g,g) 取 极 小 , 令 p(x)= p(x)+An(x), 则 
J(p,g) = Jp g)+2MQCp ,7) + A (ng) (4) 


其 中 
Q( ps, 7) = | [x,y) gy)dy - g(x)|. ] JG) rdy la 
+ | [ao(y) gy) 99) + qr(y) gn (y) Jdy 
= (| KO, gd -6(y) 
一 | (gy) 0 }- goly) pe(y) | 7(y)dy 
+ agi(y) 9p 
其 中 


Ry) = | aCeyele ds 6(y) = | eye(edt 


因 当 p(z)= p(x) 时 ,J(g,g) 取 极 小 , 故 /(X)|,-o=0, 于 是 
Q(p.,7) =0 (7.1.62) 
由 w(xz) 的 任意 性 ,应 有 
| )p,(i)dt -ald se) - 
yt) pt)dt aay | ay) 5 |] qo(y) aly) 
= b(y) (7.1.63) 
且 
ai(y)p sy)|2=0 (7.1.64) 
下 面 根据 待 求 沙 数 p(zx) 在 端点 zx=a 和 4 的 性 质 分 别 进行 讨论 . 
(1) 已 知 g(a)= gp, 和 9p(2)= gs, 即 端 点 固定 . 这 时 式 (7.1.64) 自 动 满足 , 式 
(7.1.58) 的 Tikhonov 正则 化 解 满足 带 边 界 条 件 的 积分 - 微分 方程 


| Ey, t)p(t)di - a 二 [oo 2 Se 


= b(y); Pala) = 9p,; go (8) = gp (7.1.65) 
(2) 不 知道 端点 的 任何 信息 , 则 式 (7.1.64) 为 自然 边界 条 件 . 它 等 价 于 
pa(a)= pb) =0 (7.1.66 ) 
而 积分 - 微分 方程 不 变 ,仍然 为 式 (7.1.65). 
(3) 如 果 给 定 的 边界 条 件 既 不 是 自然 边界 条 件 也 不 是 固定 边界 ,例如 要 求 满 


|- qo(y) galy) 
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足 gs。(a)= 有 (常数 ), 则 应 首先 作 适 当 的 变换 ,如 p, (xz)= 和 (rz)- hr, 然后 求 
pa《(X) 的 正则 化 解 . 

从 式 (7.1.59) 可 看 出 ,稳定 泛 函 存在 的 基本 条 件 是 p(x) 的 导数 平方 可 积 . 
如 果 要 求 p(z) 有 更 高 的 光滑 性 ,如 p 阶 导 数 平方 可 积 , 那么 稳定 泛 函 应 取 


yp 2 rr 2 
Q( 9) = WA dy (7.1.67) 
其 中 "20, (r=1,2,…,p -1), on 相应 的 正则 方程 为 
| Ky, oer)dt + «>) El) | b(y) 
(7.1.68) 
边界 条 件 可 取 为 
(a) = 9 (a) = = ph DV (a 
wi 人 pe 21 (7.1.69) 
Gb) = 9 (6b) = = gh (6) 


7.2 脉冲 谱 技 术 (PST) 


脉冲 谱 (pulse spectrum technique,PST) 是 一 种 求解 逆 问 题 的 重要 方法 ， 其 优 
点 在 于 三 个 方面 :首先 , PST 方法 不 受 维 数 的 限制 , 无 论 是 一 维 、 二 维 问题 还 是 三 
维 问题 都 可 用 PST 方法 ; 其 次 ，PST 方法 不 受 方程 类 型 的 限制 , 无 论 是 椭圆 型 、 
双 曲 型 还 是 抛物 型 方程 ,涉及 的 逆 问 题 都 可 用 PST 方法 ; 最 后 ，PST 方法 不 受 问 
题 类 型 的 限制 , 对 7.1.2 小 节 所 述 的 五 类 逆 问 题 都 可 以 用 PST 方法 . 本 节 介 绍 
PST 方 法 的 基本 原理 以 及 在 方程 逆 问 题 中 的 应 用 . 


7.2.1 PST 的 基本 原理 


设 算 子 工 的 初 - 边 值 问题 为 
EL[a(r),t]uerti) = f(r,z), rE€EgG, :>0 
B[ul(r,t)]= b(r ,i), rE 3G， :>0 (7.2.1) 
ELx(r,t)]= qlr), rEG+taG 
其 中 B 和 已 分 别 是 边界 和 初始 算 子 ,u(r) 是 算 子 工 的 待 求 系 数 . 假定 部 分 边界 
3G1 上 的 测量 值 为 


3— = 9(r,t), rEaGi， t >10 (7.2.2) 
aG， 


逆 问 题 : 从 测量 值 P(r ,i ) 求 算 子 工 的 系数 a(r). 
PST 方法 的 基本 过 程 如 下 : 
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首先 , 对 式 (7.2.1) 中 方程 和 边界 条 件 ， 以 及 测量 附加 条 件 式 (7.2.2) 关 于 时 
间 变 量 上 作 Laplace 变换 (或 Fourier 变换 ) ， 即 
Lia(r),slU(r,s) = F(r,s), r€EG 
B[U(r,s)]= B(r,s), reEaG 


3U (r,s) (7.2.3) 
9n 


= GOr,s)， r 和 9CGl 
3G) 


其 中 工 .B、U、F、B 和 人 分别 是 LBu、f.。 和 9 的 Laplace 变换 (或 Fourier 变换 ) 
映 象 . 
其 次 , 构成 Newton 型 迭代 
anti(r) = a,(r) + da,(r) 
U(r,s) = U, (r,s) + 8U Crs) = 0,1,2,.%") (7.2.4) 
其 中 ao(r) 是 初始 猜测 值 , 假定 每 次 增 量 很 小 ， 即 
1 sa Cr) [| a,lr) |; | 8U, (r,s) | < | DCrs) | 
将 式 (7.2.4) 代 和 人 式 (7.2.3), 并 略 去 二 阶 以 上 的 增 量 ， 以 增 量 的 阶 数 分 类 得 到 
Lfa,(r),s]U,(r,s) = FCr,s)， r€EG 
~ (7.2.5) 
B[LU,(r,s)]= B(r,;s), rEaG 
以 及 
ELfas(r),s] SU,(r,s) = Z[r,s,da,(r), U, (r,s),…], r€EG 
B[dU,(r,s)]=0, rEaG 
(7.2.6) 
其 中 Z 是 运算 过 程 中 定义 的 已 知 应 数 , 且 线 性 依赖 于 54,. 设 式 (7.2.5) 的 Green 
函数 为 G, (r ,r,s)， 则 式 (7.2.6) 等 价 于 积分 方程 


SU,(r,s) = | Gesr ,sd2 [r,s der ), Ur,s) dr” 


(7.2.7) 
关于 变量 7 求 边界 法 向 导数 得 到 


a6U, (r,s) =| 9G,(r,r ,s) 
rEaG， G 


EE 2 Fr,8as(r DCr 5) ]dr 


rcE Ci 


取 近 似 
U(r,s) SO U(r,s)— U,(r,s) 
并 利用 附加 条 件 得 


aU ， 9G,(r,r, 
Bs) — Sar s) 2 yo = 9Gr (rsr ,3) 


on 9an 
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» Z[r’ ,ss,da(r ), U, (r,s), Jjdr’ (7.2.8) 

对 给 定 的 s,U,(r,s) 从 正 问题 式 (7.2.5) 求 得 , 而 Green 函数 的 法 向 导数 可 通过 
数值 方法 得 到 , 于 是 上 式 是 关于 a, (7 ) 的 第 一 类 Fredholm 积分 方程 , 它 是 不 适 定 
的 ,必须 用 正则 化 方法 求 之 . 

因此 PST 方 法 的 迭代 过 程 如 下 :;: 

(1) 给 定 初始 猜测 值 ao(r), 一 般 取 均匀 分 布 为 初 值 ; 

(2) 对 选 定 的 一 组 ;, 求 正 问题 式 (7.2.5), 得 到 Uo(r，,s); 

(3) 求 Green 函数 


Llao(r),s]JGo(r,r’,s) = 8(r,r’) 
B[G(r,r’,s)]=0 
数值 计算 Go(r ,r,s) 的 法 向 导数 ，; 
(4) 用 正则 化 方法 解 积分 方程 (7.2.8), 得 到 ao(r), 从 而 令 
ai(r) = ao(r) + Sa0(r) 
重复 迭代 过 程 , 直到 达到 满意 的 精度 . 
利用 PST 求解 方程 逆 问 题 主 要 由 二 部 分 组 成 : (1) 正 问题 求解 ; (2) 第 一 类 
积分 方程 求解 . 而 积分 方程 的 核 含有 Green 哆 数 , 对 一 般 的 变 系数 微分 算 子 和 边 
界 条 件 ，Green 函数 只 能 通过 数值 方法 求 得 . N 维 问题 对 应 的 Green 函数 是 2N 
维 的 ,而且 Green 函数 含有 奇 性 , 因此 ，Green 函数 的 计算 工作 量 巨大 ， 
如 何 避 免 计 算 Green 函数 计算 是 PST 方法 的 一 大 问题 . 研究 发 现 , 在 一 些 特 
定 条 件 下 ，Green 也 数 的 计算 可 以 避免 ,这样 的 PST 方法 称 为 广义 PST 方法 . 下 
面 以 具体 例子 来 说 明 . 


7.2.2 光 热 测量 中 热 导 系数 的 反 演 


考虑 光 热 测量 中 热 导 系数 深度 分 布 
的 逆 问 题 . 如 图 7.2.1, 实验 过 程 为 , 激 
光束 垂直 人 射 到 样品 表面 提供 热 产 生 
源 , 从 而 在 样品 内 部 产生 温度 场 分 布 . 
假定 样品 表面 全 吸收 ， 于 是 温度 场 


Te ,人 沁 呈 要 术 散 方程 和 辽 界 条 人 图 7.2.1 光 热 测量 样品 表面 的 温度 


(7.2.9) 
=0 
z=L 


其 中 p 和 c 分 别 是 材料 的 密度 和 比 热 , 可 假定 与 深度 无 关 , (xz) 是 材料 的 热 导 系 


- 机 (0 
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数 深度 分 布 , 依赖 于 深度 =, L 是 样品 的 厚度 . 式 (7.2.9) 中 g(t) 是 样品 吸收 光 
能 而 产生 的 表面 热流 , 第 二 式 是 由 于 空气 的 热 导 系数 与 样品 相 比 可 忽略 不 计 ， 因 
而 下 表面 热流 为 零 . 实验 中 可 测量 的 量 为 表面 的 瞬 态 温度 
T(z,t)|.-0 = Toli) (7.2.10) 
逆 问 题 : 通过 实验 测量 数据 To(i), 求 热 导 系 数 深度 分 布 &(z). 
PST 方法 的 过 程 如 下 . 首先 , 对 式 (7.2.9) 和 (7.2.10) 作 Fourier 变换 


iop eT(z,0) = Ek(z) FAT,0)|=0, =E (0,L) 
dT(e.0) 


20 (7.2.11) 
L 


&(0) ora _ 


= g(w);  k(L) 


T(z,wm)|.-0 = To(w) 
注意 : 这 里 用 Fourier 变换 , 而 不 用 Laplace 变换 ,因为 To(w) 可 直接 测量 , 而 无 
须 测量 瞬 态 信号 To(1), 后 者 的 测量 反而 比较 困难 . 
第 二 步 : 建立 迭代 过 程 , 令 
T(z,w) = T(z,w) + T(z,w) 


ktri(z) = kt(z) + Bk:(z) 07.2.12) 
代入 式 (7.1.11), 并 忽略 TE(z,w) 和 6k:(xz) 的 高 阶 项 , 得 
iwpeT* (x ,0) - 天 | (<) T(z,0)|=0, zE€ (0,L) 
(7.2.13) 
A(0) ST = = g(w); we(L) 2 人 | 
以 及 


iwocS T(z,w)— 关 |K(<) T(z,0) |= 天 | stz) T(z,0) | 


— kt(0) = 6k*(0) 


BT 
ax 。 (7.2.14) 


9 了 人 ) 
dz 


z=0 
98 T(z,w) oT (zx,w) 
(LL) dz gx 


= Sk*(L) 


z=L 


z=L 
为 了 避免 使 用 Green 函数 ， 利 用 过 程 : 式 (7.2.13) 和 (7.2.14) 第 一 式 两 边 分 别 乘 
5T* 和 7T*, 二 式 相 减 并 对 变量 > 积分 得 到 


[Bre) re Ta = re )e: 
0 
对 上 式 分 部 积分 , 并 且 利 用 式 (7.2.13) 和 (7.2.14) 中 的 边界 条 件 得 到 
sets oT TE dz = 8T*(0,0)g(w) (7.2.15) 


引进 近似 
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STI(0,w6) = TO,o) - Te(0,w0) ~ To(w) —- T(0,w) 
于 是 得 到 关于 5&*(z) 的 积分 方程 


| SR4(z )[ aT (ez 2 


人 用 完备 的 正 交 归 一 函数 集 1 和 (=)， 
2,…| 展 开 Se (z)， 并 作 截 断 () 委 N) 近 似 


dz = g(o)[ 和 (0,w)- Tolw)] (7.2.16) 


dk*(z) = Spz) (7.2.17) 
假定 实验 中 测量 的 频率 点 为 ou ,zi 1.2,… ,MI , 式 (7.1.16) 离 散 成 
on-=a 人 =12…,M) (7.2.18) 
其 中 业 
gq; = gqg(wi) [TT (0,0w;) — To(w;)] 


_ [roaTt(z, ww) 
Wi 网 | 5 | 万 (z)dz (7.2.19) 
(i = 1,2,…,M;) = 1,2,.…,N) 


式 (7.2.18) 写 成 矢量 形式 


Wxr=g (7.2.20) 
其 中 W= iwi1 是 M x NN 矩阵 ,x = (zi,x2,…*,XN) I 和 gqg=(g1,g2,…,gMm)'( 上 
标 工 表示 转 置 ) 分 别 是 N 与 M 个 分 量 的 列 矢 量 . 因此 , 热 扩散 方程 的 逆 问 题 转化 
为 求解 M x N 阶 代数 方程 . 注意 到 M 是 实验 中 测量 频率 点 数目 , N 是 正 交 归 一 
函数 集 的 截断 数 , 一 般 取 M>N. 因此 线性 代数 方程 (7.2.20) 是 超 定 的 . 另 一 方 
面 , 数值 计算 表明 , 矩阵 W 的 奇异 值 迅速 趋向 零 , 因此 式 (7.2.20) 是 严重 病态 
的 . 事实 上 , 式 (7.2.20) 是 第 一 类 积分 方程 (7.2.16) 离 散 化 而 来 ， 而 第 一 类 积分 
方程 是 不 适 定 的 . 
根据 7.1.4 小节, 用 Tikhonov 正则 化 方法 求 式 (7.2.20) 的 正则 化 解 ,由 式 
(7.1.56) 


N 
xs = 2) 


(gq vi )u, (7.2.21) 
之 二 和 
其 中 fyusyol 是 WwW 的 奇异 系统 
Wu = pv; Wp, = pu (7.2.22) 


为 了 寻找 最 佳 的 正则 化 参数 a, 定义 误差 函数 
上 Tt(0,w,a) ~ To(w) | 
|| To(w) | 


Ela) = (7.2.23) 


其 中 模 的 定义 为 
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0) =o ob 
函数 集 h,(z) 取 简单 的 形式 


h(x) = | 对 (j 一 DD 放 <<<j 攻 ,0 = 1,2,…,N) (7.2.24) 
0， 对 其 他 = 

计算 机 数值 实验 过 程 如 下 : 

(1) 给 定 热 导 系数 的 分 布 k(x), 利用 数值 方法 (如 差分 法 ) 求 各 个 频率 点 样 
品 表面 的 温度 To (w;) 作 为 测量 数据 . 真实 测量 数据 的 误差 通过 加 白 噪 声 到 
To(w;) 来 模拟 . 

(2) 选择 初始 分 布 如 (=), 一 般 取 为 常数 . 由 式 (7.2.13), 利用 数值 方法 (如 
差分 法 ) 求 各 个 频率 点 的 温度 分 布 T*(z,w), 然后 由 式 (7.2.19) 可 求 出 w; 和 g,. 


M 
1 


k(z WW/km) 


0 20 40 60 80 100 
深度 z/ um 


图 7.2.2 (a) 三 次 迭代 中 热 导 系数 的 分 布 (b) 误 差 函 数 E(a) 随 正则 代 参 数 a 的 变化 


70 70 


公 

bm 
个 
be 


kK(2Y(W/ km) 
名 

Kk(z MW/ km) 
总 


40 


性 
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图 7.2.3 不 同 噪声 强度 热 导 系数 分 布 反 演 的 数值 例子 
(a) 利 用 温度 场 的 振幅 ;(b) 利 用 温度 场 的 相位 
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(3) 结合 式 (7.2.21) 和 (7.2.23), 尝试 正则 化 参数 , 求 出 最 佳 正则 化 参数 ， 
于 是 求 得 5k°(z), 完成 第 一 次 迭代 , 得 到 
ki(z) = k°(z) + dk°(z). 
(4) 重复 (2) 和 (3) 得 到 
kit+l(z) = kt(z) + Bh:(2) 4 
精度 判 据 为 


加 的 
有 = -和 2ds 


当 I <e, 迭代 结束 . 图 7.2.2 (a) 给 
出 三 次 迭代 过 程 热 导 系数 的 分 布 , 初始 猜 
测 为 常数 &?(z) = 40. 实 线 为 &(z) 模 型 . 图 1 3 5s 7 9， 1 
7.2.2(b) 为 误差 函数 EE(a) 随 参数 a 的 变 
化 , 从 图 可 见 : 存在 a* 使 E(a) 极 小 , 而且 图 7.2.4 ”精度 与 迭代 次 数 的 关系 
对 每 一 次 友 代 ,“ "不同 . 

图 7.2.3 给 出 测量 信号 含 不 同 强度 噪声 后 反 演 结果 的 数值 计算 例子 . 实 线 为 
热 导 系数 分 布 E&(z) 模 型 . (a) 是 用 振幅 信号 反 演 的 结果 , 白 噪声 强度 分 别 是 原 信 
号 强度 的 2%(。).5%(*) 和 10% (v); (b) 是 用 相位 信号 反 演 的 结果 , 白 噪声 与 
原 信 号 相位 差分 别 为 0.2"(。).0.5(*). 和 1.0"(v). 图 7.2.4 为 精度 判 据 随 迭代 
次 数 的 变化 , 可见 收敛 速度 较 快 , 一般 通过 10 次 迭代 即 可 满足 要 求 . 


7.2.3 应 用 于 二 维 波动 方程 的 逆 问 题 


在 非 均 匀 的 流体 介质 中 , 二 维 声波 方程 为 
V*: (kVu) = pur + 了 (x,y) E G, :>0 (7.2.25) 
数 ,w= u(r,y,i) 为 压力 场 ,f= f(z， 
x yi) 为 外 力 ，G 为 下 半 平 面 ,Q 为 图 


7.2.5 所 示 的 二 维 不 均匀 区 域 ， 初 始 和 
9 边界 条 件 为 


u |:-0 = ui|,-o0 = 0， (zx,y) € G 


ou 


Aan = 0， XE€E(-%,%) 


y=0 

图 7.2.5 二 维 波动 方程 反 演 (7.2.26) 
站 第 二 式 对 应 于 表面 法 向 应 力 自 由 . 测量 

附加 条 件 为 表面 速度 


us|,o0= prst), rE(-%,%) (7.2.27) 
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假定 密度 分 布 o(z,y) 已 知 . 逆 问 题 从 测量 数据 wp(z,z)， 反 演 系 数 EC(z,y). 
根据 PST 原理 ， 首 先 对 方程 (7.2.25) 一 (7.2.27) 作 Laplace 变换 
VvV.(kYU)- ptU=F 
9U = 0; sU1,-o= B(r,s) (7.2.28) 


y=0 


其 中 U=U(z,y,s) 和 下 = F(x,y,s) 分 别 为 u(xz,y,t) 与 /f(x,y,t) 的 象 函数 ， 
s>0. 其 次 , 作 和 迭代 
U(r,y,s) 二 U(x,y,s) 十 SU (zyys) 


(7.2.29 
kari(T,y) 一 R (zy) + SA (zy) ) 
代入 式 (7.2.28) 得 
V.(k, VU,)- po U, = 下 ， (x,y)EG 
7.2.30 
2 =0， xzE(-%,%) | 
Nn 1y=0 
以 及 
Vv. (k, VEU,) — ps SU, =— VY. (8k, Y U,), (z,y)EG 
7.2.31 
on = 0， rE (— ,00) ) 
nn y=0 
定义 Green 晴 数 G=G(zx,y,x ys) 
-VY: (kVYG)+poG = 6(r,y,x ,yy ), (ryrr ry )EG 
?G -0, 1€(- ,0%) (7.2.32) 
7 y=0 
于 是 , 式 (7.2.31) 化 为 积分 方程 
SU,(x,y,s) = Wey . (8k,. VU,)do” (7.2.33) 
其 中 do 为 二 维 面 元 , 即 
SU,(xr,y,s) = jf VvV. (8k,G VY U,)do’ -|| 84,9 GV U,)do’ 
(7,2.34) 


9aU. 
= | 8k,G "ar -| av Gv Us)do 
aG on G 


其 中 第 一 项 已 利用 平面 Green 公式 化 成 了 边界 上 的 积分 . 由 边界 条 件 , 第 一 项 为 
零 ,于 是 


U(xz,y,s) = 一 || sevc "VU,)do” 
由 (7.2.28) 第 三 式 测 量 条 件 
|| skvc "VU,)do’ 2 U, — (7.2.35) 
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由 于 在 Q 外 3 ,=0, 上 式 简 化 成 
6 


i 3k,(VG .VU de ~ U,- 
Nn 


利用 7.1 节 的 正则 化 方法 , 可 求 得 上 式 的 解 , 完成 一 次 迭代 过 程 ， 

因 式 (7.2.35) 涉 及 Green 函数 的 梯度 计算 ， 这 是 非常 困难 的 . 另 一 个 计算 方 
法 是 用 有 限 元 法 直接 求解 式 (7.2.30) 和 (7.2.31). 根据 变 分 原理 , 式 (7.2.30) 和 
(7.2.31) 等 价 的 变 分 问题 为 


-~ 1 2 2 _ 172 
J(U,) = A U,)* + soU] do || mac (7.2.36) 
1(8U,) = - il [kA(VOU,) + sp8U2 ] do 
G 
(7.2.37) 


| ss SU .CU JUFdc 
对 区 域 G 进行 三 角形 划分 , 可 以 得 到 关于 8&, 的 超 定 线性 方程 组 , 然后 用 正则 化 


方法 求解 ， 这 样 不 仅 避 免 了 Green 函数 的 梯度 计算 ,而且 避 兔 了 求解 正 问题 式 
(7.2.30). 


7.2.4 应 用 于 环境 污染 控制 的 逆 源 问题 


设 河道 长 为 二 , 上 游 端 点 污染 浓度 为 常数 n。， 在 河 段 L 区 间 内 存在 与 时 间 
无 关 的 污染 源 , 其 强度 为 F(z)， 如 图 
7.2.6. 下 游 远 处 污染 浓度 趋向 均匀 ， 逆 
问题 :假定 在 河 段 L; 内 污染 浓度 要 求 控 
制 在 n* 以 下 , 求 污染 源 的 强度 分 布 . 候 
定 河道 及 排污 情况 可 用 一 维 近似 , 污染 “了 ™ 


物 浓度 n(xz ,i) 满 足 一 维 对 流 -扩散 方程 图 7.2.6 一 维 逆 源 问题 
2 
于 t+) rE€ {0,L), 上 >0 (7.2.38) 
初始 和 边界 条 件 为 
n(x,0) = 0， rE€(0,L) 
n(0,£) = no; 2 _0, Jy0 (7.2.39) 
r=L 


其 中 zx 为 水 流速 度 , 有 为 污染 物 扩散 系数 . 式 (7.2.38) 第 二 项 表示 对 流 作 用 ， 即 由 
于 水 流 作 用 而 使 x 点 的 污染 浓度 变 小 . 在 上, 区 域 , 污染 浓度 限制 在 可 允许 值 以 下 

n(xt)| er, En’ (L2,1) (7.2.40) 
对 式 (7.2.38) 和 (7.2.39) 作 Laplace 变换 
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， aN oN 1, 
SNt+udr ka + sf/(r), 5 >0 
(7.2.41) 
N(0,s) = 20 ， 2 -= 0， ,0 
5 并 r=L 
可 允许 条 件 变 成 
N(z,s)| er, 委 N (L2,s), s>0 (7.2.42) 


逆 问 题 变 成 : 确定 f(xz), 使 由 F(z) 通 过 边 值 问题 式 (7.2.41) 决 定 的 浓度 分 布 
NOz,s) 满 足 式 (7.2.42). 把 F(z) 看 作 决 定 变量 , N(z,s) 看 作 参 变量 , 这 一 道 问 
题 实际 上 是 一 个 优化 问题 ,， 即 求 泛 函 的 条 件 极 小 


minJ (f) =| 加 [NGCz,s)- N (La,s)| dz (7.2.43) 


约束 条 件 为 : N(x,s) 满 足 边 值 问题 式 (7.2.41). 因此 , 关键 问题 是 求 J 了 关于 三 的 
一 阶 变 分 .下 面 用 PST 方法 求 之 . 


作 和 迭代 
Niri(z,s) 一 N(x,s) 十 SNe(z,s) (7 2 44) 
frri(x) = fi(r) + Sfi(r) 和 
代入 式 (7.2.41) 
aN oN 
sNe t+ u 3 =k FE + f(r), s>0 
7.2.45 
70 dNi(x,s) ( ) 
N;(0,s) 二 S 9 二 0， 3 >0 
5 z r=L 
以 及 
a6N a5N 
SS 人 + wu 了 = 了 + Laf.(zx), 5 >0 
(7.2.46) 
9 
NO) =0; PEDY) 0 ,>0 
z r= 


显然 , 式 (7.2.45) 是 普通 的 边 值 问题 , 而 上 式 的 意义 在 于 建立 了 5N, 和 5fi (zx) 
之 间 的 关系 . 利用 Green 函数 


7 9 “ D2 7 ， 
SG(ZZ 3) 十 到 Cz ,5) k Els ,5) _ SCz 
/ (7.2.47) 
G(0,z ss) = 0; ?EF ,5) -0 
r=L 


可 以 得 
Ll1 ， , , 
SNi(x,s) = | G(r, ,S06fi(xr’ )dz 
因为 污染 源 仅 仅 存 在 于 Li 区 间 ,， 所 以 上 式 为 
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aNi(z,s) = | 1G(z x’ ,sf x dr (7.2.48) 
工 Lj 


另 一 方面 ,由 式 (7.2.43) 可 以 得 到 次 氨 代 过 程 中 (了) 的 一 阶 变 分 
a1 = 了 [Na NCL2,s)] BNi(z,s)dr 


由 式 (7.2.48) 得 到 
8J.(f) = 2| | [NCxss) = N° (Lass)]GCrsr’ ,sf drdr 
Ss rE€EL zr€EL, 


因此 有 


Jf) _ 
fe 


我 们 可 以 把 泛 函 1(7) 取 极 小 的 必要 条 件 近 似 为 


12 | -要 
6 | 


= 二 | er [Ni(z,s) ~ N°*(L2,s) G(r, r,s)dr (7.2.49) 


2 
| [N(x,s) ~ N°(L2,s)]G(rr ,ss)dr| dr < e 
L, 


(7.2.50) 
其 中 e 是 预先 设 定 的 小 正 数 . 在 迭代 过 程 中 , 如 果 上 式 满 足 , 即 完成 迭代 . 反之 ， 
可 用 求 泛 函 极 值 的 方法 继续 迭代 . 需要 注意 的 是 , 这 里 的 泛 范 了 ( 廊 与 了 关系 比较 
复杂 , 4.4 节 中 介绍 的 共 堪 梯度 法 要 作 较 复杂 的 修正 , 这 里 不 作 进 一 步 展 开 介 绍 . 


7.3 ”本 征 值 逆 问题 
本 征 值 逆 问题 有 重要 的 应 用 , 最 简单 的 例子 是 如 何 从 测量 的 共振 频率 决定 芝 


的 不 均匀 密度 分 布 . 另 一 个 例子 是 从 人 的 发 声 , 反 演 声 道 的 形状 . 本 节 主 要 讨论 
简单 的 Sturm-Liouville 本 征 值 道 问题 


2 
_ 二 tax)u(z) = hz(z)， zx € (0,7) 
u (0) — hu (0) = 0; u (1)+ Hu(l)=0 (7.3.1) 


正 问题 : 已 知 函 数 g(z ), 求 本 征 值 4, 及 相应 的 本 征 函 数 w,(x), 而 逆 问 题 为 : 已 
知 本 征 值 的 分 布 4,(n ==1,2,3,…), 求 函 数 ga(z). 对 一 般 形式 的 Sturm-Liouville 
方程 可 通过 6.4 节 的 Liouville-Green 变换 化 为 上 述 简单 形式 . 


7.3.1 本 征 值 的 渐 近 特征 


在 6.4 节 中 我 们 已 讨论 了 本 征 值 的 渐 近 特征 , 但 在 本 征 值 逆 问 题 中 ， 必 须知 
道 更 精确 的 渐 近 表达 式 来 证 明 本 征 值 道 问题 的 惟一 性 . 为 了 简单 ， 以 下 讨论 限于 
第 一 类 边 值 问题 ， 即 假定 一 cc 和 万 一 co . 
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由 常 微分 方程 理论 , 对 给 定 的 函数 g€ L*(0,l) 和 XEC, 下 列 二 个 初 值 问题 


的 解 存 在 且 惟 一 
dz 
~ TE gr) u(r) = Mulz), rE€ (0,7) (7.3.2) 
ui1(0) = 1; u'1(0)=0 
以 及 
_d d wz) 
dx + q(xr)us(xr) = Aus(zx), rE (0,7) (7.3.3) 
uw2(0) 三 0; u 2(0) 二 1 


函数 | xiy U2| 称 为 常 微分 方程 


-EE + ae(z)z(z) = hu(z)， re (0,0) 
的 基本 系统 . 因为 图 数 |xi,xz|l 的 Wronskian 行列 式 具 有 性 质 
u u , ， 
让 [uu] = 革 , 7 三 UiUW2 一 MIU2 = uilg — A)us ~ ug — A)ul =0 


且 由 初始 条 件 得 [wi1,w2z],-o=1, 故 [wi,w2]=1. 因此 函数 ul 入 ,线性 独立 . 
于 是 , 方程 的 通 解 可 由 基本 系统 构成 
u(rz) = Aui(x) + Bus(z) (7.3.4) 
其 中 A 和 B 是 常数 ,由 边界 条 件 u(0)= ull)=0, 显然 应 该 有 A=0 和 wu,(1)=0. 由 
于 函数 iu ,zz} 依 赖 于 g 和 4, 可 表示 成 u(x ,4,g) 和 u(x ,4,g), 因此 u(1)=0, 即 
f(A4)=us(l,A,g9)=0 (7.3.5) 
是 决定 本 征 值 4 的 方程 ,f(4) 称 为 本 征 值 问题 式 (7.3.1) 的 特征 函数 . 
例 7.3.1 g=0, 式 (7.3.1) 的 基本 系统 为 


(7.3.6) 


wa 0) = cosY Mi oa.0) = 得 二 


不 难 用 WKB 近似 证 明 , 对 任意 的 gEL2:(0,7)， 当 ) 一 oo, 式 (7.3.1) 的 基本 系统 
具有 以 上 渐 近 特性 . 
下 面 证 明 初 值 问题 式 (7.3.2) 和 (7.3.3) 与 下 列 第 二 类 Volterra 积分 等 价 


ul1(z) ) = eosviz + | Ea) (7.3.7) 
42() = 
其 中 zeE [0,4]. 


sinVAz , [* sinVA(x -1) | 
A + VY q(t) u(t)di (7.3.8) 
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方程 (7.3.7) 证 明 如 下 . 为 了 方便 , 令 函 数 


C(xr) cosyAr; S(z) = 开业 


所 
利用 积分 关系 


上 Log(GD -80 de = [f(g - fg CD 
如 果 ui 满足 式 (7.3.2)， 则 
| s(tz -Dau = J sz- aut) + ult) dt 


= [ROLSE -+S(r-t)) d+ [u(tS(r -t+ u(t)s(r -tt)]|: 


= ui(x) - cos(V ax) 
即 为 式 (7.3.7). 反 过 来 , 证 明 如 果 xi 满足 式 (7.3.7), 必 满 足 式 (7.3.2). 显然 
式 (7.3.7) 满 足 边 界 条 件 , 对 式 (7.3.7) 求 一 阶 和 二 阶 导数 得 到 


i (x) =— VAsinVAzr+ Jeosvalr ~ 4) (1) u(t) dt 


下 
0 


ui (x) = AcosV hr + q(x)uilz) Va] sinvalz ~ g(t)d 


=— Aui(xz) + q(xz)uil(x) 
即 为 式 (7.3.2). 类 似 地 , 可 证 明 式 (7.3.8). 
为 了 讨论 本 征 值 的 渐 近 特征 , 式 (7.3.8) 改 写成 


uz(x) = [1 + g(r)]- gl) (7.3.9) 
其 中 
qi(z) = | eos Vk ult) dt 
gq2(7) = | sinVkig( ul di (7.3.10) 
因此 由 式 (7.3.5), 本 征 值 形式 上 满足 方程 
tan(VXz) = 3 0 (7.3.11) 


另 一 方面 式 (7.3.9) 可 写成 


u2(XT) = 和 + 方 
一 sinVAz + a(VA ,zx) 
A VA 


[ a(x )sin Vaz 一 oz(zjcosVz | 


(7.3.12) 
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代 人 式 (7.3.10) 


gi(z) = 到 [ 计 sin2 VXig (1)dr + cosVjea(t)aCVi td | 
g(x) = 走 [ 示 sou - 二 cos2 V Rtq (1)dt :| sinV Kiq(t)a (Wat) di | 


显然 上 二 式 中 的 积分 除 gz(z) 的 第 一 项 外 ， 当 4 一 co ， 阶 数 都 是 D(4 一 ), 因此 


qi(Z) = QQ) 
! VA 
1 rr 
qs(x) = 去 [ 划 cod + OO | (7.3.13) 


代入 式 (7.3.11) 得 到 

go/VA 十 O(1-1) 
I1+O(C DO) 

其 中 2g6 三 | g(r)dr . 因为 当 g(z)=0, VNU= nx, 故 令 VML= nr+ 8, 代 入 上 式 


gol/(n7n) + O(n ) 
1+ O(n™) 
从 而 8= golA(nx)+ O(n““), 因 此 本 征 值 的 渐 近 特征 为 


! 
MAL = nn + ao + O(n™) 
nx 


tan(V Al) = (7.3.14) 


tan($) = 


两 边 平方 得 

入，== "rT 十 了 | sod + O(n-!) (7.3.15) 
相应 的 本 征 函 数 渐 近 表达 式 为 

zu( 工 ) = A, ee + O(n™) (7.3.16) 


系数 A, 由 本 征 函 数 的 归 一 化 条 件 决定 


| | u(x) | :dz = A a WArdz + O(n 3) = 多 |， -时 + O(n 3) 


即 A, = V24,ALL1+ O(1/n)], 因此 归 一 化 本 征 函 数 的 渐 近 表达 式 为 
zi( 工 ) = 了 sin WA + O(n-!) (7.3.17) 
可 以 证 明 ， 函数 系列 | g, =sin V4srx| 在 L(0,7) 空 间 是 完备 系 , 即 如 果 对 所 有 的 
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n 都 成 立 关系 
| rz)gtz)dz =0 (7.3.18) 


那么 f(x )=0. 注意 g,(x) 与 u(x) 的 区 别 . 
对 任意 的 疡 >0 和 及 >0, 可 以 得 到 类 似 的 渐 近 表达 式 . 例如 本 征 值 问题 


2 
-SE + gz) u(r) = ju(z)， x € (0,0) 
u(0) = 0; u (1l)+ Hu(l)=0 (7.3.19) 

特征 函数 为 

f(4) = dua) ,pil 4,9) . (7.3.20) 

例 7.3.2 当 ag=0,x(z) 由 (7.3.6) 第 二 式 表 示 , 因此 特征 函数 为 
f(A) = cosVAL + H ee) 

进一步 , 如 果 态 =0, 本 征 值 为 熟知 的 

2 = 司 + 12) n = 0,1,2,… 

/ 


可 以 证 明 , 式 (7.3.19) 的 本 征 值 和 本 征 聘 数 的 渐 近 表达 式 分 别 为 


4, = (fr +2H+ 二 | q(t)dt + O(n-!) 


(7.3.21) 
w(x) = 3s nj| 名 zz ] + O(n-1). 


7.3.2 本 征 值 逆 问 题 的 惟一 性 


一 般 来 说 , 本 征 值 逆 问 题 不 是 惟一 的 , 简单 的 例子 是 , 如 果 4 是 下 列 问题 的 
本 征 值 


_ du(x) 
+ q(x)u(r) = Aul(zx), ZE (0,1) (7.3.22) 


u(0) = 0; u(l)=0 
相应 的 本 征 旺 数 为 x, 那么 4 也 是 下 列 问题 的 本 征 值 


_ dv(x) - .= 
+ qtz)vtz) = h(x), x € (0,7) (7.3.23) 


v(0) = 0; v(!)=0 
相应 的 本 征 函 数 为 w(z)= 王 x(L2-z), 其 中 gg(z)=dg(2-z). 可 见 ， 从 单一 
的 本 征 值 不 能 惟一 决定 函数 g(x ). 除非 我 们 知道 本 征 函 数 的 某 些 特征 ， 如 上 例 
中 假定 gc(z) 和 x(z) 关 于 1/2 对 称 , 或 者 知道 其 他 边界 条 件 下 本 征 值 的 分 布 . 
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为 了 证 明 本 征 值 着 问题 的 惟一 性 ,首先 介绍 Gelfand-Levitan-Marchenko 
(GLM ) 积 分 算 子 , 它 的 意义 在 于 把 二 个 初 值 问题 -w(x)+ q(xz)u(r)= Xu(zx) 
和 一 v(x)+ p(xr)v(z)= Ahv(x) 的 解 通 过 积分 方程 联系 起 来 , 而 更 重要 的 是 
GLM 积分 算 子 的 核 与 本 征 值 * 无 关 . 

设 p,qgEL?(0,1),u 和 w 分 别 是 下 列 初 值 问题 的 解 


-EG ez)z(z) = Mu(z)， x(0) = 0 (7.3.24) 
及 
加 oF) + p(xr)v(zx) 二 Av(X); v(0) = 0 (7.3.25) 


且 x (0)=w (0), 那么 存在 积分 关系 
u(r) = v(x) + | K(x vd, ZE [0,!] (7.3.26) 


其 中 GLM 积分 算 子 的 核 K(x,t) 是 下 列 Goursat 问题 的 弱 解 


PRK(zx,t) PK(zx,t) 


2 7 + [p(t1)—- g(x)]JK(z,t) =0, (0<t1<r</) 


K(x,0) = 0， rE€ [0,7] (7.3.27) 
K(z,z) = 于 | Las) - 2G)]dsze ro] 


可 以 证 明 Goursat 问题 的 弱 解 存在 且 惟 一 . 
下 面 证 明 式 (7.3.26), 首先 假定 p,qg€ C*(0,1), 定义 函数 


wr)= or) + 外 Kz dr, rE [0,l] (7.3.28) 


只 要 证 明 w(x)= w(x) 即 可 . 显然 满足 初始 条 件 w(0) = v(0) =0= x(0). 对 上 
式 求 一 阶 导数 
w(x) = vr) + Krsr) vr) + | K(x, wl)de, x € (0,1) 
初始 条 件 w (0) = v (0)= wu (0) 也 满足 . 进一步 求 二 阶 导数 
w(xz)= vr) + v(x) 下 年 之) + K(xr,zxz)v (rz)+ Ki(r,r)v(x)+ | Ke 
K(x,x) 
dr 


= [p(x) -a+ + Ks(x,z) v(x) + K(z,z)v (zr) 


+ [lalz) pa) IKCGz) + Ka(zst) v(t)dt 


分 部 积分 
| Klz ,v(t) d= | Klz,) (dt + [K(xst) v(t) — Kzst)v (0) ] | 2 
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= MM -AK(x,t)v(t)dt + K(xrsr)v(zr) — K(xr,r)v (r) 


注意 到 微分 关系 
dE ED jo + 于 全 全 有 K(xr,r)+K(r,r) 


= [a(z) - p(z)] 


因此 
ur(z)= | 2(z) -4+ 人 + 天 Cr sz) + KiCz,z)]u(z) 
+ [g(x)—A] | KC,t) vl)d 
= [g(r) alo(z) + | Kr vl) | 
= [g(xz)—- XJw(zr) 
即 


2 
一 二 人 + q(x)w(x) = hz) 


由 初 值 问 题解 的 惟一 性 ,w(x)= u(x). 

对 p,qgE€EL*(0,7), 取 序列 {p,q,1€C*(0,/), 两 个 函数 序列 分 别 收敛 到 p， 
gE€EL’(0,7): limp,=2 和 lim gq, = g,， 对 序列 的 每 个 元 素 p,, 和 gq,， 有 
w(x) = v, (x) + | K(x v(t)d (7.3.29) 
可 证 明 ,， 函数 xx， 、v, 和 KK, 一 致 收敛 到 wu、v 和 天 . 

例 7.3.3 取 p(zx)=0, 那么 


Qo (7.3.30) 


v(x) = Sin WA 
A 


因此 ,u(xz) 可 表示 为 
u(x) = 2 + | K(x,t) mA, rz € [0,1] (7.3.31) 


其 中 核 K(x ,i) 是 下 列 Goursat 问题 的 弱 解 


OK(r,1) OK(zr,t) 
az at 


K(xr,0) = 0， ZE [0,7] (7.3.32) 
K(z,z) = #) ea)as, zx € [0,1] 


q(x)K(zx,t) = 0， (0<z<xz<1) 


re 
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根据 式 (7.3.26) 可 证 明 本 征 值 逆 问 题 的 惟一 性 定理 . 设 如 是 实数 , ,gE€ 
1L*(0,7),4,(p) 和 4,(g) 分 别 是 下 列 本 征 值 问题 的 本 征 值 


- (a) + pz)u(z) = u(x); wu(0) = u(l) = 0 (7.3.33) 
- 1 +g(z)o(z) = io(z); au(0) = vl) = 0 (7.3.34) 
进一步 假定 y,(p) 和 jy,(g) 分 别 是 下 列 本 征 值 问题 的 本 征 值 
_ du (xz) 


dz + PAx)ulr) = pulz) (7.3.35) 


u(0) = 0; 2 (1)+ Hu(l)=0 


d2v ~ 
一 到 二 + q(x)v(r) = polr) (7.3.36) 


v0)=0; v(l)+ Hv(1)=0 
如 果 对 所 有 的 n, 恒 有 
(bp) = 4.(9) 和 pp) = p,(q) (7.3.37) 
则 p(x)= g(xzx). 
证 明 : 由 本 征 值 的 渐 近 表达 式 (7.3.15) 


hp) = 二 于 + 二 pd + On!) 
(9) = SE + aa + Oo 和 
因此 
ed ~ oli] ade = 4 hima(p) 4,(9)]=0 
由 (7.3.27) 第 三 式 即 有 
K(i,l)=0 (7.3.39) 


设 ww 和 vw, 分 别 是 对 应 于 4,(p) 和 4,(9) 的 本 征 函 数 , 并 假定 wx。 和 vw, 归 一 化 到 
ua.(0) 三 wv,《0)=1( 我 们 总 可 以 做 到 这 点 , 而 不 失 一 般 性 ), 于 是 由 式 (7.3.26) 


u(x) = v(x) + | KCz,i) v(t)d, z€E[01] (7.3.40) 
利用 边界 条 件 wu,(1)=0 和 vw,(1)=0, 上 趟 取 -7 于 是 
0= | KC,0) vd 
0 


因为 |v,(xz)| (n=1,2,…) 是 完备 系 , 由 式 (7.3.18) 
K(l,t:) = 0, tE[0,7] (7.3.41) 
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对 u, 和 wv,， 同样 有 

(x) = D(z) + | KG, i)o, (de, rE€E[0,1] (7.3.42) 
上 式微 分 并 且 取 x =/ 

ul) = vl) + KO,L)v,(L) + | KB)d (7.3.43) 


式 (7.3.42) 中 取 x+ =17，, 并 乘 互 ,然后 与 上 式 相 减 ,得 到 
[alt) — vl) + Haus) — v(t)]t KO Oo CD) 
_ 7.3.44 
+ [Kn) HKG DS (Dd = 0 ( ) 
利用 式 (7.3.39) 和 (7.3.41)， 以 及 边界 条 件 (1) + Hu,(1)=0 和 wv,(/) 
+ 态 v,(71)=0, 有 


| Kn)o, a =0 
而 {v(xz)} (n=1,2,…) 是 完备 系 ， 由 式 (7.3.18) 
K,(1,1) = 0， 1: € [0,7] (7.3.45) 


因此 , 核 函 数 K(xz ,i) 满 足 双 曲 方程 的 齐 次 Cauchy 问题 
OK(r,t) PK(r,t) 


+ [p(t)—- aq(x)]K(zx,t) = 0, (0<r1<zr<l) 


ar? 
K(Ll,t) = 0; K.(l,t) = 0, tE€ [0,7] (7.3.46) 
故 只 有 零 解 , 即 K(x,z) 恒 为 零 . 于 是 , 由 (7.3.27) 第 三 式 
K(r,x) = | [a(s) -p(s)1ds = 0 (7.3.47) 


求 一 阶 导数 给 出 p(x)= g(xz), 于 是 惟一 性 得 证 . 
7.3.3 热 导 方程 系数 逆 问 题 的 惟一 性 


考虑 热 导 方程 的 系数 逆 问 题 
2 qx) Ur), rE€E(0l), 1:€(0,7) 
U(x,0) = 0， rE 10,71] (7.3.48) 
UO) =0; ED fi), se (0,7) 


正 问 题 ; 已 知 函 数 f(t) 和 q(x), 求 温度 场 的 分 布 U(x,i). 由 1.4 节 的 讨论 , 正 
问题 的 解 是 惟一 的 . 道 问题 : 已 知 函 数 f(z) 和 U(1,1), 求 系数 g(x). 本 节 利 用 
Sturm-Liouville 本 征 值 问题 的 性 质 , 证 明 该 逆 问 题 的 解 惟一 , 也 就 是 说 ,从 f(z) 
和 U(L,t), 原则 上 惟一 决定 g(x). 
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设 U 和 U, 是 式 (7.3.48) 的 解 ,它们 分 别 对 应 于 g= ai(z) 之 0 和 
dg= q(x) 之 0, 以 及 同一 f(t). 如 果 Ui(1,t)= Us(1,1), 且 (0)=0 和 了/(0) 
关 0, 则 在 区 间 [0,7] 上 ,gi(x)= g(x). 

该 结论 的 证 明 如 下 : 设 1, 和 w(x) 是 下 列 本 征 值 问 题 的 解 


2 
-SAE + g(r) ur) = 和 人) 
uw(0) = 0; u (li)=0 (7.3.49) 


假定 本 征 函 数 已 归 一 化 , 即 wu, (z) | =1. 另 一 方面 , 不 失 一 般 性 ,假定 本 征 范 
数 有 性 质 u, (1)>0. 从 式 (7.3.21), 本 征 值 和 本 征 函 数 的 渐 近 表达 式 为 
_ (n+ 1/2)°7 


2 + 了 | (dt + O(n-!) 
nn 1 1 o9 tjati n 
石 172) (7.3.50) 
2 ， (nt+t 工 _ 
wn) = /sin + O(n-!) 
由 于 fw (xz)| 是 L*(0,1) 上 的 完备 系 ， 因 此 可 作 广 义 Fourier 展开 
U(x,t) = a(t)u,(r) (7.3.51) 
其 中 展开 系数 为 
an(t) = | UG, i)ulz)de 
0 
上 式微 分 可 得 
， ‘9U(r,t) ‘roU(zx,t) 
a (0) = | ,dr -| EE q(z)U(z,t)| ww(z)dz 
= | Ee 一 Ulz, ulz)] 
二 r=0 


+ | UC [elz) — q(x)u(z)] dr 


= fC) ul1) - Xionl) 
利用 初始 条 件 4,(0) =0， 上 式 的 解 为 
alt) = uD)) Fr)exp[- az 7)] (7.3.52) 
因此 ， 式 (7.3.48) 的 解 为 
UG) = DD f ep htt dr 0.3.53) 


由 于 
[XE (Godr 一 款 
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由 式 (7.3.50) 和 上 式 知 道 , 式 (7.3.$3) 中 级 数 在 上 E (0, 工 ) 内 一 致 收敛 , 因此 积 
分 与 求 和 可 交换 . 对 边界 点 z=/, 式 (7.3.53) 给 出 


UD)= Df Ferpl- rt rl ar 


= | /0D us)exp[- (zt 一 r)]dr =| f(A 一 r) dr 
对 Ui(L,t) 和 Us(l ,i) 都 有 类 似 的 表达 式 
U1(1,1) = | fAVG _ 7) dr 


U2(1t) = | fC AY ~ t) dr (7.3.54) 
其 中 


oo 


AD(t mr) = Du (Ll))] Texp[— A (te ~ 7))] 


AD(1 -rr)= SLD)] 2exp[— X(t — 7)] 
上 标 (1) 和 (2) 分 别 对 应 于 gj(z) 和 gz(x)， 从 条 件 U1(1,1) = U2(1,1) 得 
| /ADLAMG -rz-A42(t-r)]dr=0 
即 
A- OLAVE) - AV] dr =0 (7.3.55) 


令 包 (tz) 三 AD(r) A(tr), 因此 w(z) 是 第 一 类 Volterra 积分 方程 的 解 . 对 上 
式微 分 两 次 , 并 且 利 用 条 件 f(0)=0 和 了 (0) 关 0 


FOw Dt) dwr)dr =0, +€ {0,7] 

显然 上 式 是 齐 次 的 第 二 类 Volterra 积分 方程 , 只 有 零 解 w(t) =0. 因此 有 等 式 
PD) ] exp[- A]= Pu) ] texp[ -401] 

由 的 任意 性 , 可 推出 


ul (lL) = ul (1); A = 102) . (7.3.56) 
进一步 , 与 式 (7.3.40) 类 似 的 方程 为 
ul (zrz) = ul (xr) + | KGz,) uD (ed (7.3.57) 


上 式 中 取 z= 1, 并 且 利 用 (7.3.56) 第 一 式 
| KU)u® (sds =0 


ee 
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即 
天 (L,6) = 0 (7.3.58) 
式 (7.3.57) 微 分 并 取 x = /1, 得 到 与 式 (7.3.43) 类 似 的 表达 式 


u (1) = OD EKO Du DD + | KL tu (gdé 
利用 K(7,7)=0 和 式 (7.3.49) 中 边界 条 件 得 到 
JK Su (sde = 0 


即 

K.(l,€)=0 (7.3.59) 
因此 K(x,é) 满 足 齐 次 Cauchy 问题 式 (7.3.46) , 故 K(x ,&) 恒 为 零 ， 从 式 (7.3.47) 类 似 
的 方程 可 得 :gi (x)= ga(x) ,于 是 定理 得 证 . 


7.3.4 数值 方法 


首先 介绍 基于 特征 函数 f(4 ) 的 数值 近似 方法 . 由 7.3.2 小 节 , 我 们 知道 下 列 
本 征 值 道 问题 
- 和 (9(z)u(z) = Me(z)， x € (0,7) (7.3.60) 
u(0)= u(l)=0 
的 解 一 般 不 惟一 , 但 当 g(xz) 关 于 x=71/2 对 称 , 则 q(x) 有 惟一 解 .下 面 
假定 g(z) 具 有 这 种 性 质 . 根据 特征 函数 Fi) 的 性 质 , 本 征 值 逆 问 题 可 看 作 求 解 
下 列 特征 方程 
f(4) = ull,A,g)=0 (7.3.61) 
以 决定 g(x). 一 般 只 知道 有 限 个 本 征 值 :4, (n=1,2,…,N),， 因此 假定 g(x) 有 
形式 


q(x,4) = >,angu( 工 )， x € [0,1] (7.3.62) 


其 中 a = (al,as,…,an),9,(x) 是 一 类 线性 独立 的 偶 函 数 , 例如 可 取 


ne Dx], -1.2 N 


0 ( 工 ) = cos 


因此 式 (7.3.61) 变 成 非 线性 方程 
F(a) = 0 (7.3.63) 
其 中 非 线 性 算 子 下 的 分 量 为 F(a) 
Fla) = ad(a)j n= 1,2,,N 
上 式 中 gq(: ,a ) 表 示 F(a) 与 g(x,a) 有 关 , 但 已 与 z 无 直接 滑 数 关系 . 一 般 不 
可 能 直接 求 出 F(a) 的 函数 形式 , 故 只 能 通过 迭代 法 求 近似 解 .例如 简单 的 New- 
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ton 壕 代 法 
a‘t’*!= at*- [YF(a*)] F(a*),k = 0,1,2,.: (7.3.64) 
迭代 过 程 如 下 ; . 
(1) 给 定 初始 值 a? = (ol,o,…, au), 式 (7. 3. 62) 代 入 式 
(7.3.60), 求 得 wi[1,4,,g(' ,a )]， 如 果 F(as)<e( 给 定 的 精度 )， 
则 a = a"， 和 否则 进行 下 一 步 计算 ; 
(2) 由 式 (7.3.64), 计算 a**!, 式 (7.3.62) 代 入 式 (7.3.60), 求 得 
aqa( ,a 1) ] ,如果 F(a*+*!)<e( 给 定 的 精度 ), 则 a = a**!， 
否则 继续 由 式 (7.3.64) 进 行 下 一 步 迭 代 . 
从 式 (7.3.64) 可 见 ，, 迭代 过 程 需 计 算 逆 和 矩阵 [YF(a*) ] ', 下 面 介 绍 其 方法 . 
令 
us'! = us + dus; gq = gr+ og (7.3.65) 
注意 到 在 迭代 过 程 中 ,本 征 值 4, (n = 1,2,…, NN ) 保 持 为 常数 ， 上 式 代 入 式 
(7.3.3), 并 忽略 二 次 小 量 


dus(r,A 
Te 2) 二 g(r)us(zr,A) = Aus (zr,A,) 
qk) (7.3.66) 
us(0,4,) = 0; 1 
dSus(x,A 
- dt , [oz) — as] Sus(rsAh) =— Hg (xr)us(r,A,) 
(7.3.67) 


ddus (x ,A, 
8us(0,24,) = 0; dr) 小 -0 
全 


根据 3.2 节 ， 上述 Cauchy 问题 的 解 可 用 Green 函数 G*(xz,x ,4,) 表 示 
Buz,21) =— | Gro’ sa Bg uz) dr (7.3.68) 
其 中 Green 函数 定义 为 
dG(r,x ,A,) 
十 
dz 


[g(x) -GEzyz hi) = SCzzr) (7.3.69) 
因为 

id = > sc (z) (7.3.70) 
代入 式 (7.3.68), 并 取 工 = / | 


N 1 
8us(1,4,) =- Daat| GCs’ sa gr) sn) de 
i=1 


一 > ,8aka (7.3.71) 
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其 中 
让 三 -| G(r gl ) 二 (A) da 
因此 
[VF(a’)] = 2 = o， (i, n= 12N) (7.3.72) 


然后 求 矩 阵 算 子 YF(e*) 的 道 算 子 [VEF(as)] 1. 一 般 VF(a*) 与 a* 有 关 , 每 一 次 
迭代 都 需要 计算 YF(e%) 和 它 的 道 , 计算 量 非常 大 . 可 以 证 明和 迭代 公式 (7.3.64) 可 
修改 成 
attl = at ~ [YF(0)] F(a*),k = 0,1,2,° (7.3.73) 
下 面 介 绍 的 数值 计算 方法 基于 7.3.2 小 节 中 的 Goursat 问题 . 假定 已 知 下 列 
二 个 本 征 值 问题 的 本 征 值 


-SE 9(z)z(z) = hu 人 zi x(0) = u(/l)=0 (7.3.74) 
-HE + ql) olz) = jv(x) 


v(0) = 0; v (1)+ Hv(1)=0 (7.3.75) 
的 前 N 个 本 征 值 4; 和 jy (n=1,2,…,N), 求 函 数 g(x). 
首先 从 有 限 个 4, 和 jy, 求 Goursat 问题 的 Cauchy 数据 ， 设 


K(1,t) = > asin( SF) (7.3.76) 
由 式 (7.3.31) 
sin WA 工 sin V At 
wor) = 人生 4 di (7.3.77) 


且 取 x=/ 导致 N 个 线性 方程 
Da sn (EE)sin /Xidt = - sin Tl,(n = 12,…,N) (7.3.78) 
把 式 (7.3.77) 中 w,(z) 改 成 v, (xz), 代入 边界 条 件 v', (1) + Hv (71) =0 得 到 
VncosV pnl + HsinV pnl + | [Ke + HK(L,i) |] sin /untdt = 0 
(7.3.79) 
令 
Ks(1,1) + ERK(CD 1 = Dsin() (7.3.80) 
代入 式 (7.3.79) 得 到 


L 
D6] sin(sF: )sin Lat = 一 V pncoswV nl — HsinvV ul (7.3.81) 


k=1 
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其 中 %=1,2,…,N. 从 式 (7.3.78) 和 上 式 可 求 得 N 个 系数 ao 和 b, (k=1,2,…, NN)， 
即 求 得 Cauchy 数据 K(7,i) 和 KK,(7,t). 考虑 Cauchy 问题 
a2K(r,t) PK(x,t) 
EE 912 
K(x,0) = 0， x € (0,7) 


q(x)K(zx,t) = 0， (0< 上 <xv< 171) 


K(x,x) = 二 ad, x E€ [0,21] (7.3.82) 
K(1,t) = g(t); K,(1,1) = f(t,) it € [0,7] 
其 中 g(1) 和 f(z) 由 式 (7.3,76) 和 (7.3.80) 给 出 . 可 以 证 明 上 述 问题 给 出 关系 
q(x) =2T(g) (7.3.83) 
其 中 积分 算 子 定义 为 


TCD) =- aKy,2r -ydy + g(r -+f (2r 1) 


注意 :积分 核 K(y,2zx -y) 由 Goursat 问题 式 (7.3.82) 决 定 ,仍然 是 we(z) 的 画 
数 , 故 式 (7.3.83) 是 非 线 性 方程 1! 可 用 和 迭代 法 解 之 

goesl(z) = 2T(gt) (7.3.84) 
如 取 go(x)=0, 则 gi(z)=g(2z 一 1)+ 了 (2x 一 1), 进一步 的 迭代 要 解 上 述 
Goursat 问题 . 


7.4 波动 方程 的 逆 散 射 


散射 理论 是 20 世纪 数学 物理 的 主要 研究 内 容 之 一 . 从 天 空 为 什么 是 蓝 的 
(Rayleigh 的 解释 )、Rutherford 原子 核 模型 到 现代 医学 成 像 (IXCT、 核 磁 共 振 成 像 
NMR-CT, 以 及 正 电子 CT) , 一 个 多 世纪 来 ,散射 现象 一 直 是 科学 界 引 人 人 和 人 胜 的 课题 . 
广义 地 讲 , 散射 理论 研究 的 内 容 是 当 波 (声波 ,电磁波 以 及 de Broglie 波 ) 人 射 到 非 均匀 
介质 而 发 生 的 物理 效应 . 如 果 假 定 总 的 场 为 人 散场 与 散射 场 之 和 ,散射 理论 的 正 问题 
为 , 根据 入 散场 和 控制 方程 以 及 相应 的 边界 决定 散射 场 .而 我 们 更 感 兴 趣 的 是 散射 理 
论 的 逆 问 题 : 从 散射 场 的 远 场 性 质 , 反 演 非 均匀 介质 的 特性 或 重 构 控 制 方程 ,或 者 决 
定 控制 方程 的 定义 区 域 . 本 节 主 要 介绍 波动 方程 逆 散 射 的 一 些 主要 概念 和 结果 .7.4.1 
小 节 介 绍 波 的 散射 和 远 场 特性 ;7.4.2 小 节 和 7.4.3 小 节 介 绍 波动 方程 逆 散 射 理论 中 十 
分 重要 的 二 个 近似 方法 , 即 Kirchhoff 近似 和 Bom 近似 (包括 Rytov 近似 ); 最 后 在 
7.4.4 小节 中 介绍 二 维 近 场 逆 散 射 成 像 理 论 . 


7.4.1 波 的 散射 和 远 场 特性 
波 的 散射 特性 依赖 于 入 射 波 波长 * 和 散射 体 的 大 小 ,如 果 用 :来 表征 散射 体 
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的 线 度 ， 当 4/1 污 1, 即 低频 情况 ， 入 射 
波 波 长 远大 于 散射 体 , 可 用 Born 近似 来 


? 讨论 ; 当 4A<1, 即 高 频 情况 ， 入 射 波 
长 远 小 于 散射 体 , 可 用 Kirchhoff 近似 来 

讨论 . 在 这 两 种 近似 情况 下 , 逆 散射 问 

aG 题 均 能 被 有 效 地 线性 化 ,我 们 将 在 后 面 

R as 专门 讨论 . 但 当 和 人 射 波 波长 与 散射 体 线 


图 7.4.1 半径 只 的 球 包含 散射 体 度 在 同一 数量 级 时 ， 即 471 守 1( 称 为 共 
振 散 射 区 ), 散射 和 逆 散 射 间 题 要 复杂 得 
多 ,只 能 通过 数值 方法 才能 求解 . 
首先 , 分 析 Helmholtz 方程 辐射 解 的 基本 特性 
V2 + ku = 0， r€EG (7.4.1) 


其 中 G 是 闭 区 域 G 的 外 部 . 在 任意 有 界 闭 区 域 D ，Green 公式 为 
dv du 
| VY 2u )dr -由 (号 - vO)ds 


其 中 3D 是 DD 的 边界 . 取 包 含 散射 体 G 且 半 径 足 够 大 的 球 尺 ， 如 图 7.4.1, 假定 
DD 为 9G 和 球面 9S 包围 的 区 域 , 使 用 上 式 


| Cavs - uya)dr = 上 jt ,下 jas+ 由 人 3 - o dS 
如 果 x 是 Helmholtz 方程 (7.4.1) 的 解 , 而 v 是 Helmholtz 方程 的 基本 解 
+ exp(ik rr |) 


Iror | 


v=G(r,r )= (7.4.2) 


于 是 
u(r) = | [er) eS Gr,r’) ds 
+|| [Cr ) SE Gr,r’) 5] ads’ 


下 面 证 明 当 球 半径 R 一 c 时 ,上 式 第 二 项 面积 分 为 零 . 事实 上 , 通过 球面 的 声 能 
量 应 为 常数 ， 即 


(7.4.3) 


jj 1 4 I2dS = c( 常 数 ) (7.4.4) 


因此 
ju ) 2 和 一 ikG(r,r)| dS 


< [由 ecopas] [| 


a9G(r,r ) 2 
oan” 


2 1 
-Grr)| dS ”| 
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、 ， 2 
2 ) - Grr) dS | 一 0， 六 一 o9 


-| 由 。 
中 ecr[2 一 iku(r’) | ds 


< 中 [G(r,r’)|? ds ”| “中 . 
i 
TS 


全 ~ u(r)| as 0 we 
其 中 对 w 和 G 已 利用 了 辐射 条 件 式 (7.1.37)， 上 二 式 相 减 得 到 
lim [ry -corr) 站 人 7] ds =0 
因此 式 (7.4.3) 简 化 成 
“7) = [rm EH G(r,r) Tas rec 


(7.4.5) 


同样 


gul(r ) 
oan 


2 1 
-ie ds'] 


下 面 利用 上 式 分 析 辐 射 场 的 远 场 特性 . 当 |rj| 六 | 六 | 时 ,由 近似 
lr-rl=Virl-2rr tlir llrl-e.r +O(/Ir|) 
其 中 e 为 单位 方向 矢量 e =r/r|, 可 得 
explik | sd D ~ Pk . " Drexp( ike r)+OGLIrl)] 


Ir-r | 


9 exp(ik |r—r. aa ir [pt ie 714+OG7ZIr D] 


Dj Ir—r’ | | 六 | an” 
代入 式 (7.4.5) 得 到 远 场 表达 式 
u(r) = SP DL) + OU/ 1)), jj 


(7.4.6) 
其 中 远 场 角 分 布 &e (e ) 为 


MUo(e) = | [ee Frexp( - ike .rr )— 人 2&(r Jexp(- ike 。 广 | ds 
(7.4.7) 
上 式 写成 算 子 的 形式 
F(u) = uw (e) (7.4.8) 
其 中 积分 算 子 为 
F(u) = 去] | er ) jrexp( - “rr)— exp( - ike ， r)| dS 


显然 式 (7.4.8) 类 似 于 第 类 ， Fredholm 积分 方程 . 从 测量 的 远 场 分 布 un (e), 要 
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求 重 构 Helmbholtz 方程 的 解 u(r ) 和 定义 域 G. 
现在 考虑 波 的 散射 问题 ， 设 人 射 波 为 大 方向 传播 的 平面 波 

ui(r,Kk) = woexp(igk . r) (7.4.9) 
其 中 多 = kA/IKk| 为 人 射 场 的 单位 方向 矢量 . 由 于 Helmholtz 方程 是 关于 wx 的 线性 
方程 ,而 式 (7.4.9) 满 足 Helmholtz 方程 , 故 总 声场 由 人 射 场 和 散射 场 之 和 组 成 

u(r,k)= u(r,k)+ u(r,k) 

由 式 (7.4.5) 得 散射 波 (辐射 解 ) 的 积分 方程 
er rm) 


外表 Gr,r) ri | as 
(7.4.10) 
另 一 方面 ， ot 因此 有 


上 二 式 相 加 
urik) = war， 有 + | [rk) ers _ G(rur 0) rE]| dS” 
(7.4.12) 
如 果 边 界 条 件 为 u |;c =0( 软 边界 ), 则 有 
2 ,gu(r ,ke) 
wu (rk) = wrk) -| [cc ) | dS 
利用 式 (7.4.7) 可 得 到 远 场 分 布 
uw (erk) = 二 | (exp( ~ ix 7)] as 07.4.13) 


如 果 边 界 条 件 为 93u /az |ac =0( 刚 性 边界 ),， 则 有 
u(r,k)= u(r,k) + [er Clr] dg 


远 场 分 布 为 
uw (esk) = FE)], [ur ,ke) Frexp(- ie + 1’)]ds’ (7.4.14) 
对 二 维 情况 ，Helmholtz 方程 的 基本 解 为 
vy = G(r,r’) = FH Ir-r1) (7.4.15) 
当 |r 一 ceo, 远 场 近似 为 


| 2 za repli (ll rl-err)- inA4]: {1+ O(/1r1)] 


G(r,r)= 下 nhkir 


(7.4.16) 
与 辐射 条 件 式 (7.1.37) 相 应 ,二 维 情况 为 
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lm VIri (Fike )= 0 (7.4.17) 
rm  ， r | 
而 与 式 (7.4.6) 相 应 的 远 场 表 达 式 为 

(7) = PED use) + O(/17 1)] (7.4.18) 


其 中 远 场 角 分 布 u。(e) 为 


:in/4 “ 
xco(e) = $3)), lr) Fexp( ike. r )— 2 人 Jexp(- iRe ， 六 | ds”. 


n 


7.4.2 边界 反 演 的 Kirchhoff 近似 


原则 上 , 从 式 (7.4.8) 的 u。(e)(e 覆盖 整个 单位 球面 ) 可 反 演 出 散射 体 的 边 
界 , 而 且 数学 上 可 证 明 反 演 结果 是 惟一 的 . 但 这 是 十 分 困难 的 , 相关 的 研究 也 不 
成 熟 , 我 们 不 进一步 展开 讨论 . 下 面 介绍 一 种 有 用 的 近似 方法 ， 即 Kirchhoff 近 
似 , 它 能 给 出 比较 简洁 的 边界 反 演 表达 式 . 

以 刚性 边界 条 件 3u /an lsc=0 为 例 , 重 写 严格 的 远 场 分 布 式 (7.4.14) 

we sk) = FE)|, Culr’,k) Vexp( ~ ike 1)]. ndS’ (7.4.19) 

在 高 频 近 似 下 ， 和 人 射 波 在 边界 上 的 散射 可 看 作 平 面 
反射 , 如 图 7.4.2, 在 入射 波 的 另 一 个 面 形成 无 法 
探测 的 阴影 区 . 在 刚性 平面 上 , 反射 波 与 人 射 波 的 反射 波 
振幅 和 相位 都 相等 , 因此 在 边界 3G, 上 ,可 近似 为 

ulr,k) | ac， = [u(r,k)+ u(r,k.) 


法 向 
] ace， “ 


x 2u'(r,k,) | 2 于 是 入 射 波 
! 图 7.4.2 高 频 近 似 ,在 人 射 波 的 
»(e,k,) = 支 | [u(r ,上 ;) Yexp(- ike .x )] . nd 多 一 侧 形成 无 法 探测 的 阴影 区 


(7.4.20) 
其 中 3Gi 为 人 射 波 照射 的 一 面 边 界 . 设 人 射 波 为 大 方向 传播 的 平面 波 式 (7.4.9)， 
代 人 上 式 , 并 注意 到 有 &= &， 
unle,k,) = 到 ea ~ e) .re .ndS (7.4.21) 
如 果 测 量 的 是 背 向 散射 (backscattering ) ， 即 发 射 和 接收 为 同一 换 能 器 
k,—e = 2k,; e=—k; 
代入 式 (7.4.21) 


i , 


k, 网 , 
uw(e,k;) = 计 ]|, exp(i2kk;: r’)k,. ndS (7.4.22) 
i 
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同样 ， 如 果 在 物体 的 另 一 边 用 相同 的 平面 波 照射 , 则 有 
xu(e, - k,) = 于], pC- i2gk, .rr )(- kn)dS” (7.4.23) 


其 中 3G; 为 人 射 波 照射 的 另 一 面 边界 , 显然 有 32G = 9G1+3Gs,. 上 式 取 复 共 斩 并 
与 式 (7.4.22) 相 加 


a 


。 。 ik, 人 ， 
uerk) +t us(e, hk)= || exp(i2pk, :rk nds 
DC 


2 
(7.4.24) 
利用 Gauss 定理 ， 上 述 面 积分 化 为 G 上 的 体积 分 
usek) + us(e, 大) = 守 || exp(i2 克 ， rh pds 
= 计 | Vv. [kexp(i22Rk, 产 )] dr 
k2r 
二 一 元 | exp(i2 语 ， dr 
(7.4.25) 
定义 形状 函数 
Cr) - 人 当 rEG 
和 一 0 ， 当 入 G 
并 且 令 
wo(e,k,) + us(e, 一 下) 
K=2k;  T(k)= 4z| 2 Pe : 
于 是 式 (7.4.25) 成 为 
T(K)= | rr)expCik .rr)dr” (7.4.26) 
因此 , 形状 函数 y(r) 是 TT(K ) 的 Fourier 变换 
7Y(r) = | TK exp(- iK . r)dr (7.4.27) 


上 式 称 为 Bojarski 等 式 , 给 出 了 从 远 场 散射 数据 重 构 凸 散射 物 边 界 的 方法 . 然而 ， 
我 们 面临 二 个 困难 : 外 与 Kirchhoff 近似 条 件 的 矛盾 , 在 导出 Bojarski 等 式 时 , 假 
定 高 频 近 似 成 立 , 即 人 射 波长 远 小 于 散射 体 尺 寸 , 但 式 (7.4.27) 的 积分 包括 了 低 
频 在 内 的 一 切 频率 ; @ 实 际 测量 的 困难 , 式 (7.4.27) 要 求 从 一 切 方位 角 测 量 背 向 
散射 场 . 在 所 有 方位 角 和 所 有 频率 范围 取得 散射 信息 的 要 求 是 不 实际 的 . 

假定 在 K 空间 中 某 个 区 域 马 内 T(K) 已 知 , 为 此 定义 K 空间 的 特征 函数 


1 ， 当 K ED 
a(R) = 当 K¢#D 
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4(K) 称 为 散射 信息 孔径 函数 , 它 由 实际 测量 而 得 . 孔径 函数 的 Fourier 变换 为 
a(r) 二 Gs) A(K)exp(- iK .rr) dr 


显然 ,A(K) 和 a(r) 由 实际 测量 给 出 , 故 可 认为 已 知 . 同样 A(K)T(K ) 也 由 实 
际 测量 给 出 , 故 


、 1 
f(r) = | A KOT KDexp 


(iK .rdr (7.4.28) 
也 可 认为 是 已 知 的 . 由 Fourier 变换 的 卷 积 性 质 得 到 
ar) ® y(r) = 二 A KOTCK exp(- iK :pdr 
上 式 左边 即 为 


a{r) @ yr) = | er pyr) de 
因此 
f(r) = | ac —r )y(r )dr (7.4.29) 


其 中 f(r) 和 alr) 已 知 , 而 Y(r) 待 求 , 故 是 第 一 类 积分 方程 ,必须 用 7.1.3 小 节 
介绍 的 正则 化 方法 求解 . 


7.4.3 非 均 匀 介 质 反 演 的 Born 和 Rytov 近似 
设 介 质 的 声速 c(r) 不 均匀 , 声波 方程 满足 变 系 数 Helmholtz 方程 


2 w? A 
y w+ (ti =0 (7.4.30) 
其 中 y 表示 介质 的 耗 散 . 假定 不 均匀 区 为 G, 在 G 外 ,背景 介质 的 声速 为 常数 


co， 且 无 声 耗 散 Y=0. 引进 折射 率 


2 
"(7) = 07) 
式 (7.4.30) 变 成 
(V2+ po)u(r) = KEQ(r)ulr) (7.4.31) 


其 中 &o= w/eo 为 背景 介质 中 的 波 数 ，Q(r) 定 义 为 QOCr)=1- (Cr). 在 背景 介 
质 中 nn(r)=1, 因此 Q(r)=0. 设 人 射 波 为 w', 满足 背景 介质 中 的 Helmholtz 方 
程 
(V2?+ ki)ui(r)=0 (7.4.32) 
因此 , 散射 波 满足 的 方程 为 
(V2+ ke)u (rr) = REQr) u(r) + ui(r)] (7.4.33) 
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利用 Green 函数 式 (7.4.2) 或 (7.4.15), 散射 波 满足 的 积分 方程 为 
wr) = -局 | QI Lr rl) Gordr 
其 中 散射 场 满足 辐射 条 件 . 用 总 场 表 示 
u(r) = wi(r)- #8| Q(r ur) Gr,r) dr (7.4.34) 
上 式 称 为 Lippmann-Schwinger 积分 方程 . 令 积 分 算 子 
TCD) = 88| QO) u(r) Grr ) dr 
式 (7.4.34) 可 写成 


u= wu- T(u) (7.4.35) 
下 面 估计 积分 算 子 的 模 
rol 生 忆 1Ql ulo ma 由 dr re (0,0) 
即 
ITlo <nlQl mn) ,sr ol. 


其 中 假定 半径 为 a 的 球 包 含 不 均匀 区 G. 模 ‖Q | -定义 为 上 Q 1 ==Imax| 久 |. 当 


Erl<a 


HT <1, 即 (如 大 1 Qll-<2 时 , 式 (7.4.35) 的 解 可 表示 成 Neumann 级 数 


oo 


u = > (~ iTin: (7.4.36) 
Neumann 级 数 的 前 二 项 
xz(r) xz u(r)- #3| QCr Yuwie Gr,r de (7.4.37) 


称 为 Born 近似 . 
.利用 式 (7.4.6), 式 (7.4.34) 的 远 场 特性 为 


u(r) = wi(r) + SP LTD (e) + O(1/1r1)] (7.4.38) 
远 场 分 布 为 
Ai 
uw (0) =- 和 | QF Jexp(— ie ra(r) dr 
TJ G 
其 中 e 为 单位 方向 矢量 e=rv/r|. 对 Born 近似, 远 场 分 布 
uB(e)=-— | Q(r’ )exp(— ikoe :rr )u'(r’ )dr (7.4.39) 
设 入 射 波 为 古方 向 的 平面 波 式 (7.4.9), 代入 上 式 


2 
ud(e,k) = 一 4 | QCr explikolk —e).r ]dr (7.4.40) 
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A 
Ts(K) = KkK = ko(k -~ e) 
式 (7.4.40) 变 成 
re(K) = | Q(r )explik :rdr (7.4.41) 
因此 , 原则 上 可 由 上 式 从 远 场 测量 的 散射 数据 反 演 出 不 均匀 分 布 
Q(r) = ws) Tol K)exp(- iKk rd (7.4.42) 


与 Kirchhoff 近似 存在 的 了 矛盾 一 样 ， 上 式 同样 面临 二 个 困难 : 个 Born 近似 成 立 
的 条 件 是 (ka)? Qe。<2, 即 低频 ( 且 不 均匀 区 域 较 小 ), 而 上 式 覆 盖 整 个 频率 
区 域 ; 上 式 要 求 从 一 切 方位 角 测量 散射 场 . 同 处 理 Kirchhoff 近似 一 样 , 我 们 也 
可 推出 类 似 于 式 (7.4.29) 的 第 一 类 积分 方程 . 但 两 者 有 明显 的 区 别 ，Born 近似 给 
出 KK 空间 低频 区 的 分 布 ,， 相当 于 对 Q(r) 作 低 通 滤波 ,而 Kirchhoff 近似 恰好 
相反 . 
从 Born 近似 成 立 条 件 (ka)? | Q 上。<2 可 知 , 近似 成 立 依赖 于 三 个 因素 : 
外 低频 近似 ; 加 不 均匀 区 a 要 足够 小 ; @ 不 均匀 区 的 不 均匀 度 , 即 折 射 率 变化 比 
较 小 . 实际 中 这 三 个 条 件 非常 苛刻 . 下 面 介绍 的 Rytov 近似 对 较 高 的 频率 和 较 大 
的 不 均匀 区 域 仍 有 较 好 的 近似 效果 . 
首先 , 作 变 换 
u(r) = w(r)exp[z(r)] (7.4.43) 
代入 式 (7.4.31) 得 到 w(r) 的 非 线性 方程 
V(r) +t Vw(r): Vw(r) +2 Vnui(r). Vw(r) ~- kiQ(r)=0 
(7.4.44) 
引进 新 的 函数 &(r) 三 wi(r)w(r), 把 w(r)=&(r)/ui(r) 代 入 上 式 
V2e(r) + REECr) = ui(r)[kEQ(r) -I VY wlr) 1?] 
利用 Green 也 数 式 (7.4.2) 或 (7.4.15) 


u'(r)w(r) =- | wr ) si) -| Vw(r) 1?]G(r,r’)dr’ 


(7.4.45) 
取 Rytov 近似 
| REQ(r’) ISl Vw(r’) 1 
式 (7.4.45) 近似 成 


u'(r)w(r) ~— 他 QCr Yr ) Gr rar (7.4.46) 
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比较 式 (7.4.34)， 右边 积分 项 完全 相同 ,分 别 用 xa 和 wR 表示 二 种 近似 解 ,显然 
有 关系 
u'(r) 


wr(r) = 


由 式 (7.4.43), 总 波 场 满足 关系 


B 
ur(r) 二 wi(r)exp| 4 | (7.4.47) 
上 式 也 可 由 式 (7.4.34) 通 过 * 重 整 化 ”得 到 , 把 式 (7.4.34) 写 成 
u(r) ur) 一 局 | Qlr u(r)G(lr 7 dr’ |= wi(r)| 1 十 7) | 
u'(r)Je : u'(r)! 
利用 指数 展开 , 近似 有 
B 
&U (rr ) 人 wr)exp| | (7.4.48) 


上 式 即 为 式 (7.4.47). 一 般 “ 重 整 化 ” 解 式 (7.4.48) 的 成 立 范 围 比 原 解 式 (7.4.37) 
要 大 得 多 . 研究 表明 Rytov 近似 对 具有 较 大 不 均匀 区 的 散射 体 , 亦 有 较 好 的 近似 . 
但 在 Born 近似 成 立 的 区 域 ，Rytov 近似 略 差 于 Born 近似 . 


7.4.4 二 维 近 场 逆 散射 成 像 理 论 


如 图 7.4.3, 设 入 射 声波 为 ko 方向 传播 的 平面 波 

u'(r) = uoexp(iko * +) (7.4.49) 
其 中 ko = (ko ,koy) 和 r= 《x,y). 假如 在 测量 直线 (或 平面 ) 上 测 得 散射 
场 u(r) 或 w(r), 首 问题 为 : 能 否 从 这 些 测量 数据 反 演 出 分 布 函数 Q(r) 呢 ?为 
了 简单 , 考虑 二 维 情 况 ,， 即 假定 系统 与 z 无 关 ， 以 物体 中 心 一 点 为 坐标 原点 ， 建 
立 坐 标 (x,y), 并 作 坐 标 旋转 , 形成 新 的 坐标 系统 (7,) ,7 轴 的 方向 即 为 ko 的 方 
向 , z 轴 与 引 轴 的 夹 角 为 P， 显 然 p 与 人 射 波 方向 角 有 关系 po = wp +n/2. 二 维 
Helmholtz 方程 的 基本 解 为 式 (7.4.1$),， 因 此 在 Born 近似 下 , 散射 波 为 


.2 
Cr) = 一 i | QCr u(r)H Dk ror dr (7.4.50) 
G 
利用 Hankel 函数 的 Fourier 展开 式 


。 1 exp[ik. (r 一 产 )] 
Hi (kolr-r |)= = P A dk 


代 人 式 (7.4.50) 
u(r) = 


uok 
47e 


注意 到 在 图 7.4.3 情形 下 , kor =koy 以 及 k*r 一 上 +p， 其 中 (ke,k&;) 是 对 应 


2 中 
|| Ba 加 有 | Qlr )explik 一 k) .rr +ik: r]dr 
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于 坐标 系统 (%,&) 的 波 矢量 . 于 是 上 式 可 写成 
2 oo 

“|| QCr Yr explikon)| exp[ike(s — €)] dke 
~ exp[ik,(n— 7 )] 
~ 上 (3 一 局 —k2 
利用 复 变 函 数 可 求 得 积分 
=” exp[lig(7-7))], .exp(iy1y-yh)) 

| (Bk) pr 7 


u(r)=— 


dh | (7.4.51) 


h 


图 7.4.3 入射 波 为 ko 方向 传播 的 平面 波 ,在 测量 线 上 测 得 散射 场 


其 中 y=VA-At. 因 7>>7 ,上 式 代 入 式 (7.4.51) 并 在 测量 线 取 值 


ioR3 ” 


17L 。 , , ， 

全 | Qtr J -i + (7 - to)7)] dr 
x exp(ikeé )dke 
上 式 对 上 作 Fourier 变换 ,可 得 


| peep(- ikee)de =— || acrmep[- i(kReé + (7 -ARo)7)] dr 


《0 3= 一 


(7.4.52) 
其 中 


21 . ; 
1 exp( ~ iyYlo) u:(é, 7) 17=/ 
0 0 


Dr (#) = ok 


下 标 go 表示 该 函数 与 人 射 波 的 方向 有 关 . 
定义 单位 矢量 S 和 So:S 志 (keke+ yk,)/ko;So 三 ko/ko, 于 是 有 
S-r=(ké+7y) /ko; So*r=7 
式 (7.4.52) 可 写成 
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| ”Dueexp(- ikA)dé = 中 ace ikgo(S$— $0):r ] dr 


(7.4.53) 
分 别 用 万 (ke) 和 G(k) 表 示 上 式 左右 边 的 Fourier 变换 , 则 上 式 可 表达 成 
D, (ks) = Q[ko(S -So)] (7.4.54) 


上 式 的 意义 很 明显 , 它 把 成 像 函 数 Q(r ) 的 Fourier 变换 与 测 得 的 散射 场 联系 起 
来 . 下 面 分 析 每 一 次 入 射 波 提供 给 我 们 的 关于 Q(r) 的 谱 Q@(k) 的 信息 . 在 谱 平 
面 (ke,k,) 上 ， 由 式 (7.4.54) 知 ,k 的 取 值 限制 在 半圆 上 ， 如 图 7.4.4， 

= ko(S — So) (7.4.55) 
半圆 圆心 在 -koSo 处 , 县 半径 为 ko. 由 于 y>0, 当 S 变化 时 , 它 在 k; 方向 的 分 
量 大 于 零 , 因此 半圆 是 通过 坐标 原点 的 那 一 部 分 . 这 个 半圆 称 为 Ewald 半圆 . 


图 7.4.4 Ewald 半圆 图 7.4.5 半径 为 Y2ko 的 加 内 Qi 已 知 


由 以 上 讨论 可 知 , 对 每 一 个 人 射 波 , 可 求 得 Q(r) 的 谱 Q@(k) 在 半圆 上 的 值 . 为 
了 从 Q(k) 求 Q(r), 必 须知 道 整 个 谱 平 面 (k,&,) 上 的 @(K). 为 此 , 变化 人 射 波 
的 方向 ko 一 周 (注意 : 测量 线 始终 垂直 于 入 射 波 方 向 ), 这 时 可 以 求 得 图 7.4.5 中 
半径 为 V2&o 的 圆 内 @(K) 的 值 . 因此 ，Born 近似 相当 于 对 @G(K) 作 低 通 滤波 . 

对 Rytov 近似 , 也 可 作 类 似 的 讨论 . 写成 统一 的 公式 


Du(6) = exp[- iy - ko) lo] Tw(6) (7.4.56) 


其 中 


exp( 一 iolo)ie(e, 人 1 ， ”Bom 近似 


kouo 


wn) ly,, Rytov 近似 . 


kouo 
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下 面 介绍 所 谓 滤波 反 传 播 方法 从 Q(k) 求 Q(r). 记 由 Born 或 Rytov 近似 求 
得 的 分 布 为 Q,,(r), 其 中 下 标 “/p”" 表 示 低 通 滤波 


Qi,(r) = 23|| 到 Dept rr )d2 天 (7.4.57) 
其 中 
站 GQ(k), Ik I<Viko 
Qk) 二 
0， Ik |> V2ko 


图 7.4.5 中 半圆 上 各 点 坐标 (&.,A,) 与 参数 (As,po) 的 关系 为 
一 Feo Sn (7.4.58) 
k, = kesing + krcosg 
其 中 =V 如 一 好 一 ko;go= 9+x/2. 对 式 (7.4.57) 作 积分 变换 , 新 的 独立 变量 
为 (ke, go)(|kel 达 ko,| gol 之 x)， 变换 式 (7.4.58) 的 Jacobi 行列 式 为 


Ok ,sk,) 一 | koke | 
9(ke, Po) / pe? 一 ks 


另 一 方面 , 容易 求 得 
kerr= krthy= kt+hky= kt+(y- ko) 
上 二 式 代 入 式 (7.4.57) 并 利用 式 (7.4.54) 得 到 
ko fx ko dk ~ . 
Q(x,y) = | apo i 7 | ke 1 D, (ke)exp |i[ Re +(7 一 Ro)7]| 
其 中 &= zsinpo 一 ycospo;i7= zcospo+ ysinpo. 利用 T。(&) 表 示 ， 上 式 即 为 
Q(x,y) = | dp " dke | ke I Po (ke)expli[ he + (7 = ho) (7 10)]| 
(7.4.59) 
其 中 
F, (ke) = | asrots)exp(- ikeé) 
是 TT (6) 的 Fourier 变换 , 可 由 测量 数据 求 得 . 进一步 记 
I 《6 ,7) = 二 | Ts)HO) Gs ke)exp(ikee) dhe (7.4.60) 


| ke | ， | k: I ko 
Hp) =1 
(ke 10， | kl> ho 
exp[i(Y 加 &o)(7 加 10) ] ， | ke Ee ko 


G,(ke) = 
7 性 i ke I> ko 
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于 是 , 式 (7.4.59) 可 写成 反 传 播 形式 
Q(t,y) 二 二 | Heo(zrsingyo — ycosy0 ,rcosypo + ysinpo)depo 


(7.4.61) 

由 上 式 可 见 , Quo(z,y) 由 滤波 和 反 传播 算 子 作 用 于 I。() 而 得 到 . 具体 计算 过 
程 总 结 ; 

1. 根据 不 同方 向 go 的 入 射 波 测量 得 到 的 散射 场 , 计算 Ts。(&) 和 它 的 Fourier 
变换 Dy (ke); 

2. 不 同 的 7 值 确定 不 同 的 滤波 函数 N, (ke) 三 H(ke)G,(ke), 与 I。(k:) 相 有 
后 求 Fourier 逆 变 换 ，; 

3. 有 反 传 播 , 把 不 同 角 度 po 得 到 的 (rx,y) 点 的 函数 值 相 加 作为 Qj, (x,y) 
的 值 . 

无 论 是 Kirchhoff 近似 还 是 Born 近似 或 Rytov 近似 ,由 于 这 些 近似 方法 本 身 
的 限制 或 入 射 波 方向 的 限制 , 我 们 只 能 知道 像 函 数 Q(r) 在 空间 的 部 分 谱 分 
布 , 为 了 重建 真正 的 像 函 数 , 必须 求解 类 似 于 式 (7.4.29) 的 第 一 类 积分 方程 ， 这 
是 十 分 困难 的 . 下 面 介绍 一 种 谱 估计 的 迭代 方法 ， 即 Gerchberg-Papoulis 方法 (GP 
法 ), 来 外 推 未 知 区 域 的 谱 分 布 . GP 法 谱 外 推 的 原理 是 基于 解析 函数 的 重要 定 
理 : 区 域 D 中 的 解析 函数 由 DD 中 任 一 子 区 域 D' 上 的 值 , 或 者 DD 中 任 一 弧 上 的 值 
惟一 决定 . GP 法 结合 谱 的 解析 性 质 及 成 像 区 域 的 先 验 知 识 , 利用 和 迭代 法 从 不 完 
整 的 谱 求 出 整个 空间 谱 的 分 布 情况 . 具体 步骤 如 下 : 

1. 假定 已 知 被 成 像 区 域 的 边界 ( 先 验 知识 ), 用 K 表示 测 得 的 谱 区 域 ， 取 整 
个 谱 分 布 的 零 级 近似 为 


~ Qk), KkEK 
Qk) = , 当 大 多 天 
对 此 作 道 Fourier 变换 ,， 求 得 成 像 函 数 的 零 级 近似 
Quo(Cr) = 证 | abeptik .rr)dk; (7.4.62) 
2. 设 成 像 区 为 0, 用 支撑 函数 
1 ， 当 r 各 0 
Pr) = 站 当 包 0 
乘 以 Qo(r) 得 到 Ou(r) 
Oo(lr)= Qo(r)P(r) (7.4.63) 


对 Ou(r) 求 Fourier 变换 , 给 出 的 谱 记 为 O0(K), 令 
JQ(G6D， 当天 E 天 


QAR = 1150)， kx@K 
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对 Qi (大 ) 作 逆 Fourier 变换 ， 得 到 -- 级 近似 像 遇 数 


QI(r) = 二 | Qk)exp(ik rr)d2K; (7.4.64 ) 
3. 重复 第 二 步 ， 对 第 次 选 代 , 用 P(r) 乘 人- 1) 适 代 得 到 的 Q,，1(r) 
O, 1(r) 二 Q, 1(r)P(r) (7.4.65) 


求 0，1(r) 的 Fourier 变换 给 出 谱 的 第 Cn 一 1) 次 近似 O，1(k), 令 


ao = {9 当 k EK 
” ~ 1060, (Kk), 当 k &K 
得 到 第 次 迭代 的 像 溯 数 
Q,(r) = 二 || Q, Ck )explik .rdk (7.4.60) 
4 


夺 代 停止 的 判 据 可 用 平方 误差 来 决定 
| en -QiLr)izer< es 

其 中 e 是 给 定 的 小 正 数 . 

GP 法 进行 说 外 推 的 分 辩 率 与 已 知 频谱 的 精度 关系 很 大 , 但 对 噪声 不 敏感 . 当 
用 Fourier 变换 求 像 函数 时 , 存在 的 问题 之 一 是 ,上 归 同 时 处 理 空 间 霹 域 和 频谱 有 限 
的 函数 对 .我 们 知道 空间 局 战 昂 数 的 谱 总 是 无 限 的 .如 朱 对 谱 作 切 断 近 似 , 必 然 破 
坏 其 解析 肾 数 的 性 质 . 但 是 ,如果 谱 能 量 主要 分 布 在 低频 区 域 , 则 这 种 切断 近似 还 
是 有 效 的 . 余 让 的 重要 问题 是 : 友 代 是 否 收敛 ? 在 什么 条 件 下 收敛 ? 收敛 的 解 是 否 
是 真正 的 解 ? 下 面 简 单 讨 论 之 . 

由 式 (7.4.66) 得 

Q,(r) = ||. Qk)explik . rd2k + rl Dk)ecxplik : r)dk 


(7.4.67) 
式 中 天 外 表示 谱 的 不 完整 部 分 . 上 式 右 边 第 一 项 即 为 零 级 近似 ,而 第 二 项 利用 式 
(7.4.65), 得 到 


Qir)= Qo(r)+ 和 由 [ee ik ， r dr Jexp(ik rr)dk 


1 ; 、 _ 2 ，， 
一 Qn) + 让 由 ou 川 | se kr )] kr 
当 nco ,上 式 化 成 第 二 类 Fredholm 积分 方程 
QR(r) = Quofr)y + -二 | QCr)KCrr) 呈 六 (7.4.68) 
4 Ja 
其 中 积分 核定 义 为 


- 404 .数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


K(r,r )= | exp[—ik: (r -rr)] dk 
J Ky 


因此 , 积分 核 及 区 域 Q 的 性 质 决 定 解 的 惟一 性 和 选 代 过 程 的 收敛 性 . 由 积分 方程 
的 理论 知 ， 当 积分 核 满足 


| gC) erer < 1 


时 和 迭代 过 程 收 敛 , 且 收 敛 到 真正 的 解 Q(r). 由 于 积分 核 与 谱 的 不 完整 区 域 有 关 ， 
因此 GP 法 的 收敛 性 与 谱 的 不 完整 区 域 大 小 密切 相关 . 


习 题 七 


7.1 在 地 球 物理 勘探 中 ,经 常 遇 到 位 势 逆 问题 
Viu = pl(r,y,z) 
u|s-0 = v(x,y) 
即 已 知 地 表面 位 势 的 测量 数据 , 求 地 球 内 部 的 质量 分 布 . 证 明 上 述 逆 问 题 可 化 为 第 一 类 
Fredholm 积分 方程 . 设 p(x ,y,z) 是 局 域 的 
p(X,y,2), (ry,z) EG 


p(xr,y,2) = | 
0， (zyyvz) LO. 
7.2 在 重力 测量 中 ,通常 测量 的 数据 是 垂直 方向 的 重力 加 速度 分 量 
六 = g(x,y) 


证 明 上 题 的 逆 问 题 可 化 为 第 一 类 Fredholm 积分 方程 
7.3 考虑 地 热 着 问 题 
w= cva+ f(r) 
u(r,t)|,s0 = u(r,0) 
其 中 ww(r,z) 为 地 下 温度 场 分 布 ,a 为 岩石 热 扩 散 系 数 , jy(r) 为 地 热源 强度 ， 
u(r ,0) 为 初始 温度 分 布 . 
(a) 假定 已 知 地 球 的 初始 温度 分 布 和 岩石 热 扩 散 系数 ,测量 数据 为 地 表面 温度 变化 u(x， 
yyZ ,1)|.-o0= u(x,y,0,1),， 从 测量 数据 反 演 热 源 强 度 ,证 明 /Cr) 的 反 演 可 化 为 第 二 
类 Fredholm 积分 方程 ; 
(b) 假定 已 知 岩石 热 扩散 系数 ,测量 数据 为 地 表面 温度 变化 (zy,z,t)l.-o= u(xzx,y,0， 
t),， 从 测量 数据 反 演 地 球 初始 温度 分 布 . 假定 热源 强度 为 零 . 证 明 这 一 赣 问 题 可 化 为 
第 一 类 Fredholm 积分 方程 . 
7.4 积分 方程 


| ez wp)dy = alz) 


其 中 
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7.5 


7.6 


7.7 


&(z)=1+co( 至 外 | 委 6; 
g(x)=(6+zx)[1- Dcos( 宇 )] 之 sin( 司 )， |x| 志 6 


(a) 求 上 述 方程 的 严格 解 ; 
(b) 用 积分 离散 化 方法 求 数值 解 , 并且 分 析 离 散 精度 对 解 的 影响 . 


二 维 电 导 率 成 像 
V.(oVvu) =0， rEC 
9 
“下 | = hr), rE€96 


从 表面 测量 电流 密度 Jo(r), 反 演 电导 率 co(7) 分 布 ， 导 出 PST 选 代 关系 . 


考虑 本 征 值 问题 
- 乓 (2 季 )= Mu， rE€E(-1,1) 
u(—1)= «(1l)=0 
设 
pi, rT<0 
p(x) = 网 0 


其 中 pl 和 p, 是 常数 . 又 设 v(x ,4) 是 下 列 Cauchy 问题 的 解 


d dv 
-二 (中 )= 
25(-1)= 0; v(-1,4)=1 
证 明 本 征 值 * 是 方程 v(1,4)=0 的 根 , 其 中 


vl,2) = ENE cosA/ 六 DEN 


考虑 本 征 值 问题 


2 
-全 + q(z)u(z) = hu(z)， x € (0,7) 


ul(0) = 0; u (1l)=0 


设 (4 ,wy) 和 (jp ,wv,) 分 别 是 gq(z)= pi(z) 和 q(xz)= pz(x) 的 本 征 值 和 相应 的 本 征 油 数 ， 


如 果 =Am (aa=1,2,…) 并且 
un(l) own) 
ux(0) vs(0)” 
证 明 惟 一 性 :p(xr)= p(x). 


(n 二 1,2,.…) 
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在 6.2 节 中 ,我 们 利用 微 扰 法 求 得 了 非 线 性 Klein-Gordon 方程 的 微 扰 解 . 如 
果 参 数 。 不 是 小 量 , 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 解 有 什么 性 质 ? 由 于 非 线性 项 的 
存在 , 偏 微分 方程 能 否 产生 新 的 解 ? 另 一 方面 ,线性 方程 一 般 是 非 线性 方程 通过 线 
性 化 而 来 的 ,如 声波 方程 ,假定 流体 质点 偏离 平衡 位 置 的 振动 是 无 限 小 量 ,对 流体 
力学 方程 进行 线性 化 处 理 , 从 而 得 到 线性 化 的 波动 方程 . 自 20 世纪 60 年 代 以 来 ， 
非 线 性 方程 在 物理 .化 学 .生物 等 各 个 学 科 中 不 断 出 现 ,其 研究 内 容 日 趋 丰富 . 与 
线性 方程 的 定 解 问题 一 样 , 非 线性 方程 同样 存在 定 解 问题 的 适 定性 ,但 后 者 要 复杂 
.得 多 . 而 且 非 线性 方程 有 许多 自身 的 特点 ,因此 本 章 重 点 放 在 几 个 物理 中 典型 的 
非 线性 方程 求解 和 求解 方法 上 . 8.1 节 介 绍 若干 典型 非 线性 方程 及 其 行 波 解 ;8.2 
节 介绍 Hopf-Cole 和 Hirota 方法 求 非 线性 方程 的 解 ;8.3 节 介绍 求解 时 间 演化 方程 
初 值 问题 的 着 散射 方法 ;最 后 ,8.4 节 介绍 一 种 重要 的 变换 , 即 Bicklund 变换 . 


8.1 典型 非 线 性 方程 及 其 行 波 解 


在 无 限 空间 ,线性 或 非 线 性 偏 微分 方程 
Pu=0 (8.1.1) 

其 中 了 为 包括 时 间 上 和 空间 x 偏 导数 的 微分 算 子 , 形 如 u(x,i)=FF(x- cl) 的 
解 , 称 为 上 式 的 行 波 解 ,其 中 <。 为 常数 . 对 线性 偏 微 分 方程 ,如 波动 方程 (1.1.7)， 
F(6)(E=z-tic=1l) 为 满足 一 定 条 件 的 任意 函数 . 但 对 非 线性 偏 微分 方程 ,由 于 
迁 加 原理 已 不 成 立 ,F(E) 只 能 取 特 定 的 形式 才 有 可 能 满足 上 式 . 事实 上 ,满足 式 
(8.1.1) 的 特定 形式 下 (&) 是 方程 的 非 线 性 本 征 模式 ， 从 行 波 解 可 以 分 析 非 线性 偏 
微分 方程 解 的 重要 性 质 . 我 们 特别 感 兴 趣 的 是 非 线 性 偏 微 分 方程 的 所 谓 “ 孤 立波 ” 
形式 的 解 . 
8.1.1 Burgers 方程 及 冲击 波 

Burgers 方程 是 非 线性 的 耗 散 方程 ,一 般 形 式 为 

du du 9327 


5 了 = 0 (8.1.2) 


其 中 a >0 为 常数 . 设 上 式 的 行 波 解 有 形式 
u = u(é); ET- (8.1.3) 
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代入 式 (8.1.2) 有 


a + cu 一方 2 一 各 (8.1.5) 
其 中 a 为 积分 常数 . 上 式 改 写成 
2 + a) (8.1.6) 
设 方程 右边 有 二 个 实 根 
ul 一 C 十 V cz 一 ai a2 一 cc 一 ca (8.1.7) 
由 于 c 和 4 都 是 待定 常数 , 取 c: - a>0, 于 是 式 (8.1.6) 为 
办 = E(u ui) (uw) (8.1.8) 


上 式 积 分 可 得 到 


1 


u 一 7 (ul + wu2) -去 (wa 一 wu )tanh < 一 


了 (€— é&0) (8.1.9) 


其 中 & 为 积分 常数 . 因此 ,我们 得 到 了 Burgers 方程 (8.1.2) 的 行 波 解 式 (8.1.9)， 
波 的 振幅 和 波 速 为 


4 三 二 (ul ~ 0); C 一 二 (ua + za) (8.1.10) 
显然 有 下 列 关 系 
du du| 
dé | dE|.-a 0 
u |e=é = C3 MK |e ow = Ul; & 1e-oo = U2 


因此 式 (8.1.9) 的 图 像 如 图 8.1.1, 称 为 Burgers 方程 的 冲击 波 解 . 
下 面 分 析 平 衡 点 u = x 和 x= us 的 稳定 性 . 为 此 把 二 阶 方程 (8.1.4) 写 成 一 
阶 方程 组 
0 1 


长 (人 = ia (8.1.11) 


在 平衡 点 u = ui ,上述 方 程 的 系数 矩阵 的 特征 值 * 满足 
-4 1 
=0 (8.1.12) 


0 le)-A 
a 
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4 0 
3.5| : ? 
: -0.2 
3 | 
2.5 -04 
»| : 1... 1 
“ ;202.0 1 : -0.6| 
1.3| 
: -0.8 
0 
-20 -15 -t0 -5 0 5 10 15 20 J 
Oo -15 
A é 
图 8.1.1 Burgers 方程 的 行 波 解 ,a= 1 图 8.1.2 Burgers 方程 的 “孤立 波 " 解 


容易 求 得 二 个 特征 值 为 


2 二 
MD = 0; 和 = 二 (al o) = a 、0 
因此 x = xi 是 不 稳定 平衡 点 . 对 平衡 点 u = us ,可 求 得 


2 — 
1 人 2) = 0; 22 = 二 (za 0c) = 二 4 0 


可 见 为 稳定 的 平衡 点 . 从 不 稳定 平衡 点 w = xi 向 稳定 平衡 点 x = xz 的 过 渡 速 度 
由 宽度 A 描述 (如 图 8.1.1) ,决定 于 (ws 一 41)/a. 式 (8.1.9) 对 & 微分 可 得 到 


加 (al 一 u2)? 


du 2 2{ U1 U2 轩 
v(&€) = de = Bo sech (2 js 6 ) (8.1.13) 


显然 , 当 =~+co,u(E) 一 0. 回 到 (x,z) 变 量 , 上 式 表示 向 x 方向 传播 的 “孤立 ” 
波 , 如 图 8.1.2. 值得 指出 的 是 ,从 式 (8.1.10) 可 见 , “孤立 ” 波 传 播 的 速度 与 振幅 有 
关 , 这 也 是 非 线 性 本 征 模式 的 典型 特性 . 


8.1.2 KdV 方程 及 孤立 波 


KdYV 方程 首先 由 Kortweg 和 de Vries 在 1895 年 研究 浅水 表面 波 时 导出 ,20 
世纪 60 年 代 又 在 等 离子 物理 问题 中 出 现 ,因此 对 其 研究 比较 成 熟 . KdvV 方程 的 标 
准 形式 为 


0 (8.1.14) 


其 他 形式 的 KdV 方程 均 可 通过 适当 的 变换 化 成 以 上 形式 . 下 面 求 上 式 的 行 波 解 ， 
式 (8.1.3) 代 和 得 到 


3 
一 一 6 一 -cc 一 一 0 (8.1.15) 
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积分 一 次 得 到 
d2u 
de 


其 中 a 为 积分 常数 . 上 式 二 边 乘 du /dé 再 积分 得 到 


3z2 -ca = a (8. 


.16) 


二 ( 驻 ) = tat (8.1.17) 
其 中 0 为 积分 常数 . 因此 
du 
一 0 = 土 8.1.18 
et | 元 + cu +2au + 26 ( ) 
我 们 寻求 无 限 远 处 为 零 并 且 平 滑 下 降 的 解 , 即 满足 无 限 远 边界 条 件 
du dz 
u(é€) exo = 0; 上 te de i 0 (8.1.19) 
由 式 (8.1.16) 和 式 (8.1.17),a=65=0, 故 
é€—é0=+ - 有 = = -和 arctan 人 [te) (8.1.20) 
于 是 得 到 
u(€) = 和 See 全 Ce - go) | (8.1.21) 
显然 上 式 与 式 (8.1.13) 有 相同 的 形式 , 称 为 KdV 方程 的 “孤立 波 " 解 . 
把 KdV 方程 (8.1.14) 写 成 形式 
2 
尝 + 六 (32 于 =0 (8.1.22) 
因此 zx 为 守恒 量 , 即 
上 udx = 常数 (8.1.23) 
上 式 具 有 质量 守恒 的 含义 . 另 一 方面 , 式 (8.1.14) 二 边 乘 u 得 到 
au? 9 1 /au \? a2u 
3 + 六 | 223 3 (二 ) + us|=0 (8,1.24) 
因此 w? 也 为 守恒 量 , 即 
| wdz = 常数 (8.1.25) 


上 式 具有 动量 守恒 的 含义 . 而 质量 和 动量 守恒 是 质点 力学 的 基本 守恒 量 , 故 “孤立 


波 " 解 式 (8.1.21) 具 有 类 似 粒 子 的 性 质 , 称 为 “孤子 ”. 
如 果 不 使 用 无 限 远 边界 条 件 式 (8.1.19) ,并 且 令 方程 


WtIu tartb=0 (8.1.26) 


的 三 个 根 为 Ul 之 uz 之 u3, 于 是 
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1 du 
EC— 二 十 - 一 (8.1.27 
7% 上 7 — ui) ) 


上 式 右 边 积分 可 用 椭 贺 余弦 函数 表示 成 


LU 三 MU2 一 (2 一 | /3 一 43)(E 一 go) | (8.1.28) 


其 中 & 为 椭圆 余弦 函数 的 模 
A£= /3 (8.1.29) 
MI us 


椭圆 函数 定义 为 下 列 积 2 
了 dx 加 


:= V1- es 9 -| V (Ll — ri)(1- klix:) 


其 中 0<k<1 称 为 椭圆 函数 的 模 数 . 定义 椭圆 正弦 和 余弦 函数 sn(<) 和 cn(<) 为 


u = sing = sn(z,&) (8.1.30) 
cn(z,k) = cosp = V1 sni(z,k) (8.1.31) 

以 及 第 三 种 椭圆 函数 
dn(z,R) = V1 -zsnz(z,R) (8.1.32) 


椭圆 余弦 函数 是 周期 为 4K(&) 的 周期 函数 ,因此 式 (8.1.28) 表 示 周 期 为 2 天 (&) 的 
行 波 , 其 中 K(k) 为 积分 
1 dx 
“(= | V (1 - ri)(l ~ Rixr’) 

图 8.1.3 表示 KdyV 方程 的 周期 解 式 (8.1.28). 周期 解 的 形状 与 的 大 小 密切 相 
关 , 图 8.1.4 表明 &?*=0.999 时 周期 解 的 形状 . 当 & 增加 (但 小 于 1), 周 期 增加 . 
当 严 格 有 & = 1, 周 期 变 成 无 限 大 ,形成 “孤立 波 " 解 , 即 当 ul 一 us, 上 ->1， 
cn(z,k) 一 sechz ,于 是 


k= uy 一 (za 一 us)sech?| Ea — wu3)(éE— go) | (8.1.33) 


特别 是 当 ui>t2 一 0; 此 时 u3= 一 c/2,“ 孤立 波 " 解 为 式 (8.1.21). 当 ws 一 3， 
k 一 0 ,cn(z,k) 习 cosz, 因 此 


MK 一 22 一 (us; 一 ua)cos| Ee 一 23)(E 一 eo)| (8.1.34) 
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18 18- ， ; _ | 
-20 -1S3 -10 -5 0 5 10 15 20 -30 -20 -10 0 10 20 30 
é é 
图 8.1.3 KdyV 方程 的 周期 解 ， 图 8.1.4 Kdv 方程 周期 解 的 形状 : 
1=3.0,=2.5,23=2.0 ul =2.5005,4u;=2.5,u;3=2.0 


8S.1.3 非 线 性 Klein-Gordon 方程 


非 线 性 Klein-Gordon 方程 的 一 般 形式 为 
9 192u dV(u) 
or? “0 人 2 du 
其 中 co 为 常数 ,V (4) 为 系统 的 势能 . 取 V(wu)= Vol -cosx),(Vo>0), 上 式 化 
为 


=0 (8.1.35) 


2 - C6 + Vosinu = 0 (8.1.36) 
称 为 Sine-Gordon 方程 ,在 非 线性 光学 中 有 重要 的 应 用 . 另 两 种 重要 的 非 线性 


Klein-Gordon 方 程 为 


Ou 2 0°u 2 -- 

可 50 7 +au— Bu 0 (8.1.37) 
和 

ou .2 Ou 3 ~ 

37 C0 3 +au—-pBu =0 (8.1.38) 


我 们 已 在 6.2 节 用 微 扰 法 讨论 过 上 式 的 解 。 
首先 求 式 (8.1.36) 的 行 波 解 ,以 式 (8.1.3) 形 式 的 行 波 解 代 人 式 (8.1.36) 可 以 
得 到 


(c?— c2) a g 二 + Vosinu = 0 (8.1.39) 


é 
分 二 种 情况 讨论 : 
(1) c >ci, 把 式 (8.1.39) 写 成 
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a + ysinu = 0 (8.1.40) 
其 中 y= VoA(c? 一 中 )>0, 令 v= du/d&, 上 式 可 化 成 一 阶 方程 组 
de, 
dé (8.1.41) 
dv _ 2 ， 
de 二 一 7 SINu 
即 有 vdv = 一 y?sinudu ,于 是 
3 + 71 -cosu)=h (8.1.42) 
其 中 为 积分 常数 ,上 式 即 为 
( 蛙 ) +4ysin? ( 茹 ]= 2h (8.1.43) 
因此 
1 du | 
E—é&, =+ (8.1.44) 
? 二 | VE? -sin2(x /2) 
其 中 &= VA《L2X)<1, 上 式 右边 积分 可 用 椭圆 正弦 函数 表示 
sin (区 )=+ tsn[y(6 ~ 60),k] (8.1.45) 


显然 ,上 式 代 表 一 个 周期 解 ,如 图 8.1.5, 图 中 “+" 和 “一 ”表示 上 式 中 分 别 取 正 号 
和 人 负 号 ， 当 一 0, 上 式 变 成 


sin( 兰 ]=+ ksin[ 7(€ - &0)] (8.1.46) 


为 线性 波 . 考虑 特殊 情况 :& =1, 利 用 积分 


| 一些 一 一 mi 二 | 
V1 sin(u/2) 1 ~ sin(u /2) 
由 式 (8.1.44) 得 到 | 


[六 se | = exp[ + 27(¢ — 6o)] (8.1.47) 
利用 三 角 关 系 
1 + sin(u /2) Wu x 
二 守信 一 can 4 于 (8.1.48) 
因此 
u = 一 区 +4arctanjexp[+7y(E- 扣 ) | (8.1.49) 


称 为 Sine-Gordon 的 广义 “孤立 波 " 解 . 当 分 别 取 “+ ”和 “一 ”时 ,如 图 8.1.6, 前 者 称 
为 正 扭 结 波 (kink wave), 后 者 称 为 反 扭 结 波 (anti-kink wave). 
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反 执 结 波 


:f 正 报 结 波 


图 8.1.5 Sine-Gordon 方程 的 周期 图 8.1.6 Sine-Gordon 方程 的 孤立 波 


解 :=0.9998,y=1 


(2) c2< ci, 式 (8.1.43) 为 


(要 ) = 2h + 467sin? 如 


其 中 82 = VoA(cb 一 c)>0, 于 是 


du 


解 :k=1,7Y=1 


< 一 后 


其 中 有 =1+h/(26?), 上 式 的 周期 解 为 


当 '->0, 上 式 变 成 


u 
cos| 到 


2 


COS 


生 ) = 上 sn[8(E - 60),k) 


)= +&'sin[S(E- &0)], (0<w < 27) 


同样 ,考虑 特殊 人 情况 :k=1 ,利用 积分 


由 式 (8.1.51) 得 到 


利用 三 角 关 系 


1 + cos(u 7/2) 


du 国 
| 二 nee) 


1 + cos(u /2) 


1-— |= exp[+ 26(€ - é€0)|] 


+ | du + | 
26 256. TT 
\ 志 + sim(u/2) Vk cos (u/2) 


(8.1 


.50) 


.51) 


.52) 
.53) 
.54) 
.55) 


.56) 
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因此 
u = 4arctanlexp[ + 8(€ — &)|]| (8.1.57) 
式 (8.1.49) 和 (8.1.57) 即 是 Sine-Gordon 方程 的 “孤立 波 " 解 ,它们 是 行 波 ,在 
空间 以 速度 c 传播 . Sine-Gordon 方程 还 存在 另 一 种 “ 驻 波 "形式 的 “孤立 波 " 解 . 不 
失 一 般 性 ,把 式 (8.1.36) 写 成 


2 2 
0 - 了 = sinu (8.1.58) 
人 
事实 上 ,只 要 对 式 (8.1.36) 作 变换 
1 一 Vv Vot; x 一 (wv Vo/co) x (8.1.59) 


即 可 把 式 (8.1.36) 化 成 (8.1.58). 受 式 (8.1.49) 和 (8.1.57) 的 启发 ,我 们 来 寻找 
式 (8.1.58) 如 下 形式 的 “ 驻 波 " 解 


2 = 4arctan| “(| (8.1.60) 


即 tan(wu/4)= w(x)/v(t), 利 用 三 角 函 数 关系 
4tan(u /4) [1 - tan2(x /4)] 
[1 + tam (wu/4) 


(8.1.61) 


Sinu 二 
式 (8.1.60) 代 入 式 (8.1.58) 得 到 
Ct) (+t) = vw vw? (8.1.62) 
w 也 
为 了 得 到 分 离 变 量 的 形式 ,上 式 对 x 和 + 分 别 微分 ,得 到 
(w+ o)( 村 ) 十 2uw (时 十 本 |- 4ww =— 2rww (8.1.63) 
也 了 v 


和 


(w+ ) (5 十 ?ve 人 ( 芝 + 也 ) 4vv = 2vv” (8.1.64) 


上 二 式 分 别 除 以 zwro 和 vv 得 到 


Ce 人] + 人 (本 + 人 =- (8.1.65) 
和 ， 
C+ () +2 (j=2 (8.1.66) 
式 (8.1.65) 加 (8.1.66) 并 且 除 以 (w?* + wv) ,得 到 
(1 _ 二 (人 (8.1.67) 
上 式 左边 是 x 的 函数 ,而 右边 是 t 的 函数 , 恒 等 条 件 是 等 于 常数 ( 令 为 4a) 故 有 
(全 让 = 4aruro ; 全) =— 4avv (8.1.68) 
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积分 一 次 得 到 


Ww 2 . V2 
i 2aro + Bi; 避 2av + 8B; (8.1.69) 


其 中 Bi 和 B, 是 积分 常数 . 上 二 式 两 边 分 别 乘 ww 和 vw 并 进一步 积分 ,得 到 
(w) = ao + Biw + 
(VV) =-avtt+ Pv + yy; (8.1.70) 
其 中 y! 和 7Y, 是 积分 常数 . 四 个 常数 B11、B。、7Y! 和 7y, 并 非 完 全 独立 ,对 式 
(8.1.62) 的 二 次 微分 引进 了 二 个 常数 ,因此 四 个 积分 常数 中 ,只 有 二 个 是 独立 的 . 
式 (8.1.69) 和 (8.1.70) 代 入 式 (8.1.62) 得 
[1 — (B81 - B)](w’ — v) = 2(7Y1 + 7;) (8.1.71) 
由 于 w 和 w 分 别 是 x 和 z 的 函数 ,上 式 恒 成 立 的 条 件 是 
Bi- B= 1; Y+Y=0 
取 B=-8 和 Yi=7Y, 于 是 B1=1-h 和 Y= -7, 式 (8.1.70) 变 成 
w = Vaw’+(l- Pw +y 
v =V-av- Bo-y (8.1.72) 


即 

| 1 dw 

Vaw t+(l- Bw +y 

: | 万 (8.1.73) 
因此 ,w 和 w 可 用 椭圆 函数 表示 . 考虑 比较 简单 的 情况 :y=0 和 a = -1. 进一步 
假定 0<B<1, 此 时 


工 一 0 一 土 


= -zxo=t| dw 三 十 ! sech-1 一 一 
wy (1l -Bp)-w’ V1i-Bp 1-8B 
即 有 
w(xz) = VT- Bsech[VT- B(x — xo)| (8.1.74) 
对 时 间 部 分 ,直接 从 式 (8.1.70) 可 推 得 
[(1/v) 2 = 工 - Bp(1/v)? (8.1.75) 
于 是 
+(t-it0)= en (8.1.76) 
即 有 
i = 土 TanMVB( - t0)] (8.1.77) 
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式 (8.1.74) 和 (8.1.77) 代 入 式 (8.1.60) 得 到 Sine-Gordon 方程 的 一 个 “ 驻 波 " 解 
四 1-8 sin VBVot 
u(x,t) = 4arctan : Bohl /Te 
显然 上 式 表示 一 个 周期 为 2x/VBVo 的 周期 解 ,在 x 轴 的 上 下 振荡 , 像 在 不 断 地 呼 
吸 , 同 时 看 起 来 像 孤子" 和 “ 反 孤 子 ” 的 一 对 振荡 ,因此 把 Sine-Gordon 方程 的 这 种 
解 称 为 “呼吸 孤子 " 解 , 简 称 为 “呼吸 子 ”. 
对 非 线 性 Klein-Gordon 方程 (8.1.37) 和 (8.1.38), 可 求 出 它们 的 行 波 解 以 及 
“ 孤 波 " 解 , 解 的 性 质 与 系数 a 和 B, 以 及 行 波 速度 <。 有关 . 式 (8.1.37) 解 的 情况 为 ; 
(1) cz>c 且 (a<0,8<0), 或 <ci 且 (ca>0,8>0) 


| (8.1.78) 


sechex(e ~ & £0)， (0 委 ua/p) 


&(E) = (8.1.79) 
3csch? x(é - 6o ) ， (u < 0) 
(2) c:>c 且 (ae<0,8>0), 或 <ci 且 (ca>0,6<0) 
-sechx(6 和) (0 uA- 3a/p) 
u(é€) = 3 (8.1.80) 
25cschX(6 ~ 60)， (u 0) 


其 中 x 二 Via/c? 一 中) 人 2. 式 (8.1.79) 和 (8.1.80) 即 是 式 (8.1.37) 的 “ 孤 波 " 解 . 
同样 , 式 (8.1.38) 解 的 情况 为 : 
(1) cc 且 (a>0,8>0) ,或 c <ci 且 (ae<0,8<0) 


we(E) =+ ky ger jm oh) 60),k] (8.1.81) 


| 位 
oi(k) -Va 十 ki)(e c2) 


其 中 


而 模 数 & 由 下 式 决 定 


1+k? = 3 (8.1.82) 
c 一 《0 
当 & 一 1, 式 (8.1.81) 变 成 “冲击 波 ” 解 
ul é&€) -+ 和 anh[ei(D(e - &)] (8.1.83) 


(2) c?>ci 且 (ae<0,8<0), 或 <ci 且 (ac>0,8>0) 


一 元 一 
&(E) = tg) zdnL ok)(é ~ é0), k] (8.1.84) 
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其 中 
加 -a 
人 Ac 
模 数 由 下 式 决 定 
2- 已 =- 一 (8.1.85) 
C Co 
当 一 1, 式 (8.1.84) 变 成 “ 孤 波 ” 解 
ulé€) = sech[ os( 1) (8 ~ &)] (8.1.86) 


(3) c?>ci 且 (c<0,8>0), 或 <ci 且 (ec>0,8<0) 
四 -23a cnl[os(k)(§ — £0),k] 
“(é) = HY BG pa) sn [oh) CE €0),k] (8.1.87) 


oc3(k) 二 oc2(k) 
模 数 的 方程 与 式 (8.1,85) 相 同 . 当 衣 一 1, 式 (8.1.87) 变 成 “ 孤 波 ” 解 


ul€) = + 一 管 cschL os(1)( -60)]. (8.1.88) 


其 中 


8.1.4 非 线性 Schridinger 方程 


非 线性 Schradinger 方程 ,简称 NLS 方程 ,是 描述 非 线性 波 调制 ( 即 非 线 性 波 
包 ) 的 方程 ,其 一 般 形式 为 


.9u ou 


igr tagz+BIlulu=0 (8.1.89) 
有 意思 的 是 NLS 方程 具有 单 频 解 
u = Aexp[i(kx — wi)] (8.1.90) 


其 中 A .k& 和 w 分 别 为 平面 波 的 振幅 . 波 数 和 频率 ,上 式 代 入 式 (8.1.89) 得 到 上 与 
w 的 关系 , 即 色散 关系 
w= ak*-BIAT (8.1.91) 
与 线性 波 不 同 的 是 ,上 述 色散 关系 与 振幅 A 有 关 ,而 群 速 度 ( 即 能 量 传播 速度 ) 与 
振幅 A 无 关 
dw 


ce 三 各 = 2ak (8.1.92) 


因 NLS 方程 的 非 线 项 描述 非 线性 的 调制 作用 ,故我 们 求 式 (8.1.89) 的 包 络 形 
式 解 
u lz,t) = p(é)expli(kx — wi)); EE€=x-et (8.1.93) 
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代入 式 (8.1.89) 得 到 


2 
a dori2ak -cec)de+(wo-okyp+plplp=0 (8.1.94) 
dé dé 
通常 p 是 实 函 数 , 故 选择 c= cs=2ak ,因此 
dp 
“I+ ok) p+ Bp =0 (8.1.95) 
二 边 乘 dp /dé 再 对 & 积分 得 到 
2 
|( 力 ) + (w 一 ak’”) 9’ + hp = (8.1.96) 


其 中 有 是 积分 常数 . 分 三 种 情况 讨论 上 述 方程 的 解 : 令 7 三 (w -ak?) 
(1) Y/B>0;7Y/a<0, 得 到 周期 解 


p(é€)=+ Ne x)(E— 0),«] (8.1.97) 
_ 4 
pre) = Va(l+ xz) 


其 中 


模 数 x 由 下 式 决 定 


1+w? =- 之 (8.1.98) 
当 jk 一 1, 式 (8.1.97) 变 成 “冲击 波 ”" 解 
9(E) = Franhlp 1) - 6&0)]. (8.1.99) 


2) 7Y/B8>0;yY/a>0, 得 到 周期 解 


p(é€) + de(e)( ~ 60),«] (8.1.100) 


其 中 
02(*) = 2 «7) 
模 数 x 由 下 式 决定 
2- 心 = 过 (8.1.101) 
当 kx 一 1, 式 (8.1.100) 变 成 “ 孤 波 ” 解 
9p(é€) = ~ echlps De — 6) (8.1.102) 


上 式 可 由 式 (8.1.96) 直 接 令 积 分 常数 h=0 得 到 


2u 
=+A/ 务 | - 村 司 - (8.1.103) 
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如 果 >/8>0， 


E -名 =+A/ sn 


9p(é) = Rechy 之 人- so) (8.1.105) 
即 为 式 (8.1.102). 


(3) YAB<0;Y/a>0, 得 到 周期 解 
-2y cnlos(x)(€— é€0),«] 
9(6) =+ B(2 — x?) sn[Lp3(x)(€ — £0),«] (8.1.106) 


p3(#) = pa(«) 
模 数 x 的 决定 方程 与 式 (8.1.101) 相 同 . 当 x 一 1, 式 (8.1.106) 变 成 “ 孤 波 " 解 


u(é) = + -学 cehLpa(D)G- 0)] (8.1.107) 
以 式 (8.1.105) 代 入 式 (8.1.93) 


u(x,t) = ech Ze — 6)jexp[i(kz ~ wt)] (8.1.108) 
上 式 称 为 NLS 方程 的 包 络 “ 孤 立波 " 解 . 显然 包 络 “孤立 波 " 的 振幅 为 


= /27 
a=/ 和 2 (8.1.109) 


因此 y=e28 ,由 7y 的 定义 ,可 得 到 包 络 "孤立 波 " 解 的 色散 关系 
= -yy = (8.1.110) 
而 式 (8.1.91) 是 简单 的 单 频 波 式 (8.1.90) 的 色散 关系 . 


V27/8 = go =V3708 | (8.1.104) 
9 
即 有 “ 孤 波 " 解 


其 中 


8.2 Hopf-Cole 变换 和 Hirota 方法 


自 变 量变 换 或 防 数 变换 是 求解 偏 微 分 方程 的 基本 方法 . 如 在 1.1.1 小节 中 我 
们 利用 自 变量 变换 式 (1.1.8) 把 方程 (1.1.7) 变 成 了 较 简 单 的 形式 式 (1.1.9),， 从 
而 得 到 了 包含 任意 函数 的 解 式 (1.1.10). Fourier 积分 式 (2.5.7) 实 质 上 可 看 作对 
式 (2.5.2) 同 时 作 自 变量 变换 (z 一 4) 和 函数 变换 (zx 一 U). 对 线性 微分 方程 ,不 论 
是 自 变 量变 换 ,还 是 函数 变换 ,一 般 都 是 线性 变换 , 但 是 通过 线性 变换 不 可 能 把 非 
线性 偏 微分 方程 简单 化 . 只 有 通过 非 线 性 变换 才能 实现 . 本 节 介 绍 二 种 特殊 的 非 
线性 变换 方法 , 即 Hopf-Cole 变换 和 Hirota 方法 . 
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8.2.1 Burgers 方程 的 Hopf-Cole 变换 


为 了 方便 , 重 写 Burgers 方程 如 下 


du ou _ ou 


可 + 4 7 «F723—0 (8.2.1) 


显然 Burgers 方程 是 在 线性 扩散 方程 的 基础 上 增加 了 一 项 非 线性 项 ,因此 和 希望 通 
过 非 线性 变换 与 线性 扩散 方程 


2 aa 2 = 0 (8.2.2) 
4 = 2 (8.2.3) 


代入 式 (8.2.1) 并 积分 一 次 得 到 ( 令 积分 常数 为 零 ) 
dw 1 /9w\? 92w 
at 2 于) ® gar? 
因为 我 们 寻求 形式 ww 一 0( 当 z 一 上 +oco) 的 解 , 故 取 积分 常数 为 零 . 进一步 设 非 线 


= 0 (8.2.4) 


v= f(w) (8.2.5) 
为 了 寻找 恰当 的 非 线 性 函数 f(w), 上 式 代入 式 (8.2.2) 得 到 
9 dzvwo \? 9? 
和 pA "5 全 = (8.2.6) 
对 照 式 (8.2.4) ,只 要 取 
大 =- 工 (8.2.7) 
a f 一 2 。 本 
上 式 的 解 为 
f(w) = a+ bexp(- 芒 | (8.2.8) 
其 中 a 和 4 为 积分 常数 , 最 简单 的 情况 为 a =0 和 2=1. 因而 得 到 
w =—2alnf =- 2alnv (8.2.9) 
因此 在 非 线 性 变换 下 
a =- 20 字 ? (8.2.10) 


Burgers 方程 (8.2.1) 变 成 线性 扩散 方程 (8.2.2). 上 式 称 为 Hopf-Cole 变换 . 因此 
如 果 知 道 式 (8.2.2) 的 一 个 解 ,通过 式 (8.2.10) 可 求 Burgers 方程 (8.2.1) 的 解 . 
例 8.2.1 已 知 式 (8.2.2) 的 行 波 解 
v(x,t) = 1+explk(x -ct)]; (k=- c/a) (8.2.11) 
代入 式 (8.2.10) 得 到 Burgers 方程 的 一 个 解 
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u(x,t) =- 20 站 nll + exp[k(x - ct)]) = ce - tanh | 


(8.2.12) 
显然 上 式 与 式 (8.1.9) 一 致 , 只 要 取 ui 一 uy=2c 和 wl + ws=2c 即 4l=2c 和 w= 
0. 

例 8.2.2 已 知 式 (8.2.2) 的 行 波 解 


v(xst) =1+ aexp[Rz ot)l, (hk =- c/a) (8.2.13) 
其 中 a; 和 ci; 为 常数 , 代 人 式 (8.2.10) 得 到 Burgers 方程 的 一 个 解 


N 
u(x,1)=-20 区 njl 十 Dajsexplki(x 一 cz)]| 
i=1 


N 
Dakiexp[ki(x — cit)] 
i=1 


=-2a -EL . (8.2.14) 
1 十 > aiexpL ki(x — ct )] 
例 8.2.3 由 式 (1.4.11), 已 知 式 (8.2.2) 的 一 个 解 (: >>0) 
1 2 
v(x,t) = 1+ -exp 吉 (8.2.15) 
代入 式 (8.2.10) 得 到 Burgers 方程 的 一 个 解 
9 1 x 
nz ) -21+ -二 en 起 ) 
_ 工 1 x7 | 
= 了 [+ | ) . (8.2.16) 
例 8.2.4 考虑 Burgers 方程 的 初 值 问题 
at du ax ww 
5 + Ha “3 一 0; ZE(- co,co)， 上 >>0 (8.2.17) 
u(x,t) io0 = uo(x); rE(-%.%,%) 
由 Hopf-Cole 变换 式 (8.2.10)， 上述 初 值 问题 化 为 线性 扩散 方程 的 初 值 问题 
2 
a =0, x€E(-%,%), 1>0 
| fx (8.2.18) 
v(x,t) 1,-0 = volz) 三 exp(- 直 |]. va(z)dz | 
由 式 (1.4.10) 得 到 
ox,st) = Gr sD) ws)ds (8.2.19) 


其 中 G(x 一 s,i) 由 式 (1.4.11) 决 定 
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- (| (8.2.20) 


G(rz—s,t) = ex | 
一 V 4nat 4at 


因此 式 (8.2.17) 的 解 为 
oo _ _ .2 
u(x,t) = | 人 7 exp| (ee lvols)ds 


。 || en[- (os) jls)as 


-1 


(8.2.21) 

可 见 , 由 于 非 线 性 项 的 存在 ，Burgers 方程 的 解 十 分 丰富 , 除 8.1 节 介绍 的 行 

波 解 外 , 还 可 以 找到 各 种 形式 的 解 . 这 些 “ 数 学 ”形式 的 解 有 无 物理 意义 ,应 该 由 
具体 的 物理 问题 决定 . 


8.2.2 ”KdV 方程 的 广义 Hopf-Cole 变换 
重 写 KdV 方程 如 下 


3 
—6u 十 = 0 (8.2.22) 
工 


比较 KdV 方程 与 Burgers 方程 ,前 者 仅 比 后 者 高 一 阶 导数 ,理应 存在 类 似 的 Hopf- 
Cole 变换 使 KdV 方程 线性 化 . 事实 上 , 令 


_ 9w. __ ,nv 
4 = w= 2 (8.2.23) 
即 广义 Hopf-Cole 变换 
_ da?lnm 
“= (8.2.24) 


上 式 的 导出 过 程 将 在 8.2.4 小 节 给 出 . (8.2.23) 第 一 式 代 入 式 (8.2.22) 并 且 积 分 
一 次 ( 令 积分 常数 为 零 ) 


+ 一 = 一 0 (8.2.25) 


(8.2.23) 第 二 式 代 入 上 式 


olnv 3?zinz 2 94lnv 加 
2 - | ) 一 22 -= 0 (8.2.26) 


上 式微 分 展开 后 ,两 边 乘 v? 得 到 
9 /9v 33m av/9u dv ck 2 am 93m 加 
EA + -时 ( 字 1+)+3[( 强 ) ~ ar ;|= 0 
(8.2.27) 


上 式 尽 管 仍 然 是 非 线 性 的 ,而 且 比 原 方 程 更 复杂 ,但 有 一 个 特点 : 方程 的 每 一 项 中 
未 知 函 数 或 它 的 导数 均 出 现 二 次 ,因此 称 为 KdV 方程 的 双 线 性 形式 . 
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尽管 式 (8.2.27) 比 式 (8.2.22) 复 杂 , 但 是 如 果 取 


3 
+ =0 (8.2.28) 
Puy dv 
( 霹 ) 天 了 一 (8.2.29) 
式 (8.2.27) 同 样 能 满足 . 上 式 可 写成 
qv 2 9 92v qv -1 
G3 天 [5( 中 | |=° (8.2.30) 
即 
2 -1 
(于 = 常数 (- 7) (8.2.31) 
故 
2 
7 和 + 了 0 (8.2.32) 


因此 ,如果 wv 同时 满足 二 个 线性 方程 (8.2.28) 和 (8.2.32), 通过 广义 Hopf-Cole 变 
换 式 (8.2.24) 形 成 的 x 一 定 是 KdV 方程 的 一 个 解 . 但 反之 结论 不 一 定 成 立 . 即 
这 一 条 件 仅 仅 是 充分 条 件 . 
例 8.2.5 同时 满足 方程 (8.2.28) 和 (8.2.32) 的 一 个 解 为 
vw = 1 + exp[2(kr — or)]， (w= 4k3,ny=—-2k) (8.2.33) 
由 式 (8.2.24) 


也 =-2 革 mil + exp[2(Rz — wt)]} 


=— 2exp[2(kx — wt)]sech(kxr — wit) 
(8.2.34) 


9 
wu = 3 =— 2k2sechr k(x — 4k?t) (8.2.35) 


与 式 (8.1.21) 比 较 ,相当 于 取 c = 4k?. 
直接 求解 式 (8.2.27) 能 给 出 KdV 方程 更 丰富 的 解 . 为 此 引进 形式 参数 *, 作 
级 数 展开 


v=1+ eiv, (8.2.36) 


如 果 上 述 级 数 是 截断 的 , 即 N 项 后 的 v=0(i 之 N+1), 只 要 令 。=1, 就 求 得 了 
式 (8.2.27) 的 解 . 上 式 代 入 式 (8.2.27) 并 按 e 的 寡 次 分 类 ,得 到 


= 0 (8.2.37) 
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ao 9z1 2 
.2.38 
3| (多) - 壬 和 (8.2.38) 
9 ( 半 2) | 9 2 + | 
9r\at oar vl oar + 9x at oar 


92v1 Ov Duolgio 9v, | 
DZz2 9x? 9z 9r’ 9r az3 
ee (8.2.39) 


3(2 


取 式 (8.2.37) 的 解 为 
vi = aiexp[2(kix ~ wit)] + azexp[2(ks7x — wt )] (8.2.40) 
其 中 wi =4ki 和 w=4k3,《a1,42) 是 表示 振幅 的 常数 . 上 式 代 入 式 (8. 2.38) , 右 
边 第 一 项 为 零 ,于 是 得 到 
电 人 aa 2 
9i ar’ 


j= 48AI1A2( Ri 一 k2)*alarexp[2( ki + ks) 7 一 (wi 十 w2 )1] 


or 


(8.2.41) 
不 难 求 得 上 式 的 一 个 特 解 
v2 二 (a ) aiaexp[ 2(ki 十 ky)r 一 (wi 十 wi)z] (8.2.42) 
上 式 和 式 (8.2.40) 代 入 式 (8.2.39) ,经 过 繁复 的 数学 运算 ,可 以 得 到 
9 /dm dv 
元 5 全】 
取 上 式 的 特 解 为 v3=0. 同 理 可 得 v=0(i 宇 3). 因此 级 数 式 (8.2.36) 是 截断 的 ， 
只 要 令 e=1, 就 求 得 了 式 (8.2.27) 的 一 个 解 
v= 1+arexp(20) + asexp(20,) + asexp[2(0 + 0,)] (8.2.44) 


=0 (8.2.43) 


其 中 


-人生 a 9 = 一 lt 0, = kx om wt 
3 ki+k2 192} 1 1 之 wWIL; 2 24 WwW 


(8.2.45) 
由 式 (8.2.23) 
忆 二 -2 学 mil + aiexp(201) + azexp(202) + a3exp[2(0 + 0,)]| 
4 alikiexp(201) 十 a2kexp(20,) 十 a3lki 十 &2> )exp[2(0) 十 0,)] 
1 + aiexp(201) + azexp(20,) + aaexp[2(0 + 0,)] 
(8.2.46) 
上 式 称 为 KdV 方程 的 双 “ 孤 波 " 解 ,如 图 8.2.1. 图 中 取 值 为 :| = 1,k;=2,aj = 
2a=3. 图 8.2.1 表明 了 三 个 时 刻 :t=0,1=0.15 和 t=0.5, u 与 x 的 关系 . 初始 
时 刻 (t=0), 只 有 一 个 “ 孤 波 ”， i >0 时 一 个 “ 孤 波 "分裂 成 二 个 . 随 着 时 间 增 长 ， 
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二 个 “ 孤 波 "彼此 分 开 . 由 于 振幅 大 的 “ 孤 波 "有 较 大 的 速度 ,因此 ,二 个 “ 孤 波 "分 开 
距离 随时 间 增 加 . 


图 8.2.1 KdV 方程 的 双 “ 孤 波 " 解 


8.2.3 ”KdV-Burgers 方程 的 广义 Hopf-Cole 变换 


KdV-Burgers 方程 是 KdV 方程 与 Burgers 方程 的 组 合 
9x au 92u G3u 
I tu -a+B SS=0 (8.2.47) 
当 B=0, 上 式 即 为 Burgers 方程 . 当 a =0, 上 式 通过 自 变量 和 函数 的 线性 变换 : 
z=B-13x 和 w = -B134/6, 可 化 成 式 (8.2.22) 的 KdV 标准 形式 .上 式 的 广 
义 Hopf-Cole 为 


9lnv 


u = 区; zw 一 一 Salno + 128 3 (8.2.48) 
第 一 式 代 人 式 (8.2.47) 并 且 积 分 一 次 ( 令 积分 常数 为 零 ) 得 到 
2 2 3 
+3 (于 ) c 5 + 8 全 =0 (8.2.49) 


(8.2.48) 第 二 式 代 人 上 式 , 整理 后 得 到 KdV-Burgers 方程 的 双 线 性 形式 为 
a gm O92v 93wv 
(和 po 产 +8 半 )( 字 «3 + Bo 

dv gv ow a 9v/a 9v 92v 

-38[ (5) ax 72 5 3 (3 了 + 


显然 ,如果 取 wv 同时 满足 


)= 0 (8.2.50) 


ao dv93 
( 远 ) -35222 -0 (8.2.51) 
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rp 0 (8.2.52) 
5 + ;=0 (8.2.53) 

那么 式 (8.2.50) 也 能 满足 . 式 (8.2.51) 与 (8.2.29) 同 样 处 理 , 得 到 
2 = 了 和 实 (8.2.54) 


因此 ,如 果 vw 同时 满足 三 个 线性 方程 (8.2.52) 一 (8.2.54), 通过 广义 Hopf-Cole 变 
换 式 (8.2.48) 形 成 的 x 一 定 是 KdV-Burgers 方程 的 一 个 解 . 
例 8.2.6 线性 方程 (8.2.$2) 一 (8.2.$4) 的 一 个 共同 解 为 


v= 1+exp(kr 一 cot) (8.2.55) 
且 w=k= 一 g/(5B) 和 w= -ab2+ 放 3 代入 式 (8.2.48) 得 到 
tw 一 一 ein[1 + exp( kx 一 wt)] 十 6Bkexp| 序 ( 委 一 ot) |sech| 方 (kz 一 wt) | 
(8.2.56) 


以 及 
u = 2c 一 [1 + tanh (185 )]; (€=x- ct) (8.2.57) 


其 中 相 速 度 c 寺 w/k= 一 ak+ 2? =6a?/(25B). 上 式 即 为 KdV-Burgers 方程 的 一 
个 冲击 波 解 . 


8.2.4 Hirota 方法 


我 们 找到 了 Burgers 方程 .KdV 方程 以 及 KdV-Burgers 的 Hopf-Cole 变换 或 广 
义 Hopf-Cole 变换 ,通过 这 些 非 线性 变换 ， 把 非 线性 方程 化 成 容易 求解 的 线性 方 
程 , 得 到 了 这 三 个 方程 的 更 多 解 . 问题 是 ,对 一 般 的 非 线 性 方程 这 样 的 非 线性 变 
换 是 否 存在 ?能 否 把 原 方程 化 为 式 (8.2.27) 或 (8.2.50) 这 种 双 线 性 形式 ?本 节 介 
绍 Hirota 方法 ,其 基本 思想 是 :在 函数 变换 中 同时 引进 两 个 未 知 函 数 ,， 然 后 通过 选 
择 其 中 一 个 函数 或 选择 两 个 函数 间 某 种 关系 使 原 非 线性 方程 化 成 双 线 性 形式 
为 了 运算 方便 ，Hirota 引进 双 线 性 算 子 (bilinear operator) 


DID 人 = 人 二- 玉 ) (去 -和 ) fxr | 


9 工 
(8.2.58) 


其 中 mx 入 n 是 非 负 整数 . 例如 


D(f: g) 三 DiD(F. g)= (天 -了 jzDg(r el- 
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-~ gL- /8 (8.2.59) 
DAf 8) DPF) (A) a) 


_ ,9f _ 9g 
= 8 了 入 f a7 (8.2.60) 


Di(f + 8)= DD 8) = (到 -和 fr eet) |, 


3 29f 9g8 + p98 
= eh -2 +/ (8.2.61) 
9 3 ， 
Di(f + 8)= DD 8) = (天 和) fr a ) | 


3 9f og af 9g og 
一 十 2 
8 273 3 7 22 3 Fi f 3 (8.2.62) 


DD(f 8)=DIDLf 8) = ( 访 - 襄 )( 疗 - 这 fx.D8(r le， 


t 
Pf 9afag agaf 


T8979 dor ofr /2 (8.2.63) 

需要 注意 的 是 ， 和 gg 不 能 随便 交换 次 序 , 例如 由 式 (8.2.59), 得 到 
D(f.g)=-D(g./f) (8.2.64) 

显然 ， 有 关系 
D,(f.: 1)= 0， D,.(f :f/f)=0, D3(f.f)=0 (8.2.65) 
2 

D2(f: 1 =2|124- (A¥)] (8.2.66) 
DD,(f: 1 = 2(/ 冯 后 - A) (8.2.67) 


以 KdV 方程 (8.2.22) 或 (8.2.25) 为 例 , 我 们 来 前 明 Hirota 方法 的 基本 过 程 . 
引进 二 个 未 知 函 数 g 和 广 , 作 函 数 变换 


wrt) = HE (8.2.68) 
显然 有 
w= (#) 3 gfr _ 号 f) (8.2.70) 
得 到 上 二 式 , 已 利用 了 式 (8.2,59) 和 (8.2.60). 同样 可 得 
w= (#). _ Di(g. 于 (8.2.71) 
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Di(g8.A)-6(lnF).D (5 ， f) 
= [ 志 = 一 .2. 
wi ( 8 ) _ (8.2.72) 
式 (8.2.71) 中 取 g=f 时 , 得 到 
2 
2(lnf)z: = A DD (8.2.73) 


以 上 各 式 代 入 式 (8.2.2$) 并 两 边 乘 户 得 到 
.ff) 1 3 Ds 
De /) -3 en] + Di(g. f/f)- zf Da(f* DD (,. f)=0 
上 f 
(8.2.74) 
上 式 引 进 任意 常数 ,化 为 
[D(g: f)+3iD,(g: f/f)+ Di(g. /f)] 


3 Dlg* Pp (gf)+AF+D(f:f)]=0 (8.2.75) 


由 于 g 和 了 是 未 知 函 数 ， 可 以 要 求 g 和 了 满足 
(D, +3MD +Di)g .站 =0 


(D: +A)(f.f)+D(g:.f)=0 (8.2.76) 
第 二 式 中 取 1 = 0 得 到 
Dl(g:f)=- Df: 7f) =-2F (nf),, (8.2.77) 
由 式 (8.2.70) ,并 结合 上 式 
Dl(g:f) 1g 119 
i 2 人 (下 
因此 取 g 和 上 的 关系 
=-25 (8.2.78) 


即 
w(x,t) =— 2 3 


显然 ,， 上 式 就 是 式 (8.2.23). 式 (8.2.78) 代 入 式 (8.2.76) 得 到 (注意 :A =0) 
(D, + D3)(f.. f/f)=0 (8.2.79) 
利用 关系 
DD,(f:f)= 2D,(f..7) 
Di(f:f)= 2D3(f,.:7) 
式 (8.2.79) 简 化 为 
D(D, + Di)(f-.f)=0 (8.2.80) 


第 八 章 ” 非 线 性 数学 物理 方程 ， 429 … 


上 式 就 是 我 们 求 得 的 KdV 方程 的 双 线 性 形式 . 式 (8.2.27) 是 在 已 知 广义 
Hopf-Cole 变 换 式 (8.2.23) 的 情况 下 导出 的 , 而 式 (8.2.80) 是 采用 Hirota 方法 得 到 
且 同 时 得 到 了 Hopf-Cole 变换 . 

与 式 (8.2.36) 类 似 , 引进 形式 参数 es,， 作 级 数 展开 


oo 


f= Def (8.2.81) 


代入 式 (8.2.80) 并 按 s 的 窜 次 分 类 ,得 到 
D,(D, + D3)(fo: fo)=0 
D(D,+ Di)(fi: fo)=0 
2D,(D, + D3)(fs: fo) =- D,(D, + D3)(f1: £1) 
D,(D, + Di)(f3: fo) = D,(D, + Di)(fs: £1) 
显然 ,(8.2.82) 第 一 式 仍 是 非 线性 的 , 但 f= 常数 是 它 的 一 个 特 解 ,而 其 他 方程 
都 是 线性 的 . 
例 8.2.7 NLS 方 程 


,04 | Ou 2 一 
i5r+32+<lxelue=0 (8.2.83) 


对 一 般 的 NLS 方程 (8.1.89) 可 通过 线性 变换 
XVar; u>V28 lu 
化 成 式 (8.2.83) 形 式 . 作 函 数 变换 


wu = 地 (8.2.84) 


其 中 /为 实 函数 . 式 (8.2.83) 的 双 线 性 形式 为 


(8.2.82) 


i + Di)(g.f)=0 
(8.2.85) 
D2(f.f)-21gl?=0 
例 8.2.8 Sine-Gordon 方程 
2 
sinu (8.2.86) 
作 函 数 变换 
tan (车)= 大 (8.2.87) 
利用 三 角 函 数 关系 式 (8.1.61),， 可 以 求 得 双 线 性 形式 为 
| (8 2.88) 
.2.88 
(D1 -DCF 1)-(g.g)]=0. 
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8.3 逆 散 射 方法 


本 节 介 绍 利用 一 维 Schr6dinger 方程 的 逆 散 射 方法 求解 非 线 性 演化 方程 的 初 
值 问题 . 主要 介绍 逆 散 射 方 法 解 KdV 方程 的 初 值 问题 


du Qt au 
3 3r ta 0 TE mm), +>0 (8.3. 1) 


u(r,t) lo0 = u(r,0), TE(-%,%) 
本 节 的 讨论 都 假定 所 求 的 解 满 足 条 件 : 当 x 一 + 时 u(x,t) 一 0.8.3.1 小 节 首 先 
介绍 一 维 Schr6dinger 方程 的 逆 散 射 问 题 ; 8.3.2 小 节 介 绍 道 散射 方法 解 KdV 方 
程 初 值 问题 的 基本 思想 ;8.3.3 小 节 介绍 具体 步 又 和 KdV 方程 初 值 问题 的 孤立 子 
解 ; 最 后 介绍 求解 其 他 非 线性 方程 初 值 问题 的 Lax 理论 . 


8.3.1 一 维 Schriodinger 方程 的 逆 散 射 问题 
考虑 一 维 Schrodinger 方程 在 无 限 空间 的 本 征 值 问题 


Tbr py ur) gr), zx€E(- 0,0%) (8.3.2) 

其 中 u(xz) 为 势 函 数 , 假定 为 实 函数 且 局 域 , 即 满足 条 件 
人 arzDi x(Zz) 1d7z < co (8.3.3) 

由 于 势 函 数 的 局 域 性 , 当 zr 一 土 c 时 , 式 (8.3.2) 可 近似 成 
d+ py = 0， (x 一 十 oo) (8.3.4) 


分 二 种 情况 讨论 : 
1. 连续 谱 如 >0, 这 时 本 征 隐 数 的 渐 近 性 质 由 上 式 得 到 为 
p(k) ~ aexp(— ie) + bexp(ikr), (xr —>+ oo ) (8.3.5) 
2. 离散 谱 如 <0, 令 上 = +ic, 本 征 函 数 的 渐 近 性 质 为 


Vik) ~ expb(- kr), (+ oo) 


p(k) ~ exbkr)， (一 -oo) (8.3.6) 
现在 分 析 式 (8.3.2) 的 解 在 一 +z 处 的 渐 近 特征 . 设 基本 解 p(,&) 为 
px,k) = exp(ike) + RKC, vexp(iky)dy (8.3.7) 


其 中 K(x,y) 为 待定 函数 ， 并且 规 失 ve,v)=0. 显然 根据 上 式 定 义 的 
p(z,R) 有 渐 近 特征 
G(x,k) ~ explike), (x rt on) (8.3.8) 


px,ix) ~ exp(— xr), (+ eo) 


第 八 章 ” 非 线 性 数学 物理 方程 ，431 ， 


因 Schredinger 方程 中 大 以 名 出现 , 因此 式 (8.3.7) 中 把 & 改 成 -也 是 式 
(8.3.2) 的 解 


g(x, — k) = exp( 一 iRz) 十 | Kz,y)exp(- iky)dy (8.3.9) 
显然 有 
p(xr, ~ k) 一 exp( 一 iRzr)， ( 工 一 + oo ) (8.3.10) 
BCz， 一 ik) 一 exp(Ckz)， (zz 一 + oo) 
由 g(x,k) 和 g(x, 一 kk) 的 浙 近 式 , 可 知 p(x ,k) 和 p(x, 一 上 ) 线 性 独立 , 因此 方 
程 (8.3.2) 的 通 解 为 二 者 的 线性 组 合 


(rk) = Blk)p(r,k)+a(k)op(r, —k) (8.3.11) 
上 式 改 写 为 
= plz, -Kk) + glz,h) (8.3.12) 


利用 式 (8.3.8) 和 (8.3.10) 中 第 一 式 


tim 从 重合 = exp(— ikr)+ Bky exp(ikz) 


= exp(~ ikr) + b(k)exp(ikx) (8.3.13) 
显然 , 上 式 第 一 项 表示 x = + % 处 和 人 射 的 单位 振幅 平面 波 , 第 二 项 表示 由 于 存在 
u (xz) 而 引起 反射 的 平面 波 , 因此 6(&) 表 示 反 射 系数 , 如 图 8.3.1. 注意 :6(&) 由 
解 在 z+ oo 的 渐 近 特征 定义 

当 z 一 -co 时 , 由 式 (8.3.5) 且 结合 图 8.3.1 得 到 渐 近 特性 
bz) 一 a(R)exp(-ikzr)，(z 一 - oo) (8.3.14) 
其 中 ae(A) 即 为 透射 系数 , 注意 a(&) 由 解 在 z 一 -oo 的 渐 近 特征 定义 . 


图 8.3.1 散射 问题 


在 正 散 射 问题 中 , 已 知 u(x), 求 透 射 系数 e(&) 和 反射 系数 5(4). 但 本 节 我 
们 感 兴趣 的 是 逆 散 射 问题 ; 已 知 散射 信息 5(&) 或 a(k), 求 w(x) 的 分 布 . 如 果 存 
在 如 <0 的 离散 谱 , 已 知 散射 信息 中 还 必须 包括 上 = + ix 的 特征 . 下 面 我 们 来 导 
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出 相关 的 计算 公式 . 
首先 求 K(x,y) 满 足 的 方程 , 因 y<x 时 K(x,y)=0, 式 (8.3.7) 可 写成 


p(k) = exp(ikr) + | K(x,y)exp(iky)dy (8.3.15) 
于 是 上 和 式 右 边 积分 为 Fourier 积分 ，Fourier 逆 变 换 为 
K(x,y) = 去 | [gtz — exp(ikz )lexp(— iky)dy. (8.3.16) 
另 一 方面 , 由 式 (8.3.12), 两 边 乘 exp(iky) 并 对 & 积分 


全 民生 人 xpikhy)dk = | plz, -kexp(iky)dk 


+ blk)9(z ,hk)expliky)dh (8.3.17) 
把 式 (8.3.7) 和 (8.3.9) 代 入 上 式 并 利用 式 (8.3.16), 得 到 


二 壬 大 exp(iky)dk = K(xr,y)+ B(x+y) 


+ | K(x,s)B(s + y)dz, (y> zx) (8.3.18) 
其 中 
1 f™” . 
B(x) = | Ck)expCiky)dk 


为 反射 系数 6() 的 Fourier 变换 ,5b() 在 物理 中 是 可 测量 , 因此 在 逆 散 射 问题 中 
可 认为 B.(z) 已 知 . 得 到 式 (8.3.18), 已 利用 8 函数 的 积分 关系 


S(z) = 二 | exp(ikx )dk 


因此 , 为 得 到 K(xz,y) 的 方程 ,关键 是 求 式 (8.3.18) 左 边 的 积分 . 根据 留 数 定理 


去 | . (Ed expliky) dt = i2 a" (8.3.19) 
其 中 a" | 是 函数 
f(k) 二 exp(iky) (8.3.20) 


在 上 半 平 面 ( 当 y>0) 或 下 半 平 面 ( 当 y<0) 的 极点 处 的 留 数 ，F(&) 的 极点 即 是 
af(R&) 的 零点 . 
可 证 明 下 列 两 个 性 质 ( 证 明 略 ): 
(1) ae(&) 的 零点 是 本 征 值 问题 式 (8.3.2) 的 N 个 离散 本 征 值 ix, (n= 1,2,…， 
N). 在 有 =ikcs(a=1,2,…,N) 点 ,zyic) 和 中 xyiky) 线 性 相关 ， 即 有 
pT,ik,) = cp(CZyiky) (8.3.21) 
事实 上 , 由 式 (8.3.10), 因 g(x, 一 ig) 一 exp(k1z), (Xx 阅 + 吕 ), 为 了 保证 y(x， 
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一 ix, ) 在 无 穷 远 处 的 有 限 性 ， 只 有 取 式 (8.3.11) 中 a(ix, )=0. 利用 渐 近 特性 式 
(8.3.6) 得 到 
lim 人 Zixn ) = cexp(— KZ) (8.3.22) 

一 般 要 求 本 征 函 数 y(z ,ix;) 归 一 化 , 即 要 求 

| gx,ixs dr = 1 
因此 c, 为 离散 本 征 值 ic, 的 本 征 卫 数 y(z ,ix;) 的 归 一 化 常数 

上 2 , _1 
9 (zyik,)dz = 二 


(2) a(&) 的 所 有 零点 上 =ix,(n=1,2,…,N) 都 是 一 阶 的 , 因而 也 是 FE) 的 
一 阶 极点 ， 且 有 关系 


9a(k) i 
3k ki = (8.3.23) 
因此 
， yx ,ikn) .2 . 
a = Fat) exp(— kny) = icnp(x,igcs)exp(— ky) (8.3.24) 
qk k=ix, 
代入 式 (8.3.18) 
一 > ,czp(zyicn)exp( 一 Ky) = K(x,y)+ B(xr+y) 
+ | K(x,z)B.(z + y)dz， (y > zx) (8.3.25) 


式 (8.3.7) 中 取 有 = ik, 代入 上 式 , 整理 后 得 到 
K(zsy) + Blz + y)+| KGz,z)B(z+y)dz = 0， (y> zr) 


(8.3.26) 
其 中 


N oo 
B(x) = >),czaexp(- kz) 十 过 | b(k)exp(ikx)dk (8.3.27) 


式 (8.3.26) 即 为 决定 K(x,y) 的 Volterra 积分 方程 , 称 为 GLM (Gelfand-Levitan- 
Marchenko) 积 分 方程 . 
假定 已 得 到 式 (8.3.26) 的 解 , 下 面 推导 决定 势 函数 u(x) 的 方程 . 首先 要 求 


limK(z,y) = 0， lm 全 和 2 =0 (8.3.28) 
否则 式 (8.3.15) 中 Fourier 积分 不 存在 . 式 (8.3.7) 两 边 对 x 求 导 二 次 得 到 
2 人 = ikexp(ikxr) ~ K(x,x)exp(ikr)+ [ KE) exp(iky)dy 
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2 9 
(St) = Ik2+ikK(zx,x)+ dK (xz) | KE | explikr ) 
y= 
co 92 


另 一 方面 , 式 (8.3.7) 中 的 积分 分 部 积分 二 次 , 并 且 利 用 式 (8.3.28), 得 到 
p(xr,k) = 1 一 EK (zx) |explikz) 二 | explity)dy 


= 1 一 K(x,z) 一 赴 [于 | exp(ikz ) 
— 二 | KS exp(iky)dy (8.3.30) 
于 是 , 由 式 (8.3.29) 和 (8.3.30) 得 
et Fork) = | + [< + | exp(ikz) 


TS | 


ox 


exp(iky)dy (8.3.31) 
注意 到 求 导 关 系 


dK(x,r) _ [ 守 儿 党 + Fe] 
dz Ghks 9y y 


由 式 (8.3.2) (8.3.7) 和 (8.3.31) 得 到 
oo 2 2 
一 2 至 人 2 ) exp(ikz) +| 上 K(xr,y) 3 SE |exp(iky)dy 


dx 


三 之 


= uexp(ikr)+ | K(x,y)exp(iky)dy 


上 式 两 边 比 较 得 到 
u(xz) =-2 EE (8.3.32) 
2 2 
KE SE = uk(z,y) (8.3.33) 
式 (8.3.32) 即 是 我 们 要 求 的 方程 . 
至 此 ,我们 求 得 了 逆 散 射 问题 的 全 部 方程 ,总 结 如 下 : 
1. 已 知 Schr6dinger 方程 在 无 限 空 间 中 的 本 征 值 问题 
dg pg ux)ylr), xE(- oo,%m) (8.3.34) 


dx? 
的 反射 系数 5(&)(- co<A<c)、N 个 离散 本 征 值 c(a=1,2,…,N) 以 及 相应 本 
征 函 数 的 归 一 化 常数 ci(n=1,2,.…,N), 求 得 


B(r)= Dy) cLexp(— kr) 十 | ok)exp(ikr)dk. (8.3.35) 


第 作 章 “” 非 线性 数学 物理 方程 ，435 ， 


2. 由 GLM 积分 方程 求 K(x ,y) 
K(xsy) + Blr +y)+| KGz,z)B(z+y)dz = 0， (y > rx). 


(8.3.36) 
3. 一 旦 求 得 K(xr,y), 势 函 数 wx(z) 计 算 公 式 为 
u(x) =-2 2) (8.3.37) 
二 个 特殊 情况 是 : 
(1) 无 反射 势 肾 数 wx(z),5(z)=0, 于 是 
B(x) = > )c2exp( 一 KZ) (8.3.38 ) 
(2) 无 离散 本 征 值 的 势 函 数 x(z)， 即 无 束缚 态 ,于 是 
B(x) = 去 | ok)exp(ikz)dk (8.3.39) 


一 般 ，GLM 积分 方程 (8.3.36) 的 求解 非常 困难 , 在 特殊 情况 下 , 即 B(x+ 
y) 可 分 离 ，GLM 积分 方程 可 转 为 代数 方程 ， 设 


B(xz + 9) = DX,(r)Y,(y) (8.3.40) 
代入 式 (8.3.36) 得 


K(x,y) + PX,(z)Y,(y) + > Y, (9)| K(z,z)Xi(z)dz -0 


(y > zx) (8.3.41) 
设 解 具有 形式 
K(x,y) = 2 Lx) Y,(y) (8.3.42) 


代入 式 (8.3.41) 得 到 
DX) + DL 2) Yas) Xs)dz ]Y,(y) =0 


(> > x) (8.3.43) 
对 每 一 点 y, 上 式 恒 成 立 , 因此 


LC2) +4 Xx) + 六 Lo(z)| Y, (2)X, (2)de -0 


(2 =1,2, ,有 ) (8.3.44) 
上 式 为 L(x ) 的 线性 代数 方程 , 一旦 求 得 L, (zx)(n=1,2,…,N), 可 由 式 
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例 8.3.1 已 知 反 射 系数 为 


--_ 8 
6b(k) =- 8+ (8.3.45) 


束缚 态 只 有 一 个 , 并且 波 函数 的 渐 近 特性 为 
yz) ~Vpexp(- Br), 工 一 十 co 
比较 式 (8.3.22), 显然 cl = 8 和 ci; =V8, 因 此 
B(z) = Bexp(- Rr) - £1 Speedk 


2rjJ » B+ik 
上 式 积分 可 由 留 数 定理 得 到 
1 (™” exp(ikz), exp(— Br), rr>0 
2rJ - B+ik 0， rzr<0 
于 是 


B(x) = Bexp(- Br)H(- zx) 
其 中 理 (z) 为 Heaviside 函数 . 由 式 (8.3.36) 可 得 到 

K(r,y) =0， 当 z+y>0 (8.3.46) 
当 r+y<0 时 , 式 (8.3.36) 为 

K(x,y) + Bexpl— B(x + y)] 


+ 有 | K(x,z)exp[—- B(z+y)]dz=0 (y> zx) (8.3.47) 
上 式 分 部 积分 得 到 


K(zr,y) + Bexp[— B(x + y)] + K(x,z)exp[l ~- B(x + y)]— K(xzx,- y) 
+| “A zz) 


I 


exp[ ~ B(z +y)]dz = 0， (> > xz) 


显然 K(x,y)= _ 是 上 趟 的 解 结合 式 (8.3.46) 
K(xr,y) =— BH(- zr - y), K(xr,r)=- BH(- 27x) 
由 式 (8.3.37) 


u(x) = 28 HA) - -283(z)， (8.3.48) 


例 8.3.2 已 知 反 射 系 数 为 零 , 即 5b(k)=0, 而 束缚 态 只 有 两 个 , 并 且 波 函数 
的 渐 近 特性 为 
PICZ) ~ ciexp(— ki1x); 9p2(z) ~ cyexp( ~ kz) 工 一 十 oo 
(8.3.49) 
其 中 ci; 天 kz ,于 是 
B(x) = ciexp(- Kiz) + ciexp(— ksx) 


GLM 积分 方程 为 
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K(xr,y)+ ctexp[ — Ki(xX+y)]+ c2 exp[ — K(X + y)] 
+ | Kz,z) lfexpl- els + y)] + csrexp[— kz(z+y)]idz=0 
(8.3. 
显然 B(x +y) 是 可 分 离 的 , 设 解 为 
K(x,y) = Li(x)exp(— ki1y) + L(x)exp(— rsy) (8.3. 
式 (8.3.44) 为 


Li(x)+ cite “r+ cz e 2rdzt+ Laz(z)| erdz | = 0 


La(x) + cle ec7 十 | e-2(0xi+ea)sdv 十 La(z)| eds | = 0 
积分 后 上 述 方程 可 写成 
a exp[— (xk,, + k, )z] 
Ln(z) + chexp(— tmx) + ch 2 L(x) 0 
n=1 Kn 十 Ky, 
Cm = 1,2) (8.3. 


经 过 复杂 但 不 困难 的 数学 计算 ,可 以 得 到 


d:InQ(x) 
u(x) = 一 2 i (8.3 
其 中 
2 2 
Q(z)= |1+ Fe-exp(— 2ueiz)| 十 这 exp(- 252) 
c?c3 


Cart JaexP[ 2(k1 + rx;)x] 


如 果 cz =0, 直接 可 得 到 “ 孤 波 "形式 的 势 晴 数 
u(x) =— 2xisechi(kxix + xo) (8.3. 


其 中 exp(zo) = V2uivci. 
8.3.2 解 KdV 方程 初 值 问题 的 基本 思想 
对 式 (8.3.1) 中 的 KdV 方程 作 非 线 性 变换 


2 
W(x) = 本 3 长 +1(9) (8.3， 
代入 KdV 方程 得 到 
2 
了 + (CD = uri)y (8.3. 
以 及 


十 一 
dt 9x 


d 9 9 
人 和 + 站 ($y 和 -Qj=0 (8.3. 
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其 中 
3 
Q = 他 +9-3(w+X) 和 2 (8.3.58) 


式 (8.3.57) 是 一 个 非常 复杂 的 非 线 性 方程 ,而 且 式 (8.3.56) 和 (8.3.57) 是 联 立 方 
程 . 但 是 根据 w(z,z) 的 特性 可 把 式 (8.3.57) 简 化 . 下 面 进行 这 方面 的 推导 . 

显然 式 (8.3.56) 即 是 Schr6dinger 方程 的 本 征 值 问题 ， 此 时 上 仅 作为 一 个 形 
式 参数 . 对 连续 谱 ，》 的 变化 范围 是 ( - co<1< + %), 显然 与 时 间 上 无关, 一定 
有 


dA 
到 =0 (8.3.59) 
对 离散 谱 4(1)= 一 , 式 (8.3.57) 两 边 对 z 积分 
om a ay\i+t™ 
| yart+ (* 写 -Q 光 ] =0 (8.3.60) 
由 式 (8.3.60) 
lim y = 0， im 孙 =0 (8.3.61) 
而 
| ydr<o (8.3.62) 


所 以 式 (8.3.59) 也 成 立 , 即 对 连续 谱 和 离散 谱 4 都 不 随时 间 变 化 . 于 是 式 
(8.3.57) 简 化 成 


天 (y 强 - a]= 0 (8.3.63) 
上 式 积 分 可 得 
?站 (2)= dli) (8.3.64) 
其 中 d(i) 为 1 的 任意 函数 . 上 式 给 出 
Q = dg) dz + e(t)y (8.3.65) 
其 中 e(t) 也 为 t 的 任意 喇 数 . 
分 二 种 情况 讨论 : 


(1) 4= -xz 是 离散 谱 , 当 zx 一 + ,由 式 (8.3.6),y0, 因 此 1/y 一 %，, 但 
Q 有 界 , 故 只 有 d (1) 二 0. 因此 
Q = el(t)y (8.3.66) 
利用 式 (8.3.55) 和 (8.3.58), 上 式 化 为 


人 ov 
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两 边 对 z 积分 , 并 利用 式 (8.3.61) 和 (8.3.62), 给 出 e(1) 志 0. 因此 对 A= -x2 
离散 谱 情 况 , 式 (8.3.57) 简 化 为 Q=0, 即 


ay ,09 ag 
rt or 33th)ar -0 (= 3) (8.3.67) 


pA cKn,t)exp(— Kx) 


代入 式 (8.3.67) 得 到 


中 = 4k7cCn 
因此 
cri(Kknst) = cn(0)exp(4xn3z) (8.3.68) 


(2) 4=k? 是 连续 谱 , 当 x 一 一品 ， 由 式 (8.3.14), J~a(k,t)exp( - ikz)， 
因而 式 (8.3.65) 近 似 为 


Q = ao04| dz + el(t)y 


~ exp - ihz)| exp(2ikz)dz 
+ el(t)a(k,t)exp(— ikz) (8.3.69) 
另 一 方面 , 注意 到 x 一 - % 时 , wu 一 0, 直 接 由 式 (8.3.58) 得 
Q > (¥ + 4ik3a jep(- ikz) (8.3.70) 
二 式 结 合 得 到 
+ [4ik? ~ elt)]Ja = A | exp(2ikz)dz (8.3.71) 


上 式 左边 仅 是 1 的 了 消 数 , 与 x 无关， 而 右边 与 x 有关， 等 式 成 立 的 条 件 是 
d(t) 寺 0, 并 且 有 
Fe + [4ik? ~ et)]Ja =0 (8.3.72) 
当 rx 习 + %, 由 式 (8.3.13),y~exp( 一 ikz)+ 5(k)exp(ikx)， 直 接 由 式 (8.3.58) 
得 
230 .os . 3 | 

Q 之 (元 一 4ik b Jexplikz) 十 4ik exp( — ikx ) (8.3.73) 

由 式 (8.3.65) 并 且 注 意 到 d(t)=0 
[多 — 4ikg36 一 el1)6 |expikz) + (4ig? — el(t)lexp(- ikr)=0 


(8.3.74) 
上 式 恒 成 立 的 条 件 是 
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ef(t) = 4ik’; $s = 8ik3b (8.3.75) 


因此 , 对 *= 及 连续 谱 情 况 , 式 (8.3.57) 为 
2 + 2 -3(u + A) 区 = 4ik3y (X= &k?) (8.3.76) 
Dr3 


9t 
至 此 , 我 们 把 KdV 方程 化 为 求 y 的 方程， 即 
+a) = u(r,i)y (8.3.77) 
也 3a) =0 (= 人) (8.3.78) 
或 
+ 3 = ay (4 = k?) (8.3.79) 
式 (8.3.78) 或 (8.3.79) 的 初始 条 件 可 由 式 (8.3.77) 令 上 = 
#0) + AM(0)g(z,0) = uz,0) yr,0) (8.3.80) 
求 正 散射 问题 得 到 . 


如 果 知 道 x(z,z)， 那么 式 (8.3.78) 或 (8.3.79) 是 线性 方程 , 但 实际 上 
u(xz,t) 待 求 , 因此 它们 仍然 是 非 线性 方程 . 

逆 散 射 方法 求 u(x,z) 的 基本 思想 是 ,首先 以 1 =0 时 刻 的 u(x,0) 作 为 
Schr5dinger 方程 的 势 函 数 , 求解 正 散 射 问题 式 (8.3.80), 得 到 一 系列 的 散射 信 
息 , 包括 :=0 时 刻 的 : 

(1) 透射 系数 ec(&,0) 和 反射 系数 8(&,0)(-co<&<oo)i 

(2) N 个 离散 本 征 值 4(0)= -x2(0)(n=1,2,…,N); 

(3) 本 征 函 数 的 归 一 化 常数 c, (0)(n=1,2,…,NN). 
然后 由 式 (8.3.78) 或 (8.3.79) 求 这 些 散射 信息 的 演化 规律 , 得 到 t 时 刻 的 散射 信 
息 , 即 6(k,t)、x,(t) 和 c(t). 最 后 , 由 上 时 刻 的 散射 信息 ,通过 式 (8.3.77) 反 演 
xz,t). 这 样 就 避免 了 直接 求解 非 线 性 方程 . 特别 要 指出 的 是 , a (kk,1)、b(k,i) 
和 cv(i) 是 印 在 z 一 +oo 的 渐 近 特征 ,因此 决定 演化 规律 比较 容易 , 它们 由 式 
(8.3.59) (8.3.68) 和 (8.3.75) 给 出 . 


8.3.3 ”KdV 方程 初 值 问 题 的 孤立 子 解 


根据 8.3.2 小 节 的 讨论 ， 逆 散射 方法 求 KdV 方程 初 值 问 题 式 (8.3.1) 的 具体 
步骤 分 为 三 步 : 
首先 ,以 初 值 为 势 函 数 解 下 列 Schrodinger 方程 的 本 征 值 问题 


E50) + AC(O)Y(z,0) = ulz,0) (x,0) (8.3.81) 
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求 出 NN 个 束缚 态 的 本 征 值 :1(0)= -x(n=1,2,…,N), 以 及 相应 本 征 阻 数 的 
p(x,0) ~ cK, ,0)exp(— kr), (zz 一 + %) 


8.3.82 
p(T,0) ~ ci(kn,0)exp(ks7), (> 一 - oo) ) 
且 要 求 yy, (x ,0) 妇 一 化 | 
上 gr,0)dr =1 (8.3.83) 
对 连续 谱 X(0) = &*>0, 求解 散射 问题 . 如 图 8.3.1, 设 人 射 平面 波 为 
pi(r,k) = exp( 一 iRz) (8.3.84) 
求 反射 系数 58(&,0)， 即 zx 一 + co 的 渐 近 特性 
lim p(x ,k) = exp(— ikzx) + b(k,0)exp(ikx) (8.3.85) 
第 二 步 ,由 下 列 方程 
+ 2 3(u +A)3=0 (4 =- x) (8.3.86) 
t az3 
或 
+ 3 +) = tigy (4 = 2) (8.3.87) 


决定 散射 数据 的 时 间 演 化 规律 , 即 4(1)、6(k,t) 和 c, (xw, ,i1). 由 式 (8.3.59)、 
(8.3.68) 和 (8.3.75), 我 们 已 经 求 得 演化 规律 为 
A(t) = A(0) 
cn(Knst) = csr,,0)exp(4r3z) (8.3.88) 
b(k,t) = b(k,0)exp(8ik’). 
最 后 , 求解 逆 散 射 间 题 


ay = u(x,t)y (8.3.89) 


这 里 上 仅 为 形式 参数 ，8.3.1 小 节 的 结论 全 部 成 立 . 我 们 已 得 到 上 式 的 反射 系数 
(kt)(-co<&<oco)、N 个 离散 本 征 值 cs(2=1,2,…,N) 以 及 归 一 化 常数 
cv(cut)(2=1,2,…,N), 因 此 


B(xz,t) = Dy et (r,t )exp(— Ka) + 二 | b(k,t)exp(ikr)dk 


(8.3.90) 
然后 由 GLM 积分 方程 求 K(x ,y,t) 


K(xz,y,t) + B(r + y,t) +| K(rx,z,i)B(z + y,t)dz = 0， (> > zx) 


(8.3.91) 
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一 且 求 得 KGzyy,i)， 势 函数 u(x ,it) 的 计算 公式 为 
dK(xr,x,t) 


dz 
上 式 即 是 KdV 方程 初 值 问题 式 (8.3.1) 的 解 . 图 8.3.2 表明 了 利用 逆 散 射 方法 求 
解 KdV 方程 初 值 问题 的 步骤 . 图 中 S(z ) 表 示 散 射 数据 A(t)、c, (x,,t) 和 6b(k， 
t)， 这 一 过 程 与 Fourier 变换 方法 求 线性 方程 的 初 值 问题 是 一 样 的 ,如 第 一 章 , 求 
解 热 导 方程 的 初 值 问题 式 (1.4.1) 的 过 程 可 用 图 8.3.3 表示 ， 


u(r,t) =—2 (8.3.92) 


1. 散 射 问题 1.Fourier 宰 换 
UX,0) > oo) Ux0) TY 0) 
: 2 线 : 2 
> 时 性 时 
2: 间 方 问 
: 演 程 ; 并 
化 一 化 
站 
< 一- < 
“0 3. 逆 散射 问题 S00) “0) 3. 逆 Fourier 人 变换 。“《(D 
图 8.3.2 道 散 射 求 KdV 方程 的 初 图 8.3.3 Fourier 变换 求 线性 方程 
值 问 题 的 初 值 问 题 


例 8.3.3 求 KdV 方程 的 初 值 问题 


du gu Ou 
3r uart j= 0 zE(-oocoo)，t>0 (8.3.93) 
u(x,t) |,jo0 =— Uosech2r,zE(- oo,co) 
第 一 步 :求解 本 征 值 问 题 和 散射 问题 
2 
和 + [4A(0) + Unosech2z]ywz,0) =0 (8.3.94) 
令 变量 变换 
y = tanhz， rE(-%,%) 
x 的 变化 范围 为 (- co<z<+oco), 故 y 的 变化 范围 为 [ -1<y< +1], 注意 到 
二 = sech2x 起 = (1 — y’) Ey 


式 (8.3.94) 化 成 
ks! 7) 于] + [w+ 2 ]sc,0) =0 (8.3.95) 
上 式 为 连带 Legendre 方程 . 
首先 ,考虑 束缚 态 (0) = - 心 <0, 根 据 连带 Legendre 方程 的 性 质 , 只 有 当 
Uo = !( +1)， (1 =0,1,2,…) 
x=m, (m = 1,2,.…,/) (8.3.96) 
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时 连带 Legendre 方 程 (8.3.95) 才 有 在 区 间 [ - 1< y< + 1] 内 有 限 的 解 , 否则 在 
y= 土 1I( 即 一 士 co) 时 解 发 散 . 于 是 在 整个 区 域 [ -1<y< +1] 内 都 有 限 的 解 为 

ply,0) = APPr'(y) (8.3.97) 
其 中 PY(y) 为 连带 Legendre 函数 


Pr(y) = (- "(1 — y)"2 LY) 


y 
P,(y) 为 1 阶 Legendre 多 项 式 , 具体 形式 见 式 (2.1.41). 常数 4” 由 归 一 化 条 件 


决定 . 当 1=1 时 ,x=1, 只 有 一 个 本 征 值 , 相应 的 本 征 函数 为 
gi(y,0) = AIPI(y) = ALV1- 太 
即 
Pi(x,0) = Aisechz 
归 一 化 常数 满足 
| yr,0)dz = | sech zdz = 2[AI]? = 1 
于 是 A!=1AM2 


pi(z ,0) 三 seehz 


上 式 的 渐 近 特性 为 
(rz,0) ~V2exp(- x), ( 工 一 + co) (8.3.98) 
当 /=2 时, k 有 二 个 值 x1=1 和 ,=2, 相应 的 本 征 聘 数 为 
gi(y,0) = ASPl(Y); paly,0) = 42P3Cy) 
即 
pi(x,0) =— 34jtanhzsechz; p(X,0) = 343sech2x 
利用 归 一 化 条 件 决 定 二 个 常数 ,最 后 得 到 


pi(zx,0) = tanhzsechz; p(x 0) = sech? x 
上 式 的 渐 近 特性 为 
Ji(x,0) ~ V6exp(— x); a(x,0) ~ 2Y3exp(— zx) 
(一 + co )， (8.3.99) 


其 次 ,考虑 散射 态 1(0) = ?>0, 连带 Legendre 方程 (8.3.95) 的 解 比较 复 
杂 ， 要 用 超 几何 函数 表示 ,我 们 不 详细 讨论 . 可 以 证 明 下 列 渐 近 形式 
px,k,0) ~ exp(— ikr) + bl(k,O0)exp(ikr) 
(x ->+ oo) (8.3.100) 


其 中 
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T(c)r(c—-a—-5b) 
T(c ~ a)r(c -5) 


b(k,0) 


考察 6(&,0) 的 分 母 


T(C- ar- =T(1- [or I)r(s + /uti) 


开 


cosn Y Uo+ 1/4 


其 中 已 利用 下 函数 的 性 质 


1 1 Lg 
r(3 =jrl(2 + oj= 


因此 当 


时 ,5b(k,0) 夺 0, 上 式 即 为 
Uo= (Ll+1) (8.3.101) 
因此 当 Uo 满足 上 式 时 , 反射 系数 为 零 , 这 样 的 势 函 数 称 为 无 反射 势 . 下 面 我 们 
主要 讨论 这 种 情况 . 
第 二 步 :440) ,8(&,0) 和 cv (en ,0) 的 时 间 演 化 规律 . 由 (8.3.88) 第 一 式 ,A(t) 
=A(0). 
当 1=1, 即 Uo=2 时, 本 征 值 只 有 一 个 x =1. 显然 这 是 无 反射 势 , 即 6(&， 
t) =0 . 由 式 (8.3.98) ,ci(cl,0)=v2 ,因此 
ci(Kk1,t) = V2exp(4t) (8.3.102) 
当 1=2, 即 Uo=6 时 ,x 有 二 个 值 xl =1 和 x,=2. 显然 这 也 是 无 反射 势 , 即 
b(k,t)=0. 由 式 (8.3.99),c1(k1;0)=V6 以 及 cs(w2,0)=2Y3, 因此 
ci(Kk13t) = V6exp(41); cs(k2,t) = 2Y3exp(321) (8.3.103) 
第 三 步 : 解 GLM 积分 方程 并 求 u (xz ,1) 
当 !=1 时 
B(x,t) = ci(ki,t)exp(— xz) = 2expf-(z-8i)] (8.3.104) 
因此 GLM 积分 方程 为 


K(xr,y,t) +2e 4z+7 8) 十 2e 9s0| e “K(xr,z,t)dz = 0 


(8.3.105) 
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显然 B(z,z) 可 分 离 , 因此 上 式 的 解 可 写成 形式 
K(x,y,t) = I(x,t)exp(~ y) 
代入 式 (8.3.105) 可 得 到 
I(x,t) =— exp(4t)sech(x — 41) 
最 后 可 得 
K(xr,y,t) =— exp(4t — y)sech(z — 41) 
由 式 (8.3.92), 得 到 初 值 问题 式 (8.3.93) 当 Uo=2 时 的 解 
u(r,i) = 一 2sech2(z — 41) (8.3.106) 
这 就 是 Kdv 方程 的 单 孤 子 解 . 
当 1=2 时 
B(r,t) = 6expl— (x ~ 81)] + 12expl -2(x ~ 321:)] (8.3.107) 
上 式 也 是 可 分 离 的 , 与 例 8.3.2 相似 . 通过 繁复 的 计算 , 可 以 得 到 


exp[— 2(x — 41)| + 2exp[— 4(x — 16:)|+ expl— 6(x — 127)1 
1 +3exp[-2(z — 4:)] + 3exp[ ~ 4(x ~ 161)] + exp[l ~ 6(x - 127)] 


最 后 得 到 KdV 方程 的 双 和 孤子 解 
3 + 4cosh2(x 一 4:1) + cosh4(x — 16:) 
[3cosh(x — 281) + cosh3(x - 127)} 
当 1=N 时 , 通过 同样 的 方法 , 可 求 得 KdV 方程 的 多 孤子 解 . 由 式 (8.3.93) 
中 初始 条 件 知 , 在 初始 时 刻 ，x (x ,0) 表 示 一 个 孤子 , 但 随 着 时 间 演 化 , 一 个 孤子 
分 裂 成 N 个 孤子 ，N 仅仅 决定 于 Us 的 大 小 , 而 Uo 表示 初始 时 刻 单个 孤子 的 能 
量 . 单个 孤子 的 能 量 越 大 , 分 裂 的 孤子 数 也 越 多 ,只 要 Uo 满足 Uo= N(N+1). 
当 Uo 不 满足 这 个 条 件 时 ,反射 系数 不 为 零 , 因此 问题 比较 复杂 , 我 们 不 再 讨论 . 


8.3.4 Lax 理论 


8.3.3 小 节 我 们 应 用 逆 散 射 方法 求 出 了 KdvV 方程 的 初 值 问题 . 这 样 的 方法 能 
否 应 用 于 其 他 方程 呢 ? Lax 把 KdV 方程 的 逆 散 射 方法 加 以 推广 , 原则 上 得 到 了 
一 般 非 线性 方程 初 值 问 题 的 逆 散 射 方 法 . 可 以 看 出 ,KdV 方程 的 逆 散 射 方法 实际 
上 把 KdV 方程 化 成 关于 y 和 w 的 方程 组 


K(x,x,t)=-6 


u(r,t) = 12 (8.3.108) 


2 
ra) y= (zy (8.3.109) 

3 
= + + a) + en)y (8.3.1107 


其 中 (1)=X(0),e(z)=0( 对 离散 谱 ) 或 e(:)=4ik”( 对 连续 谱 ). 因此 , Lax 认为 
求解 一 般 非 线性 方程 


‘ 9 du 9° 
=P( 4 | (8.3.111) 


"x9x27 


"446 ”数学 物理 方程 及 其 近似 方法 


的 初 值 问题 , 首先 必须 找到 一 个 本 征 值 问题 , 例如 方程 (8.3.109) 

Ly= My (8.3.112) 
其 中 工 是 一 个 与 x 有 关 的 线性 Hermite 算 子 . 其 次 , 关键 是 本 征 值 必须 与 时 间 无 
关 ， 即 

daA(z) 


=0 (8.3.113) 
最 后 ， 必 须 找 到 一 个 合适 的 线性 算 子 M, 使 
3 = My (8.3.114) 


例如 方程 (8.3.110). 为 使 本 征 值 与 时 间 无 关 , 我 们 来 分 析 线 性 算 子 站 和 M 必须 
满足 的 关系 . 对 式 (8.3.112) 求 导 


= da 9y 
3 + Li = gt ta a (8.3.115) 
其 中 算 子 荆 对 时 间 的 偏 导 是 对 工 二 宙 的 多 娄 t 求 导 , 例如 式 (8.3.109) 中 
2 
L = 一 5 + u(r,t) 
因此 
oaL _ du(x,t) 
oat at 
利用 式 (8.3.113) 和 (8.3.114), 式 (8.3.115) 成 为 
y+ LMy = M(ay) (8.3.116) 
再 由 式 (8.3.112) 
3 = (ML - LM)Yy (8.3.117) 
因此 要 求 L 和 M 满足 
LL - ML _LM (8.3.118) 


oat 
反之 , 如果 M 满足 上 式 , 那么 本 征 值 一 定 与 时 间 无 关 且 y 满 足 式 
(8.3.114). 事实 上 , 把 式 (8.3.115) 改 写成 
dA4, .9L _ .9g 
I = a + (Lo- 4) 下 (8.3.119) 
式 (8.3.118) 代 入 上 式 


dA _ _ ,9 
于 = (ML ~- LM)y+(L 2) 3 
0 9 
= (LtMy -My = (L(G -My) 


(8.3.120) 
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上 式 两 边 求 内 积 

dA 9 

p90) = [和 -下 -Me 
因为 L 是 Hermite 算 子 , 故 

dA 9 

0) = [Ly, (FE -My)] 
而 由 式 (8.3.112) 得 到 


(yg,y) =0 (8.3.121) 
即 本 征 值 不 随时 间 变 化 . 进一步 , 因为 本 征 值 不 随时 间 变 化 , 由 式 (8.3.120) 
CL -下 -My)=0 (8.3.122) 
因此 ay7/az -MY 也 是 工 的 本 征 函 数 并 且 本 征 值 为 1， 于 是 令 
-My=ay (8.3.123) 
其 中 a 为 常数 . 因此 
-M+aDy=0 (8.3.124) 
其 中 1 为 恒 等 算 子 , 只 要 重新 定义 M = M + al, 而 并 不 改变 式 (8.3.118) 
于 =ML-LM= ML-LM (8.3.125) 
因此 可 取 a=0, 于 是 
-My=0 


妈 得 到 式 (8.3.114). 

根据 上 述 思 想 ,Lax 得 到 了 一 般 非 线性 演化 方程 的 逆 和 散射 方 法 : 

第 一 步 : 求 正 问题 , 根据 u(x ,0), 求 解 本 征 值 问 题 式 (8.3.112), 并 且 根 据 > 
一 土 co 时 少 的 渐 近 特征 , 求 初始 散射 数据 ; 

第 二 步 : 根据 式 (8.3.114) 和 zr-> 二 co 时 M 的 特征 , 求 散射 数据 的 时 间 演 化 
规律 ; 

第 三 步 : 根据 式 (8.3.112) ， 求 逆 散 射 问题 ,得 到 u(x ,1). 

Lax 理论 给 出 了 逆 散 射 方 法 求 非 线 性 演化 方程 的 一 般 规律 , 但 线性 算 子 志和 
M 的 寻找 是 非常 困难 的 . 应 用 Lax 理论 和 其 他 方法 , 逆 散 射 方法 已 成 功 应 用 于 
NLS 方程 和 Sine-Gordon 等 方程 的 初 值 问题 , 这 里 不 再 进一步 展开 . 


8.4 ”Bicklund 变换 


Bicklund 变换 建立 了 一 个 非 线性 偏 微分 方程 的 解 与 另 一 个 线性 偏 微分 方程 解 
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之 间 的 关系 ,或 者 建立 了 同一 个 非 线 性 偏 微分 方程 不 同 解 之 间 的 关系 . 因此 可 以 
通过 Backlund 变换 ,根据 已 知 线性 偏 微分 方程 的 解 , 求 非 线性 偏 微分 方程 的 解 ,或 
者 根据 非 线 性 偏 微分 方程 的 一 个 简单 解 , 求 另 一 个 复杂 的 解 . 本 节 首 先 介 绍 


Bicklund 变换 的 基本 思想 。 
8.4.1 Bicklund 变换 的 基本 思想 


首先 ,介绍 二 个 不 同方 程 之 间 的 Bicklund 变换 . 设 u(x,z) 是 待 求 非 线 性 偏 


微分 方程 的 解 
Ux = 0 
其 中 1 为 非 线 性 微分 算 子 ,又 设 v(xz ,i) 是 已 知 线性 偏 微分 方程 的 解 
Kv=0 
其 中 K 为 线性 微分 算 子 ,Bicklund 变换 定义 为 下 列 一 阶 偏 微分 方程 组 
adu dv gv 
3 Po 于, 四 
au _ az az 
at (了 


其 中 P 和 Q 为 已 知 的 微分 算 子 . 一 旦 找到 上 述 关系 ,就 可 以 从 立 求 2 


(8.4.3) 中 wv 和 ww 可 以 互相 交换 . 


例 8.4.1 Burgers 方程 的 Bicklund 变换 . Burgers 方程 


du QU oa2 本 
于 十 下 3x a 了 7 三 
通过 Hopf-Cole 变换 
-2 dinv _ 2a9wv 
Wi dr v9or 
变 成 线性 扩散 方程 
dm dv 
ar “30 
由 式 (8.4.5) 
ov __ 1 
ax | Fa 
另 一 方面 ， 上 式 两 边 对 x 微分 , 并 再 利用 上 式 , 得 到 
dv__1/ dv ,ou 1 Au 
az2 2 (3 "于 )= 2a" ax 
利用 式 (8.4.6) 得 到 
9v 1 1 ， 
at 2797x dar™ 


式 (8.4.7) 和 (8.4.9) 即 是 Burgers 方程 的 Bicklund 变换 


1 


十 一 五 2 了 2 
4a? 


(8.4. 


(8.4. 


注意 : 


(8.4 


(8.4. 


(8.4. 


(8.4 


(8.4. 


1) 


2) 


.3) 


式 


.4) 


5) 


6) 


.7) 


.8) 


9) 
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AQv 1 9ux 十 
at 273ar 4a 了 
(8.4.10) 
9v__ 1 
ar 2a" 
显然 上 式 满足 
a (au) 3 /9v 
扼守)= 云 (如 |] (8.4.11) 


称 为 Bicklund 变换 的 相 容 性 条 件 . 以 上 我 们 已 经 知道 了 式 (8.4.4) 与 (8.4.6) 的 变 
换 关 系 , 因此 Bicklund 变换 很 容易 求 得 . 对 一 般 的 非 线性 偏 微分 方程 ,Backiund 
变换 很 难 求 得 ,没有 一 般 规律 可 遵循 . 

其 次 ,介绍 同一 个 方程 不 同 解 之 间 的 Bicklund 变换 . 设 u(xr,it) 和 u(x ,i) 
是 非 线性 偏 微分 方程 (8.4.1) 的 二 个 不 同 解 . Bicklund 变换 定义 为 下 列 一 阶 偏 微 
分 方程 组 


(8.4.12) 

9u2 du!: 9ui 

Eo rir 
其 中 a 为 任意 常数 . 这 样 的 Bicklund 变换 也 称 为 自 Bicklund 变换 . 注意 : 自 
Bicklund 变换 含有 任意 常数 . 如 果 能 找到 上 述 关 系 , 就 可 以 从 一 个 已 知 解 求 另 一 
个 解 ,而 已 知 解 可 是 非 线 性 偏 微分 方程 的 平凡 解 . 反复 使 用 自 Bicklund 变换 ， 就 
可 求 出 非 线 性 偏 微 分 方程 的 一 系列 解 . 同样 , 自 Bicklund 变换 也 很 难 求 得 , 没有 
一 般 规律 可 遵循 . 


8.4.2 Sine-Gordon 方程 的 自 Bicklund 变换 


考虑 Sine-Gordon 方程 
2 ou = F(u) 8.4.13) 
I gr = u (8.4.13 
其 中 F(w)= sinx， 但 我 们 先 假定 它 为 任意 函数 . 作 自 变数 变换 
+i. -Tt 
和 = 7 7= 7 (8.4.14) 
式 (8.4.13) 变 成 
32 
5 = F(u) (8.4.15) 
设 ul 和 us, 是 上 述 方程 的 两 个 独立 解 ,， 作 变换 
ul 十 Uy 
Ul = ut+wv 一 2 
| 或 者 (8.4.16) 
2 二 1 一 也 XI U2 


lz = 一 
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= = f(v); lu) 


(8.4.17) 


显然 , 只 有 特殊 的 F(u)、f(v) 和 g(w) 才 能 满足 上 述 关系 . 如 果 存 在 且 找 到 上 式 
这 样 的 关系 , 相当 于 找到 了 ui 和 xz 的 关系 , 即 式 (8.4.15) 的 自 Bicklund 变换 . 


由 式 (8.4.17) 得 到 


(8.4.18) 


3 = f(v) 于 = 广 o)g(a) 
区 = & (u) 并 = g (u)f(»v) 
因此 
3 2 = f(v)g(u) tg (uflv) = Flu) = Fl(u+ wv) 
2 = “全 元 对 =f(v)g(u) - g(u)f(v) = F(u2) = F(u — v) 


于 是 , 由 上 式 第 一 式 得 到 


E+ 0) pv) gu) + gC) fy) 

EH fo)glu) + gf (y) 
但 是 

9F(u+wv) 9F(u + wv) 
au av 
因此 
flv)g (u) +g (uf(v)= Ff(v)g(u) tg (uf (v) 

妈 


g (u) _ f(v) =_ 2 
g(u) Jo) 


上 式 成 立 的 条 件 是 恒 等 于 常数 ( - 2). 于 是 
f(v) = alsinAv + azcoshu 
g(u) = bisinAu + b2cosAu 
由 式 (8.4.19), 取 v=0 
F(u) = f (0)g(u) + g (u)f(0) 
= f (0)g(u) - g (uu)f(0) 


(8.4.19) 


(8.4.20) 


(8.4.21) 


(8.4.22) 


(8.4.23) 


(8.4.24) 


即 2g (wu)/(0)=0, 因此 f(0)=0, 即 a,=0. 故 由 上 式 和 式 (8.4.23) 得 到 


F(u) = f (0)g(u) = ah(bisinhMt + bocosAu) 


(8.4.25) 
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于 是 , 满足 式 (8.4.16) 和 (8.4.17) 的 非 线性 偏 微分 方程 


2 
了 = ailA(blsinAu + bcosAu) (8.4.26) 
的 自 Bicklund 变换 为 
1 9(u1+ wu2) . 一 
3 ge 27 = arsin(X 5 2 ga 
1 uw) in 人 (加 本 各) (4) .4. 
5 a = basin 一 2cosl 4 一 


注意 : 式 (8.4.26) 中 的 四 个 常数 可 以 合并 成 三 个 , 而 式 (8.4.27) 中 的 四 个 常数 不 
能 合并 . 所 以 自 Bicklund 变换 包含 一 个 任意 常数 , 这 与 定义 式 (8.4.12) 是 一 致 
的 . 

对 Sine-Gordon 方程 :A=0,6;=0 以 及 al=1/61 三 1/a, 故 式 (8.4.27) 变 成 


9(utt+ xu) 2 . /ui~ uz 

Tae = sn 5 ) (8.4.28) 
Aa(u1— u2) . {ut uz 

a = 2asin( 5 ) 


上 式 即 为 Sine-Gordon 方程 的 自 Bicklund 变换 . 
例 8.4.2 显然 Sine-Gordon 方程 的 一 个 平凡 解 为 x,=0, 代 入 上 式 得 到 


2 sin ,20 
3a7 一 2SD 7 ; 7 一 asSImn 2 
分 别 积分 得 到 
ln tan 二 = an+ Gi(é) 
Intan 人 = 得 + G2(7) (8.4.29) 
比较 二 式 得 到 
G2a(¥) -ay = Ge) -aa 6 (8.4.30) 


上 式 右边 是 & 的 函数 ,而 左边 是 7 的 函数 , 恒 等 的 条 件 是 两 边 为 同一 常数 , 取 此 常 
数 为 86, 因此 有 

G2(7) = ay + 6; GE) = a 'é+6 
代 人 式 (8.4.29) 


ul 


i 
ln tan 本 ant+ Er+0 


因此 由 式 (8.4.14) 得 到 


ui _ ar*+1/, a’-l 
tan 全 = exp| 2 (> e)+ 3 (8.4.31) 
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上 式 与 式 (8.1.57) 类 似 , 是 Sine-Gordon 方程 的 “孤立 波 " 解 . 令 


即 解 为 + z 方向 传播 的 “孤立 波 " ,相当 于 取 
a = al = 这 Q 二 a> = 1 (8.4.32) 


a+tl 1 
2a 2 


显然 有 


故 要 求 c<1. 式 (8.4.31) 变 成 


Ul 1 
mm 全 = ep[+ F(t + | (8.4.33) 


例 8.4.3 Sine-Gordon 方程 的 另 一 个 平凡 解 为 us= zx, 代入 式 (8.4.28) 得 到 


du _ . /ful #)= Ul 

57 一 2asin( 本 十 本 | 2acos 7 

9 ul 2 , /ui TL 2 2 

5 ~ 2 sin 3 ) cos 了 (8.4.34) 


分 别 积分 得 到 


(8.4.35) 
In tan( 字 十 于 j= ~ ailét+ S27) 
比较 二 式 得 到 
S2(7) -an= Si)+a ce= 9 (8.4.36) 
与 式 (8.4.30) 类 似 处 理 得 到 
Sn) = antd; Si(£)=-alé+6 (8.4.37) 
代入 式 (8.4.35) 
intan( 持 + 于 -= ay 一 二 + (8.4.38) 
因此 由 式 (8.4.14) 得 到 
- 2 
an( 全 + 到) exp| 77 (2 St)+ 3 | (8.4.39) 


上 式 与 式 (8.1.49) 类 似 , 也 是 Sine-Gordon 方程 的 “孤立 波 " 解 . 
8.4.3 Kdy 方程 的 自 Bicklund 变换 


考虑 KdV 方程 (8.2.22) 经 变换 式 (8.2.24) 后 的 方程 
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dw ar? 03 ro 
2 (党 3 -0 (8.4.40) 
设 wl 和 ww; 是 两 个 独立 解 ， 即 有 
9 wl 2 922 1 加 grul 
3 (8.4.41) 
9 tw 2 92u> 9 tw 
37 3u2+ EE 二 0; Wu> 二 dr (8.4.42) 
下 面 我 们 来 求 KdV 方程 的 自 Bicklund 变换 . 对 u| 和 zx: 作 变 换 
_ 1 og _ 1 9 
“1 = yo Br +A; U2 = Dy ar 十 从 (8.4.43) 
即 ul 和 U2 满足 
9? 92 
+ yp = 0; + -0) =0 (8.4.44) 
Xx 工 


为 了 求 ul 和 xz 的 自 Bicklund 变换 , 设想 存在 函数 v(x ), 使 yl 和 y, 之 间 有 关 
系 


9 
y2 = hy (8.4.45) 


9x 
我 们 试图 通过 上 式 来 建立 ul 和 wu, 之 间 的 联系 , 即 由 yl 和 ys 建立 ul 和 u, 的 关 
系 . 上 式 代 人 (8.4.44) 第 二 式 ， 并 利用 第 一 式 ,， 得 到 


9v 9 9 ul 92v 
2 


如 果 选 择 函 数 w(z) 满 足 


9 六 


- (ur uw)v lp = 0 (8.4.46) 


wu -2 =0 (8.4.47) 
了 2 
了 -aa -0 (8.4.48) 
那么 式 (8.4.46) 一 定 满 足 . 由 式 (8.4.47) 
权 - 了 -2 并 =0 (8.4.49) 
积分 一 次 并 取 积 分 常数 为 零 得 到 
v= 六 (wi ~ wy) (8.4.50) 
另 一 方面 , 式 (8.4.47) 和 (8.4.48) 结 合 有 
ou dv dv 
57 F203 -0 (8.4.51) 


积分 一 次 并 取 积 分 常数 为 *, 得 到 
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41 = 了 + v +A (8.4.52) 
式 (8.4.50) 代 入 上 式 得 到 
9w1 19(w -ws) 1 ， 
5 二 2 EE + (wi wa) + A (8.4.53) 
即 
9wy _ 9 wi 1 2 
97 7 +t Fw wa) +24 (8.4.54) 


土 式 即 是 KdV 方程 的 自 Backlund 变换 方程 之 一 . 另 一 个 方程 可 由 式 (8.4.41)、 
(8.4.42) 和 (8.4.54) 求 得 . 式 (8.4.41) 和 (8.4.42) 相 加 得 到 


9w 9 wl (uy + ui1) 
办 -区 Ta 4 
为 了 消去 us 的 二 阶 导数 ,注意 到 式 (8.4.54) 即 为 
uy 十 ui = (wi 一 wa)? + 24 (8.4.56) 
可 以 求 得 
2 
Ta = (ur un) + (wi wi) (us - wi) 
r 
— 2(w> 一 wi) 3 (8.4.57) 


代入 式 (8.4.55) 并 再 一 次 应 用 式 (8.4.56), 得 到 KdV 方程 的 自 Bicklund 变换 的 
第 二 个 方程 


dw azul 9 
于 一 于 十 4A 3 +-2u? 十 U1( 2 一 wi)? 
9z1 
+ 2(w2 - wi) 37 (8.4.58) 


式 (8.4.54) 和 (8.4.58) 构 成 KdV 方程 的 自 Bicklund 变换 . 利用 它们 ,可 以 根据 
KdV 方程 的 一 个 解 , 求 男 一 个 解 . 

例 8.4.4 KdV 方程 的 一 个 平凡 解 为 w; =0, 由 此 代入 自 Bicklund 变换 式 
(8.4.54) 和 (8.4.58) 得 到 


2 = w+ 24 (8.4.59) 
Ow PE 
了 = 44 57 (8.4.60) 
上 式 的 一 般 解 为 
w= f(r + 4At) {8.4.61) 


其 中 函数 f 由 式 (8.4.59) 决 定 , 代入 式 (8.4.59) 并 令 和 = 工 +44t 得 到 
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f°(€) = 21 二 A (8.4.62) 
即 
-6 = ?| 元 二 (8.4.63) 
取 4= -及 <0, 上 式 变 成 
a df _  _- 了 -28 
6 6 = ?| zr = a (8.4.64) 
即 
f(€) =~- 2ktanhk(€ — 6) (8.4.65) 
取 6o=0 得 到 
dzo2 2 2 2 
U2 一 a7 =— 2k’sech’ k(x — 4k°1) 《8.4.66) 


上 式 即 为 KdV 方程 的 “孤子 " 解 , 与 式 (8.2.35) 完 全 一 样 . 
8.4.4 非 线 性 大 加 公式 


利用 自 Bicklund 变换 ,可 以 从 非 线 性 偏 微分 方程 的 一 个 平凡 解 ui, 求 出 另 一 
个 非 平凡 解 us. 同样 可 从 已 求 得 的 wz , 求 出 方程 新 的 解 。 注 意 到 自 Bickiund 变 
换 含 有 任意 一 个 常数 ,选择 不 同 的 常数 ,可 以 得 到 不 同 的 解 。 

首先 考虑 Sine-Gordon 方程 的 自 Backlund 变换 式 (8.4.28), 设想 选择 不 同 常 
数 ai 和 a,, 从 已 知 解 ui 可 以 求 得 w 和 u3, 再 由 求 得 的 ws 和 xs 分别 选 择 常数 
为 ac 和 ai 而 得 到 x4 和 wus。 注意 到 这 些 解 仅 仅 是 选择 不 同 的 常数 形成 的 ,应 该 
没有 本 质 的 差别 ,如 果 选 择 合适 的 积分 常数 ,可 使 u4 = us. 这 一 过 程 可 用 图 8.4.1 
表示 . 


图 8.4.1 从 wi 到 u4 过 程 


这 一 过 程 的 数学 表达 式 可 由 (8.4.28) 第 二 式 得 到 (也 可 用 第 一 式 ) 
9a2 _ 9ul 
939 97 


- 2aisin( 所 5 2] (8.4.67) 
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zi OU . ult+wu 
3 0 2azsin( 7 :| (8.4.68) 
9u qu . + a 
Ea = 7 一 2a2sin( = 7 ?| (8.4.69) 
ou du . 十 下 
= 3 2asin( 全 :| (8.4.70) 


式 (8.4.67) 一 (8.4.70) 称 为 Sine-Gordon 方程 自 Bicklund 变换 的 可 交换 性 . 式 
(8.4.67) 与 (8.4.69) 相 加 得 到 

9(us—u . /uu u .fustu 

0 2 asinl = ?+ azsin| 所 本 所] ] (8.4.71) 
式 (8.4.68) 与 (8.4.70) 相 加 得 到 

二 =- 2[ asia 所 7 + azsin| 时 二 )] (8.4.72) 
式 (8.4.71) 与 (8.4.72) 左 边 相 等 , 故 右边 也 相等 , 得 到 


Ee sin[ 加 二 到]] = a2[sin (宇和 ) sin( 时 |] 


(8.4.73) 
利用 三 角 函 数 的 关系 
sina — sinB = 2eos| “3 sin( 和 人 


式 (8.4.73) 化 为 
arsin( 3 1 U2 = arsin( < 一 1 2 | (8.4.74) 


4 
有 此 可 求 得 


一 十 一 
tan (和 = on (8.4.75) 


C1 &2 
上 式 称 为 Sine-Gordon 方程 解 的 释 加 公式 . 由 此 ,可 以 根据 ul、u,、 和 u3 找到 
Sine-Gordon 方程 的 一 个 新 解 uw4, 而 且 只 要 通过 代数 计算 即 可 . 
例 8.4.5 Sine-Gordon 方程 的 一 个 平凡 解 为 ui = 0, 取 al 和 a, 为 式 
(8.4.32), 因 此 从 式 (8.4.33) 得 到 两 个 解 


tan FP = exp[ d(x ~ ct)] (8.4.76) 
和 
tan 下 = exp[G(z + ct)] (8.4.77) 


其 中 98=1ZVI1- ec ,代入 式 (8.4.75) 得 到 第 四 个 解 


第 八 章 ” 非 线性 数学 物理 方程 .4S7 


usa) _ 1 sinhéct 
tan|( 学 )-= ~ oop dr (8.4.78) 
上 式 表示 一 个 正 扭 结 孤 波 和 一 个 反 捏 结 孤 波 的 选 加 ， 称 为 Sine-Gordon 方程 的 双 


捏 结 解 . 当 一 -ce 时 ,上 式 近 似 为 


本 jes expL lz ~ ct)] — exp[— 6(x + ct)]! 


lim tan 3 
(8.4.79) 
第 一 项 表示 一 个 向 x 轴 正 方向 传播 的 正 扭 结 狐 波 ,而 第 二 项 表示 向 x 轴 负 方向 传 


播 的 反 扭 结 孤 波 ; 当 1 一 时 , 式 (8.4.78) 近 似 为 


2 一 ed {fexp[8(x + ct)] -exp[- (x — ct)]! 


lim tan 

(8.4.80) 

第 一 项 表示 一 个 向 x 轴 负 方向 传播 的 正 扭 结 孤 波 ,第 二 项 表示 向 x 轴 正 方向 传播 的 
反 扭 结 孤 波 . 当 上 有 限 , 正 扭 结 孤 波 与 反 扭 结 孤 波 相互 年 加 ,由 式 (8.4.78) 描 述 . 

对 KdV 方程 , 同样 可 得 到 全 可 公式 . 利用 图 8.4.1 的 构想 ,由 式 (8.4.54) 得 


到 四 个 方程 


9 9w 1 

5 一 a7 + 本 (ml rp) 十 2 (8.4.81 ) 
9w Ow 1 

5 = 元 + 了 (wi to3)2 + 24, (8.4.82) 
dw QZ 1 

二 = 5 + 7 (w, waa) + 242 (8.4.83) 
dw 9dw 1. 

a7 = 一 5 + (ww4 - wa)? + 241 (8.4.84) 

式 (8.4.83) 减 去 式 (8.4.81) 得 
9rw4 9zul 1 


了 -有 = 万 (zz 一 wi) 一 二 (ul — w2) +2(0 — A1) (8.4.85) 
式 (8.4.84) 减 去 式 (8.4.82) 得 


dw dw 1 1 
了 一 一 + 二 3 (ws — wa)? 一 方 (zol 一 3)2-2(0 — A1) (8.4.86) 


二 式 左 边 相 同 , 因此 右边 应 相等 
(wa — wa) — (wi — wa) = 4(X2 — A1) = Cw wa) (wi — wa) + 4(X2 — A1) 
因此 得 到 

(wa — wi)(w3 — w2) = 4(41 — A,) 
即 
+ 4(41 ~ 42) 


WwW3 7 WwW? 


(8.4.87) 


wh = Wi 
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上 式 两 边 对 x 求 导 并 利用 wu = 9w/9x 得 
十 4(Al 一 Az) 
! (ws 一 w2)? 


即 为 KdV 方程 的 非 线 性 肥 加 公式 . 


us4=u (ui — u2) 


习 题 八 


8.1 求 下 列 方程 的 行 波 解 
(a) Boussinesdq 方程 
a2u 2 Pu dy a2u2 
3 如 Vari “dx 912 


(b) mKdYV 方程 


= 0， (a,B > 0); 


8.2 求 下 列 方程 的 行 波 解 
(a) Fisher 方程 
du _ au 


ar Fr kul-u)=0; 
(b) KdV-Burgers 方程 
gu ,90 se 
Htuar othas=0, (a,8 > 0) 


提示 : 设 
Bexp[6(E- é£,)] 
{1 + expla(é€ — 加) 有 


其 中 B、b 和 a 为 待定 常数 ,6o 为 积分 常数 . 


u(é€) = 


8.3” 作 函数 变换 
tan 半 = # 
证 明 Sine-Gordon 方程 
du 9 ， 
元 2 Br = Sinu 


的 双 线 性 形式 为 
(D2 -Di-1)(f.g)=0 
(D:- DI)[(f:f/)-(g*g)l=0. 
8.4 作 函 数 变换 u = g/f, 其 中 为 实 函 数 . 证 明 NLS 方程 


. du gd2u 2 加 
igrt3rmt2lulu=0 


的 双 线 性 形式 为 


(8.4.88) 
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(iD, + Di)(g* f/f)=0 
D2(F 门 -21g12=0. 
8.5 考虑 散射 问题 


2 
G+ ix Ver)u, ze(-ooio) 
工 
u(r,k) ~ ev, To% 
和 
2 
+ tv = VCz)m， 工 和 所 (- oo ,co) 
I 


v(x,k) ~ ew”, XxX- oo 


证 明 wx 和 w 满足 Volterra 积分 方程 


wz) = et | EDV ) yk)dy 


v(xz,k)= ew -[ Skt = vy) vly,k)dy. 
8.6 考虑 zx 一 - oo 的 道 散射 数据 ,与 式 (8.3.7) 相 应 的 方程 写作 
9- (zx,k) = exp(— ikz) + L(x,y)exp(— iky)dy 


导出 L(z,y) 满 足 的 方程 和 边界 条 件 . 
8.7 解 积 分 方程 


(a) K(z,z) te d+ | Kr, ye dy = 0 
(b) K(x,z) -ee (+) 一 上 K(x,y)e tdy = 0. 


8.8 求 势 x(z)= - Uos(z),(Uo>0) 的 反射 系数 5() .离散 本 征 值 以 及 相应 本 征 郴 数 的 归 


一 化 常数 . 
8.9 解 初 值 问题 
az 9u 338 
到 -6 了 0， ZzE(- co,oo)， :>0 
u(x,t) Ii-0 = — Uos(z)， Uo > 0. 


8.10 设 w=0,w2= 一 2tanh(x 一 41),w3= -4coth(2z -321),， = 一 1 以 及 = 一 4. 
根据 KdV 方程 的 选 加 公式 证 明 


0 
4 Zcoth(2x — 321) ~ tanh(x — 41) 
加 3 + 4cosh(2z - 81) + cosh(4z — 641) 
U4 一 一 12 一 


[3cosh(x - 281) + cosh(3z - 361)] 


Bicklund 贝克 隆 
Banach 巴 拿 赫 
Bessel 贝 塞 尔 
Born 玻 恩 
Burgers 伯 格 斯 
Cauchy 柯 西 
Chebyshev 切 比 当 夫 
Cherenkov ” 切 连 科 夫 
Cole 科 尔 
Courant 柯 朗 
d'Alembert 达 朗 贝尔 
Dirac ” 狄 拉克 
Duhamel 杜 阿 美 尔 
Euler 欧 拉 
Fisher 费 合 儿 
Fourier 傅 里 叶 
Fredholm 。 弗 雷 德 霍 姆 
Galerkin 伽 辽 金 
Gauss 高 斯 
Gelfand 瘟 尔 范 德 
Gordon 戌 登 
Goursat 上古 沙特 
Gram ”格拉 姆 
Green 格林 
Hamilton ”哈密 顿 
Hankel 汉 克 和 尔 
Heaviside ” 赫 维 赛 德 
Helmholt 交 姆 堆 兹 
Hermite 厄 米 
Hilbert 希 尔 伯 特 
Hopf ”和 霍 普 夫 
Jacobi 雅 可 比 


人 名 英汉 对 照 表 


Kantorovich” 康 托 洛 维 奇 
Kirchhoff 基 尔 堆 夫 
Korteweg 考 特 维 克 
de Vries ” 德 弗 里 
Lagrange 拉 格 朗 日 
Laguerre 拉 盖 尔 
Laplace 拉 普 拉 斯 
Lax 拉克 斯 
Legendre 勒 让 德 
Liouville 刘 维 尔 
Mathieu 马 带 厄 
Neumann 诺 伊 曼 
Newton 牛顿 
Parseval 帕 塞 瓦尔 
Poisson” 泊 松 
Rayleigh” 瑞 利 

Riesz 里 斯 

Ritz 里 欧 
Rutherford 卢 瑟 福 
Rytov 雷 托 夫 
Schimidt 施 密 特 
Schrodinger 苹 定 调 
Schwartz 施 瓦 效 
Stefan 斯 特 藩 
Stirling 斯 特 林 
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Taylor 泰勒 
Tikhonoy 吉 洪 诺 夫 
Volterra 沃尔特 拉 
Weierstrass” 魏 尔 斯 特 拉 斯 
Wronski 朗 斯 基 
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